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KÜM ELER

Bu bölümle ilgili temel bilgiler aşağıda özetlenmiştir. Problemlerin 
çözümüne geçmeden önce bu kısmı okumanız tavsiye olunur.

TANIM

Eğer bir A kümesinin her elemanı B kümesinin de bir elemanı ise A 
kümesi B nin bir a lt küm esidir denir ve A c  B şeklinde gösterilir, yani

A c B < = > [a e  A = > ae  B ].

Eğer A kümesi B kümesinin alt kümesi değilse bu A cz B şeklinde gös­
terilir.

TANIM

A ve B kümelerinin eşitliğ i

A = B<=>A cB ve B c A

şeklinde tanımlanır. Eğer A kümesinin en az bir elemanı B de değilse 
veya B in en az bir elemanı A da değilse A ile B fark lıd ır denir, A B 
şeklinde gösterilir.

TANIM

A ve B kümelerinin elemanlarından meydana gelen kümeye A ile B 
nin b irleşim i denir. A u  B ile gösterilir. Buna göre.

A u B  = ( x : x e  A veya x e B1

dir.

TANIM

A ve B kümelerinin ortak elemanlarından meydana gelen kümeye A 
ile B kümelerinin arak esiti veya kesişim i denir, A n  B ile gösterilir.

A n B  = ( x : x £ A  ve x e B ) .
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TANIM

A n  B = 0  ise A ile B kümeleri ayrıktır denir.

TANIM

A kümesinde olup da B de bulunmayan elemanların kümesine B nin 
A kümesine göre tümleyeni denir, A \ B ile gösterilir.

TANIM

A ve B kümelerinin sim etrik farkı, kümelerden birine ait olup da 
diğerine ait olmayan elemanların kümesidir.

Buna göre,
A A B = ( A \ B ) u ( B \ A )

dır.

TANIM

Hiçbir elemanı olmayan kümeye boş küme denir. 0  sembolü ile gös­
terilir.

TANIM

Bir A kümesinin E evrensel kümesine göre tümleyenine A kümesinin 
tümleyeni denir. A*̂  ile gösterilir. Buna göre

A‘ = { X ; I X g A }
dir.

TEOREM (De Morgan Kuralları)

A ve B herhangi iki küme olsun.
(a) (A u B )‘ = A‘ n B ‘
(b) (A n B )* = A‘ n B ‘

dır.

TANIM

A ve B kümelerinin kartezyen çarpım ı, a e A ve b e B olmak 
üzere tüm sıralı (a, b) İkililerinin kümesidir. Buna göre,

A X B = ( (a, b) I a e A ve b G B 1

dir.



KÜMELER VE SAYILAR

TÜMEVARIM YÖNTEMİ

Doğal sayılarla ilgili önermelerin doğruluğunu göstermeye yarayan 
ispat metodlanndan biri de tümevarım metodudur. Bu metot aşağıdaki 
basit teoreme dayanır.

TEOREM

D c  N olsun. D kümesi

(a) 1 e D

(b) k e D ^  (k + 1) 6 D 

şartlarını gerçeklerse D = N dir.

SONUÇ

P(n) doğal sayılarla ilgili bir önerme ve D de bu önermenin doğruluk 
değerleri kümesi, yani

D = { n : n e N ve P(n) doğru )

olsun. Eğer

(a) 1 e D 

ve

(b) k e D olduğunda (k + 1) e D

ise D = N dir, yani P(n) önermesi her n e N için doğrudur.

PRO BLEM LER

1. A, B ve C herhangi üç küme olsun. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu 
gösteriniz.

(a) A \ A = 0 (b) A \ 0  = A

( 0 A A 0  = A (d) A u B = B u  i

(e) A n  B = B n, A (f) A A B = B A A L

(g) A u  (B u  C) = (A u B) u  C (h) A n (B n  C) =: (A n  B) n  C

(ı) AA(B AC) == (A A B) A C (j) A u (B n  C) =: (A u  B) n  (A u  C)

(k) A n  (B u C) = (A n  B) u  (A n C) (1) A \ (B n  C) = (A \ B) u  (A \ C)

(m) A‘ \ B‘ = B \ A (n) (A u B) X C = (A X C) u  (B X C)

(o) (A n  B) X C =̂ (A X C) n (B X C) (P) (A \ B) X C = (A X C) \ (B X C)
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2. Aşağıdaki önermelerin doğruluğunu gösteriniz.
(a) A n B = A

(b) A u B = B

(c) AAB = 0

(d) AAB = E

(e) A c B

(f) A n B  = 0

<=> A c  B 

«> A c  B 

o  A = B 

«  A = B* 

<=> A *3B* 

<=> B cA *

( g )  A c C v e B c C  < = > A u B c C

(h) C c A v e C c B  <=> C c A n B

(i) A x B  = 0 <=> A = 0  veya B = 0

(j) (A\B)* = (B\A)*̂  «  A = B

3. a ve b pozitif iki sayı olsun.

â + b  >2 
b a

olduğunu gösteriniz.

4. n bir tamsayı olmak üzere, P = 2n şeklinde yazılabilen p sa3nsma çift 
sayı denir. q + 1 çift olduğunda q sayısına tek sayı adı verilir. Buna 
göre tek sayılar 2 n - l şeklinde yazılabilen sa3nlardır. ispat ediniz ki eğer 
a bir tek sayı ise n^-1 sayısı 8 ile bölünür.

5. Eğer her pozitif h için 0 < x < h  ise x = 0 dır, ispatlayınız.

6. İspat ediniz ki

(a) Her bir x reel sayısı için n > x olacak şekilde en az bir n doğal sayısı 
vardır.

(b) X  > 0 ise ^  < X  olacak şekilde en az bir n doğal sayısı vardır.

7. a, b ve X reel sayılar olsun. Her bir n doğal sayısı için 

ba < X < a + n
ise X = a dır, gösteriniz.
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8. a ve b, a < b olacak şekilde, herhangi iki reel sa3a olsun. 

a + ba < < b

olduğunu gösteriniz.

9. X ve y, X < y olacak şekilde, herhangi iki reel sayı olsun. x < z < y ola­
cak şekilde en az bir z reel sayısının varlığını gösteriniz. Bu özellikten 
yararlanarak, “Herhangi iki reel sayı arasında sonsuz çoklukta reel sayı 
vardır” diyebilir miyiz?

10. X rasyonel, x 0 ve y irrasyonel olsun. x + y, x -  y ,  x . y ,  x/y ve 
y / X sayılarının irrasyonel olduğunu gösteriniz.

11. iki irrasyonel sayının toplamı ve çarpımı daima irrasyonel midir?

12. “Her n e N için 1 + 2 + 3 + ... + n = -̂  (2n + 1)̂  dir” önermesini p(n) ileO
gösterelim.

(a) Herhangi bir k doğal sayısı için p(k) doğru olduğunda p(k + 1) de 
doğrudur, gösteriniz.

(b) “Tümevarım metodu gereğince p(n) önermesi her n doğal sayısı için 
doğrudur” diyebilir miyiz?

13. Her n € N için aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) 1 + 2 + 3 + ... + n = ^ n (n + 1)

(b) l 2 + 2  ̂+ 32 + ... + n2 = i  n(n + 1) (2n + 1)
D

(c) 1̂  + 2̂  + 32 + ... + n̂  = I  n2 (n + l)^

(d) 1 + 3 + 5 + ... + (2n -  1) = m

(e) l2 + 32 + 52 + ... + (2n -  1)̂  = I  n (2n -  1) (2n + 1)

(f) 22 + 42 + 02 + ... + (2n)2 = I  n (n + 1) (2n + 1)

(g) 2.1 + 3.2 + 4.22  ̂ + (n + 1) 2"“  ̂= n.2"



KÜMELER VE SAYILAR

(h) 1.4 + 2.9 + ... + n(n+l)^ = —  n(n+l) (n+2) (3n+5)

(ı) 1.2.3 + 2.3.4 + ... + n(n+l) (n+2) = - j n(n+l) (n+2) (n+3)4

(j) l 2 -  2  ̂ + 32 -  42 + -  ... + ( - 1 )"-! n̂  = ( - l) " - ı  n Ö L til

(k) 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ... + n(n!) = (n+1)! -  1

(l) a + (a + d) + (a + 2d) + ... + (a + (n-1) d) = ^  [2a + (n-1) d ]

^™^l2 2 İ  â 4  n (n + l) "  r îT î

( n ) Ü  + ^ + 3 İ +  + _____ n!_____ = J l (q.+.P
 ̂ 1.2 3.5 5.7 •• (2 n -l)(2 n + l)  2 (2n + l)

(o) ■ + ... + • n
p(p+l) (p+l)(p + 2) "■ (p + n - l) (p  + n) p(p + n)

n l - a ° ^ ı  
1 - a

, (p 6 R*)

(p) 1 + a + a  ̂+ ... + a" = °  —̂ , (a 1)

n  ̂ l-x^''^^14. X  î t  1  için + )= —---------  olduğunu gösteriniz.
k = o l~ x

" x̂ *̂  ^ 1  115. X  1 için 2  ------ İT “ TZ---------------olduğunu gösteriniz.
k = ı l - x ^   ̂  ̂ l - x ^ “

“ k 116. Her n e N için 2  7j— TvT “  ̂~ 7----îü' olduğunu gösteriniz.k = 1 (k + 1)1 (n + 1)1

17. Her n doğal sayısı için 2  ~  = 2  —̂  -----  olduğunu gösteriniz.
p = n + l P  m = l  Ol

18. 0 < p < 1 için (1 -  p)" > 1 -  np olduğunu gösteriniz.

19. Her n e N ve a„ > 0 için

(1 + a^) (1 + Og)... (1 + a„) > 1 + (a  ̂+ ... + a„) 

eşitsizliğini ispatlayınız.
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20. Her n e  N ve 0 < a „ < l  için

(1 -  a^) (1 -  ttg)... (1 -  a„) > 1 -  (ttj + ttg + ... + a„) 

eşitsizliğini ispatlayınız.

21. Her n e N için aşağıdaki eşitsizliklerin doğruluğunu gösteriniz,

(a) (2n)! < 2^" (n!)^

- m "
(b) n!

(c) 3" > n . 2"

(d) 2! . 4! ... (2n)! > [ (n+D! ]“

22. Her n e N2 için

3" + 4“ < 5" 

olduğunu gösteriniz.

23. Her n e N için,

(a) n (2n + 1) (7n + 1)

(b) 3"-"̂  -
(c) 32"+i + 2"^2

(d) 3.52"-! + 23"-2

(e) 17'*"+̂  + 3.02"

(f) 12“ + 10

bölünebileceğini gösteriniz.

sayısının 6 ile 

sayısının 11 ile 

sayısının 7 ile 

sayısının 17 ile 

sayısının 5 ile 

sayısının 11 ile

24. ^ l - - j j | l - ^ j | l - ^ j . . . | l - - ^ j  ifadesini sadeleştirerek sonucu bulu­

nuz. Bulduğunuz sonucu tümevarımla ispatlayınız.

25. n elemanlı bir kümenin alt kümeleri sayısının 2" olduğunu gösteriniz.
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26. p > O ve n e Nq için 

(1 + p)" > 1 + np + n (n -  1) 2

olduğunu gösteriniz.

27. 0 < p < 1 ve her n e Nq için

(1 -  p)" < 1 -  np + p2

olduğunu gösteriniz.

28. p > 0 ve n 6 Ng için

(1 + p)" > 1 + np + -^  p̂  

olduğunu gösteriniz.

29. Her n e N için

2n
n

olduğunu gösteriniz (Yol gösterme : (1 + x)" (1 + x)" = (1 + x)^" özdeşli­
ğinden x" nin katsayılarını karşılaştırınız).

30. Her n e N için

2n
0

2n\  ̂ /2n\  ̂ / 2n /2n\  ̂ , iNn/2n
i  r  2 2 n - l  "  2n n

olduğunu ispatlayınız (Yol gösterme: (1 + x)^" (1 -  x)^" = (1 -  x̂ )̂ “ öz­
deşliğinden yararlanınız).
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• • ÇÖZÜMLER
(a) x e A \ A  => x e A  ve x g A = >  x e A  ve x e A ‘ => x e A n A ‘ = 0

=> A \ A c 0  (1)

x e 0 = > x e A n A * ^  = > x e A v e x e A * ^ = > x e A v e x g A

= > x e A \ A = > 0 c A \ A  (2)

(1) ve (2) den A \ A = 0  bulunur.

(b) xG A \ 0 = >  x g A ve x g 0 = >  x e A  ve x e 0 ‘ = E

=> x e A n E = ^  x e A

=> A \ 0  c  A (3)

x e A  = > x 6 A n E = > x e A v e x 6 E ^ x e A v e x g E *

= > x G A v e x g 0 = > x 6 A \ 0 = > A c A \ 0  (4)

(3) ve (4)’den A \ 0  = A bulunur.

(c) A A B = (A \ B) u  (B \ A ), B = 0  alınırsa 

A A 0  = ( A \ 0 ) u ( 0 \ A )  = A u 0  = A

(d) x € A u B<=>x e A veya x e B <=> x e B veya xeA<=> x e B u A

(e) x E A n B o  x e  A ve x e B<=> x e B ve x e A<=> x e B o A

(f) A A B = (A \ B) u  (B \ A) = (A u  B) \ (A n  B) = (B u  A) \ (B n  A)

= (B \ A) u  (A \ B) = B A A

(g) X E A u  (B u  C)

X E  (A u  B) u  C

X E A veya x e  (B u  C)

X E A veya (x e  B veya x e  C)

(x E  A veya x e  B) veya x e  C

X  E  (A u  B) veya x e C => x e ( A u B ) u C

A u  (B u  C) c  (A u  B) u  C (5)

X  E  (A u  B) veya x e  C

(x E  A veya x e  B) veya x e  C
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=> X e A veya (x e B veya x e C)

=> X e A veya x e (B u  C) => x e A u  (B u  C)

=> (A u  B) u  C c  A u  (B u  C) (6)

(5) ve (6) dan A u  (B u  C) = (A u  B) u  C

(j) x e A u ( B n C ) = > x e A  veya x e (B n  C)

=> X 6 A veya (x e B ve x e C)

=> (x e A veya x e B) ve (x g A veya x g C)

X G (A u  B) ve X G (A u  C)

=> X G (A u  B) n  (A u  C)

=> A u  (B u  C) c  (A u  B) u  (A u  C) (7)

X G (A u  B) n  (A u  C) => x g (A u  B) ve x g (A u  C)

=> X G A veya x g B ve x g A veya x g C 

=> X G A veya (x g B ve x g C)

=> X G A veya x g (B n  C) => x g A u  (B n  C) 

=> (A u  B) n  (A u  C) c  A u  (B n  C) (8)

(7) ve (8) den A u  (B n  C) = (A u  B) n  (A u  C)

(k) X G A n  (B u  C) => x g A ve x g (B u  C)

=> X G A ve (x G B veya x g C)

=> (x G A ve X G B) veya (x g A ve x g C)

=>x G (A n  B) veya x g (A n  C) => x g (A n  B) u  (A n  C) 

=> A n ( B u C ) c ( A n B ) u ( A n C )  (9)

X G (A n  B) u  (A n  C) => x g (A n  B) veya x g (A n  C)

=> (x G A ve X G B) veya (x g A ve x g C) 

= > x g A v g x g B veya x g C 

=> x g A ve x g B u C 

=> X G A n  (B u  C)

=> (A n  B) u  (A n  C) c  A n  (B u  C) (10)

(9) ve (10) dan A n  (B u  C) = (A n  B) u  (A n  C) bulunur.
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(l) A \ (B u  C) = (A \ B) u  (A \ C)

X G A \ (B n  C) => X G A ve x g (B n  C)

=> X G A ve X G (B n  C)‘

=> X G A ve X G (B*’ u  C*')

= > x G A v e x g B  veya x £ C

=» (x G A ve X g B) veya (x g A ve x g C)

=> X G (A \ B) veya x G (A \ C)

=î. X G (A \ B) u  (A \ C)

=> A \ (B n  C) c  (A \ B) u  (A \ C) (11)

X G (A \ B) u  (A \ C) => X G (A \ B) veya x g (A \ C)

=> (x G A ve X g B) veya (x g A ve x g C)

= > x G A v e x g B v e x g C

=> X G A ve X g (B n  C)

=> X G A \ (B n  C)

=> (A \ B) u  (A \ C) c  A \ (B n  C) (12) 

(11) ve (12) den A \ (B n  C) = (A \ B) u  (A \ C) olur.

(m) A‘ \ B‘ = B \ A

x g A‘ \B* => x g A‘ ve x g B ‘ => x g A  ve x g B 

^  x g B ve x €  x g B \ A  

=> A‘ \ B‘ c  B \ A (13)

x g B \ A  => x g B ve x g A = *  x g A  ve x g B 

=> X G A*̂  ve X g B*̂  X G A‘ \ B*’

=» B \ A c  A‘ \ B‘ (14)

(13) ve (14) den eşitlik bulunur.

(n) (A u  B) X C = (A X C) u  (B X C)

(x, y) G (A u  B) X C => X G (A u  B) ve y G C

=> (x G A veya x g B) ve y g C 

=> (x G A ve y G C) veya (x g B ve y g C) 

=> (x, y) G A X C veya (x, y) g B x C 

(x, y) G (A X C) u  (B X C)

=î. ( A u B ) x C c ( A x C ) u ( B x C )  (15)
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(x, y) £ (A X C) u  (B X C)

==> (x, y) £ (A X C) veya (x, y) £ (B x C)

^  (x £ A ve y £ C) veya (x € B ve y £ C)

^  (x £ A veya x £ B) ve y £ C 

=> x £ A u B ve y £ C = >  (x,y) £ (A u  B) x C 

=> (A X C) u  (B X C) c  (A u  B) X C (16)

(15) ve (16) den (A u  B) x C = (A x B) u  (B x C)

(o) (A n  B) X C = (A X C) n  (B X C)

(x, y) £ (A n  B) X C => x £ (A n  B) ve y £ C

=> x £ A v e  x £ B  ve y £ C

=> (x £ A ve y £ C) ve (x £ B ve y £ C)

=> (x, y) £ A X C ve (x, y) £ B x C 

=> (x, y) £ (A X C) n  (B X C)

=> ( A n B ) x C  = ( A x C ) n ( B x C )  (17)
(x,y) £ (A X C) n  (B X C) => (x,y) (A x C) ve (x,y) £ (B x C)

=î> (x £ A ve y £ C) ve (x £ B ve y £ C)

=> (x £ A ve X £ B) ve y £ C 

=> X £ A n  B ve y £ C => (x, y) (A n  B) x C 

( A x C ) n ( B x C ) c ( A n B ) x C  (18)
(17) ve (18) den istenilen eşitlik bulunur.

2. (a) A n  B = A o  A c  B

=> : A n  B = A olsun. A c  B olduğunu gösterelim. x £ A i s e  x £ A n B  
dir. Dolayısı ile x £ B elde edilir. Bu durumda A c  B dir.

<= : A c  B olsun. A n  B = A olduğunu gösterelim. x £ A o  B alalım. 
Dolayısı ile x £ A dır. Yani A n  B c  A olur.

X £ A alalım. A c  B olduğundan x £ B dir. Dolayısı ile x £ A n  B 
elde edilir. Yani A c  A n  B olur.

A n B c A  ve A c A n B  olduğundan A n  B = A dır.

(b) A u B  = B « A c B

=> ; A u  B = B olsun. A c  B olduğunu gösterelim. x £ A  i s e x £ A u B  
dola3ası ile hipotezden x £ B olur. Yani A c  B dir.

<= ; A c  B olsun. A u  B = B olduğunu gösterelim. x £ A u  B olsun. =>
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X G B dir. A u  B c  B sağlanır.

X G B olsun. Bu durumda x g A u  B olup, B c  A u  B gerçeklenir. 
O halde A u  B = B olur.

(c) => : A A B = 0  olsun. A = B olduğunu gösterelim. Bir an için A B
olduğunu düşünelim. A A B  = ( A \ B ) u ( B \ A ) ; ^ 0  olur. Bu da 
hipotez ile çelişir. Yani A = B dir.

<= : A = B olsun. A A B = 0  olduğunu gösterelim.

A A B  = ( A \ B ) u ( B \ A )  = 0 u 0  = 0

(d) A A B = E «  (A \ B) u  (B \ A) = E (A u  B) \ (A n  B) = E

<=> A n B  = 0  ve A u B  = E 

<=> A‘ = B

olur.

(e) => : A c  B olsun. A*' d  B*' olduğunu gösterelim. x g B* olsun. => x G B

=> hipotezden x g A => x g A* ^  A*’ Z) B‘ .

<= : A‘ z) B‘ olsun. A c  B olduğunu gösterelim.

X G A olsun. => X g A* hipotezden x g B‘ gerçeklenir.

=> X G B elde edilir. Yani A c  B gerçeklenir.

(f) A n B  = 0<=>BcA* ^

^  : A n  B = 0  olsun. B c  A*̂  olduğunu gösterelim.

X  G B olduğunu kabul edelim. A n  B = 0  olduğundan x g A olur. 

=> X G A*̂  yani B c  A*̂  gerçeklenir.

<= : B c  A'' olsun. A n  B = 0  olduğunu gösterelim.

X G B olsun. Hipotezden x g A*̂  yani x g A olur.

Bu durumda A n  B = 0  gerçeklenir.

(g) => ; A c  C ve B c  C olsun. A u  B c  C olduğunu gösterelim.

X G A u  B olsun. Bu durumda x g A veya x g B; x g A ise 

A c  C olduğundan x G C gerçeklenir, yani A u  B c  C olur.

X G B ise B c  C olduğundan x g C olur.

Yani A u  B c  C gerçeklenir.

<= : A u  B c  C olsun. A c  C ve B c  C olduğunu gösterelim.
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X 6 A olsun. Bu durumda x e A u  B dir. Hipotezden x e C olur. 

Yani A c  C dir.

X € B olsun. Bu durumda x e A u  B dir. Hipotezden x e C olur. 

Yani B c  C dir.

(h) C c A  ve C c B  <=> C c A n B

= ^ : C c A  ve C c B  olsun. C c A n B  olduğunu gösterelim. x e C 
olsun. C c A  olduğundan x e A gerçeklenir. C c B  olduğundan 
X G B dir. Bu durumda x g A n  B. Yani C c A n B  olur.

<= : C c  A n  B olsun. C c A  ve C c B  olduğunu gösterelim. x g C ise 
hipotezden x g A n  B dir. Yani x g A ve x g B . Bu durumda 
C c A  ve C c B  gerçeklenir.

(i) A X B = 0  ise A 0  veya B ^ 0  dır. Çünkü A 0  ve B / 0  ise 

A X B 0  olur.

(j) (A \ B)* = (B \ A)‘ <=> A = B

: (A \ B)* = (B \ A)*̂  olsun. A = B olduğunu gösterelim. Bunun için 
de A c  B ve B c  A olduğunu göstermeliyiz.

X  G A olsun. X G (B \ A)*̂

=> X G (A \ B)‘ (hipotezden)

=> X G (A n  B*’)* => X G A‘ u  (B‘)*’ => x g A*' veya x g B

X G A‘ olamaz. Çünkü x G A kabul etmiştik. Bu durumda x g B 
dir. Yani A c  B gerçeklenir.

X G B olsun. => X G (A \ B)‘ => x G (B \ A)* (hipotezden)

=» X G (B n  A‘)* =» X G B* u  (A*)* => x g B*’ u  A 

=> X G B‘ veya x g A

X G B‘ olamaz. Çünkü x g B kabul etmiştik.

Bu durumda x g A dır. Yani B c  A gerçeklenir.

<= : A = B olsun. (A \ B)*̂  = (B \ A)* olduğunu gösterelim.

(A \ B)‘ = (A \ A)‘ = 0 ‘ = E (B \ A)‘ = (B \ B)* = 0 ‘ = E 

==> (A \ B) = (B \ A)‘

(a -  b)̂  > 0 => â  -  2ab + b̂  > 0 ^  a  ̂+ b̂  > 2ab3.

+ M > 2  ^
ab ab
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4. a tek sayı ise n e Z olmak üzere a = 2n -  1 şeklinde yazılabilir. 

a2 -  1 = (2n -  1)2 -  1 = 4n2 -  4n + 1 -  1 = 4 (n  ̂-  n) = 4 n (n -  1) 

n tek ise n -  1 çift sayıdır ve n -  1 = 2p yazılabilir, 

â  -  1 = 4 (2p + 1) . 2p = 8p (2p + 1) => â  -  1, 8 ile bölünür, 

n çift ise n = 2q yazılabilir.

â  -  1 = 4.2q (2q -  1) = 8q (2q -  1) => â  -  1, 8 ile bölünür.

5. O < X  < h olsun. x / O olduğunu kabul edelim. Bu durumda h < x ola­
cak şekilde bir h sayısı bulmak mümkündür. Bu ise 0 < x < h kabulü­
müz ile çelişir. Kabulümüz yanlıştır. Yani x = O dır.

6. Bir an için iddiamızın gerçeklenmediğini kabul edelim. Yani her n e N 
için n < Xq olacak şekilde bir x̂  bulunsun. Bu ise doğal sa5nlar küme­
sinin üsten sınırlı olduğunu gösterir. Halbuki doğal sayılar kümesi üst­
ten sınırlı değildir.

(b) X > 0 olsun. 5. sorudan x > h olacak şekilde bir h sayısı vardır, 

h = — , n sayısı — < h olacak şekilde seçilirse, aynı n sayısı içinn

—  <  X olur, n

n

7. Kabul edelim ki her n doğal sayısı için a < x < a + — olduğunda x a

olsun. Bu durumda a + — < x olacak şekilde bir n doğal sayısı vardır.

Bu ise X < a + -  ̂ olması ile çelişir. Böylece kabulümüz yanlıştır. Yani 
X  = a olmalıdır.

8. a < b eşitsizliğin her iki yanına a sayısını eklersek

a + ba - Ha <a - hb =>2 a <a - Hb a < bulunur.

a < b eşitsizliğin her iki yanına b sa5asını eklersek

a-ı-ba + b < b  + b=>a + b < 2 b < b olur.

â bYukarıdaki eşitsizliklerden a < —;r— < b elde edilir.
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9. X < y olduğundan y -  x > 0

6. sorunun b) şıkkından ^  < y “  ̂ olacak şekilde bir m e N vardır.
mx < n olacak şekilde her zaman bir n doğal sayısının varlığından 
sözedebiliriz.

n 1 nDolayısı ile n -  1 < mx < n  = > --------- < x <  — gerçeklenir.m m
n , 1 n— <x + — < x  + y -  x = y => x <  — <y m m  m

m

olur. Böylece iki reel sayı arasında sonsuz çoklukta reel sayı vardır 
diyebiliriz.

10. X rasyonel, y irrasyonel ise x + y nin irrasyonel olduğunu gösterelim.

Bir an için x + y nin rasyonel olduğunu düşünelim. x + y = — (p, q e Z,

q 0) şeklinde yazabiliriz. x rasyonel olduğundan x = — (s 0) olacak
s

şekilde r, s s Z vardır.
r p P r  s p - q r=> -+ y = ± l  => y =  ̂ ^
s q q s qs (qs ^ 0)

olur ki bu y nin rasyonel sayı olduğunu gösterir. Bu ise hipotez ile 
çelişir. Öyleyse x + y irrasyoneldir.

X rasyonel, y irrasyonel ise -y  sa3usı da irrasyonel olacağından 

X + (-y) = X -  y sayısı da irrasyoneldir.

X rasyonel, y irrasyonel ise x.y sajnsının da irrasyonel olduğunu 
gösterelim.

Bir an için x.y nin rasyonel olduğunu düşünelim. Bu durumda

X . y = — (q 0) olacak şekilde p, q e Z vardır. x rasyonel olduğundan

X = — (s 5̂ 0) olacak şekilde r, s e Z sayıları vardır. Böylece 
S
r P-  y = -s q y =

sp
rq (rq ^ 0)

bulunur. O hâlde bu ise y nin rasyonel olduğunu gösterir. Bu kabulü­
müz ile çelişir. x.y sayısı irrasyonel bir sayıdır.

1\. J2  sayısı irrasyoneldir. J 2 . J 2  = 2 irrasyonel değildir. 

/2 + (- /2) = 0 da irrasyonel değildir.
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12. (a) p(k) doğru olsun. Yani

( 1)1 + 2 + 3 + ... + k = i  (2k + 1)2
O

olsun. 

p(k+l) için

1 + 2 + 3 + ... + k + 1 = |- (2k + 3)2
O

eşitliğinin doğruluğunu gösterelim.

(1) eşitsizliğinin her iki yanına k + 1 sa3nsını ekleyelim.

1 + 2 + 3 + .. + k + k + l =  (2k + 1)2 + k + 1
O

= i  (4k2 + 4k + 1 + 8k + 8)
O

= I  (4k2 + 12k + 9)
O

= -| (2k + 3)2

(b) “Tümevarım metodu gereğince p(n) önermesi her n doğal sayısı 
için doğrudur” diyebilir miyiz?

Ha5nr. Örneğin n = 2 için

Q _ i . k2_ 25 
 ̂ “ 8

olur ki, bu doğru değildir.

13. (a) 1 + 2 + 3 + ... + n = n (n + 1)

1) n = 1 için 1 = ^ 1 2  => 1 = 1 doğru.

2) n = k için doğru olsun. Yani 

1 + 2 + 3 + ... + k = i  k(k + 1)

olduğunu kabul edelim.

3) n = k + 1 için de doğru olacağını, yani

1 + 2 + 3 + ... + (k + 1) = I  (k + 1) (k + 2) 

olacağını gösterelim :

(I)

(II)
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(I) eşitsizliğinin her iki tarafına (k + 1) eklenirse eşitlik bozulmaz.

1 + 2 + 3 + ... + k + k +  l  = i k ( k + l )  + ( k + l )At

= I  (k + 1) (k + 2)

O halde önerme n = k + 1 için de doğrudur. Tümevarım yöntemi 
gereğince önerme her n e N için doğrudur.

(b) l2 + 2̂  + 32 + ... + n̂  = i  n (n + 1) (2n + 1)
D

1) n = 1 için

12 = -| i -2 3 
6

1  = 1

(I)

önerme doğrudur.

2) n = k için önermenin doğru olduğunu, yani

l2 + 2  ̂+ ... + k2 = i  k (k + 1) (2k + 1)
D

olduğunu kabul edelim.

3) n = k + 1 için de önermenin doğru olacağını, yani 

1̂  + 22 + ... + (k + 1)2 = i  (k + 1) (k + 2) (2k + 3)
O

olduğunu gösterelim: (I) eşitliğinde her iki yana (k + l)^ eklenirse 
eşitlik bozulmaz.

l2 + 22 + ... + k2 + (k + 1)2 = i  k (k + 1) (2k + 1) + (k + 1)2

= , ^^|k (2k + l)+ 6(k  + l ) j

= i ( k  + l)(2k2 + 7k + 6)
D

= (k + 1) (k + 2) (2k + 3).
D

(c) l2 + 2̂  + 32 + ... + n2 = 4  (n + 1)2

1) n = 1 için

l2 = i  12.22 => 1 = 1  
4

önerme doğrudur.

2) n = k için önermenin doğruluğunu kabul edelim. Yani
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l3 + 2  ̂+ 3̂  + ... + ^  lç2 (k + 1)2 (I)
4

olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını, yani;

1̂  + 2̂  + ... + (k + 1)3 = T  (k + 1)3 (k + 2)34
olacağını gösterelim:

(I) eşitliğinin her iki yânına (k + 1)3 eklenirse eşitlik bozulmaz.

l3 + 23 + ... + k3 + (k + 1)3 = i  k3 (k + 1)3 + (k + 1)3
4

= (k + i ) 2 | k !± ik + 4

= 4  (k + 1)3 (k + 2)34
(d) 1 + 3 + 5 + ... + (2n -  1) = n̂

1) n = 1 için
1 = 1'^^ 1 = 1 

önerme doğrudur.

2) n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Yani

1 + 3 + 5 + ... + (2k -  1) = k2 (I)

olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını, yani

1 + 3 + 5 + ... + (2k + 1) = (k + 1)3 

eşitliğinin varlığını gösterelim :

(I) eşitliğinin her iki yanına 2k + 1 eklenirse eşitlik bozulmaz. 

1 + 3 + 5 + ... + 2k -  1 + 2k + 1 = k3 + 2k + 1 = (k + 1)3 .

(k) 1 (1!) + 2 (2!) + 3 (3!) + ... + n (n!) = (n + 1)! -  1

1) n = 1 için

1(1!) = 2 ! - 1  =>1  = 1 

önerme doğrudur.

2) n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Yani,

1 (1!) + 2 (2!) + ... + k (k!) = (k + 1)! -  1 (I)

olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını, yani.
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1 (1!) + 2 (2!) + ... + (k + 1) (k + 1)! = (k + 2)! -  1

olduğunu gösterelim. (I) eşitliğinde eşitliğin her iki yanına (k+1) (k+1)! 
eklersek eşitlik bozulmaz.

1 (1!) + 2 (2!) + ... + k (k!) + (k + 1) (k + 1)! = (k + 1)! -  1 + (k + 1) (k + 1)!

= (k + D! [1 + k + 1] -  1 

= (k + D! . (k + 2) -  1 

= (k + 2)! -  1.

(1) a + (a + d) + (a + 2d) + ... + (a + (n-1) d) = ^  [ 2a + (n-1) d ]

1) n = 1 için

a + ( l -  l ) d  = i [ 2a + ( l -  l ) d ]  => a = a
£â

önerme doğrudur.

2) n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim:

a + (a + d) + (a + 2d) + ... + (a + (k-1) d) = |- [2a + (k-1) d ] (I)

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını yani

a + (a + d) + ... + (a + kd) = k + 1 [2a + kd]

olduğunu gösterelim.

(I) eşitliğinin her iki yanına a + kd eklenirse eşitlik bozulmaz, 

a + (a + d) + ... + (a + (k-1) d) + (a + kd) = ^  [2a + (k-1) d] + a + kd 

2ak + k^ d -d k + 2a  + 2kd 2aQc + l) + kd(k+ 1)

k + 1 [2a + kd]

fnl + + . n  ̂  ̂ n (n + l)
1.3 3.5 5.7 ■■■ (2 n -l)(2 n + l)  2(2n + l)

1) n = 1 için

1.2
( 2 - l ) ( 2 + l)  2.(2+1)

önerme doğrudur.

1 ^ 1  
3 3
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2) n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Yani

+ k  ̂ _ k (k + l)
1.3 3.5 (2 k -l)(2 k  + l) 2 (2 k + l)

olsun.

3) n = k + 1 için de önermenin doğru olacağım, yani,

(k + 1)  ̂ _ (k+ l)(k  + 2)
1.3 3.5 (2k + l)(2k + 3)

eşitliğinin doğruluğunu gösterelim.
(k+l)2

2(2k + 3)

(I) eşitliğinin her iki yanına ^%voı— oT sayısı eklenirse eşitlik

bozulmaz.

İ İ  + l ! . +  k  ̂ (k + 1)̂
1.3 3.5 ■■■ (2 k - l ) ( 2 k + l)  (2k + l)(2k  + 3)

k (k + l)  (k+1)^ _ (2k + 3 )k (k + l) + 2 (k + l)2
2 (k + l)  (2k+ l)(2k  + 3) 2 (2k + l)(2k  + 3)
(2k + 3) (2)

 ̂ (k + l)[2k ^ + 3k  + 2k + 2]  ̂ (k + i)(2k + l)(k + 2) . (k+ l)(k  + 2) 
2 (2k + l)(2k  + 3) 2(2k + l)(2k + 3) 2(2k + 3)

l _ a n + ı
(p) 1 + a + a'̂  + ... + a" =

j. — a

1) n = 1 için
1 -  a2

l  + a = V - ^  l  + a = l  + a 1 -  a
önerme doğru

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani
l _ a k + ı

( a ^  1)

1 + a + ... + a*̂  = 1 -  a (I)

olsun.

3) n = k + 1 için de önermenin doğru olacağını, yani,

1 + a + â  + ... +  ̂ ------1 - a
olacağını gösterelim.

(I) eşitliğinin her iki yanına eklenirse eşitlik bozulmaz.

l -a*^ + ı . _k+ı1 + a + â  + ... + a*̂  + 1 - a + a
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l _ a k  + ı+a*''*'^—
1 -  a

1 -  a
14. 1) n = 1 için 

1 + x = H . x ^ (l-x X l + x) ^  ı  + x = l  + x 
l - x  l - x

önerme doğrudur.

2) n = p için önerme doğru olsun, yani

n  ( i+ x 2'‘ ) = i - 2L _
k = 0 ■‘■“ X

olsun.

3) n = p + 1 için önermenin doğnı olacağını, yani

n  ( i+ x 2" ) = i - ^ ^
k = 0 •‘■ - X

olacağım gösterelim.
oP 1

(I) eşitliğinin her iki yanını d + x ) ile çarpalım.

f t (  -
k = 0
p+ 1

n  <
k = 0

A /I 2k.,, , oP+1̂  (1-X '̂ ^ ) , oP+l.n  (1 + X‘̂ Xl + x‘* )=-— ------- (̂1 + X'̂  )
k V n 1 -  X

P+ı

(I)

15. 1) n = 1 için

x2“ 1
l _ x 2  l - x  ı _ x2  

X l + x - 1

önerme doğrudur.

2) n = p için önerme doğru, yani

V = - i — - - J —
k = o i-x 2 '‘ l - x 2 ‘’

olsun.

3) n = p + 1 için önermenin doğru olacağını, yani,

_ 1
k = 0 1 _ x 2*' l ~ x  I_x 2 ‘’ '"̂

(I)



KÜMELER VE SAYILAR 23

,2'
olduğunu gösterelim. (I) eşitliğinin her iki yanına eklenirse

l - x ‘̂

‘ 1______1 _ +  X2'’
"0 l-x 2 “ 1 - *  l-x 2 "  l - x 2 ’’^

1 . - l  + x2^"‘+x2'-x2^"'
1 - *  (l-x 2 "x i-x 2 "‘)

_J,_________l-x^ "
(l-x ^ ‘’)(l-x^ ’’* ’ )

l - x  ı_ ^ 2-*>

16. 1) n = 1 için 
1

=  1 -
1 1

(1+D! (1+D! 2 2

önerme doğrudur.

2) n = p için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Yani

1P If
S = 1 -keı(k+D! (p+D! 

olsun.

3) n = p + 1 için önermenin doğru olacağını, yani

(I)

P+ 1 1, 1

ktıO ı+l)! (p+2)! eşitliğinin varlığını gösterelim.

(I) eşitliğinin her iki yanına ^p^2)f ekleyelim.

I ; + , £ ± 4  = 1 _
k“ ı(k+D! (p + 2)! (p+D! (p + 2)!

p+2p + 1 t
S  ^

I P + 1 ^ 1 , - P - 2  + P +  1 
kt'ı(k+D! * (p+2)(p+D! (p+2)! (p+2)!

=  1 _ .

=  1 - (p+2)!

17. Her n doğal sayısı için 

1 _ ^  ( - l ) ” -̂ ^2n
2  - =  S

p = n f l P  m = l  m  

olduğunu gösteriniz.
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1) n = 1 için 
1 2 (-!)■"+1 1 1 1 ^ 1  

J t ı  m " 1  2 "  2 “ 2

önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani,
2k
2

p = k + l P  m = l  ^

olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağım, yani
2k + 2 2k + 2 1) '^ ^

p = k " + 2 P  m = l  ^

olacağını gösterelim. (I) eşitliğinin her iki yanına ^

(I)

sayısını ekleyelim.

^ 1 1  1 1  ̂ ^  , 1 , 1
p = k + ı P  2 k + l  2k + 2 k + 1  m

Ş, 1 1
p = k + 2P m=ı 2 k + l  2k + 2

2 k + l  2k + 2 k + 1

1
2 k + l  2k + 2 k + 1

^ (— (— ]̂ )2c + l + l (_y3c + 2+l 2k + 2 1
m = 1 2 k +  1 m

(I)

18. 1) n = 1 için

l - p > 1 - p  

olur. Önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani,

(1 -  p)*̂  > 1 -  kp 

olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını, yani

(l-p)*^^!^ 1 -  ( k+ l ) p  

olacağını gösterelim.

(I) eşitsizliğinin her iki yanını ( 1 - p )  ile çarparsak

(1 -  p)'' (1 -  p) > (1 -  kp) ( 1 - p )  => (1 -  p)*""̂  ̂> 1 -  p -  kp + kp2

= 1 -  p (1 + k) + kp  ̂> 1 -  (k + 1) p.
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19. Her n e N ve a„ > O için

(1 + a^) (1 + 02) ... (1 + a„) > 1 + (a j + a^ + ... + a„) 

olduğunu gösteriniz.

1) n = 1 için

1 + > 1 + önerme doğrudur.

2) n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim.

(1 + a^) (1 + ttg)... (1 + a^) > 1 + (a  ̂ + ocg + ... + a^) (I)

olsun.

3) n = k + 1 için de önermenin doğru olacağım gösterelim.

(I) eşitliğinin her iki yanını (1 + ile çarpalım.

(1 + a^) (1 + ttg)... (1 + a^) (1 + a^+ı) > [1 + (a  ̂+ ... + a,j) ] (1 + a^+ı)

=  1  +  ( a ^  +  « 2  +  — +  “ k)  “ k + ı +  “ k + ı ( “ 1  +  —  +  “ k )

= 1 + (a  ̂ + tt2 + ... + a,̂  + (a j + ... + a^)

> 1 + (a  ̂ + tt2 + ... +

20. 19. soruya benzer şekilde çözülür.

21. (a) (2n)! < 22" (n!)2

1) n = 1 için

2! < 22 (1!)2 => 2 < 4 

önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun.

(2k)! < 22*̂  (k!)2

3) n = k + 1 için de önermenin doğru olacağını, yani
(2k + 2)! < 22''+2 [ (k+D! ]2 

olacağını gösterelim.

(I) eşitsizliğinin her iki yanını (2k + 1) (2k + 2) ile çarpalım.

(2k)! . (2k + 1) (2k + 2) < 22'̂  (k!)2 (2k + 1) (2k + 2)

< 221̂  (k!)2 (2k + 2) (2k + 2)

= 22’̂ . 2 . 2  (k!)2 (k + 1)2 
= 22‘‘+2 0̂ 1 

= 221̂ +2 [(k+ l)!]2

(I)
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,------------------  a , + a ,+  ... + a„
"/aı-aî-as-an ^ -- ------r--------

eşitsizliğinde aĵ  = k (k = 1, 2, n) alınırsa

n(n+ 1)
V1.2.3..J1 <  ̂+ + = ----- 2-----  ^

V S ! < ^  n !< (-îi| -i)" elde edilir.

(c) 3" > n 2"

1) n = 1 için

3 > 2 önerme doğrudur.

2) n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Yani,

3*̂  > k2‘‘ (I)

olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını, yani

3’̂ +̂  > (k + 1)2*̂ +̂

eşitsizliğinin gerçeklendiğini gösterelim.

(I) eşitsizliğini her iki yanını 3 ile çarpalım.
3k+ı > 3jj2k

bulunur.

Şimdi, 3k.2*‘ -  (k + 1) 2*̂ ^̂  farkını inceleyelim, k > 2 için 

3k.2*‘ -  (k + 1) 2’“̂  ̂= 2*̂  (3k -  2k -  2) = 2*' (k -  2) > 0 

olduğundan 3k 2*̂  > (k + 1) 2'̂ '̂  ̂ dır.

Dolayısıyla (H) dan 3'̂ '̂  ̂> (k + 1) 2’''̂  ̂ olur.

(d) 2! . 4! ... (2n)! > [ (n+D! ]"

1) n = 1 için

2! > 2! önerme doğrudur.

2) n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Yani,

2! . 4! ... (2k)! > [ (k+1)! ]*̂  (I)

olsun.

(II)
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3) n = k + 1 için önermenin doğru, yani 

2! . 4! ... (2k + 2)! > [ (k+2)!

olacağını gösterelim. (I) eşitsizliğinin her iki yanını (2k + 2)! ile 
çarpalım.

2! . 4! ... (2k)! (2k + 2)! > [ (k + 1)! . (2k + 2)!

= [ (k+D! (2k + 2) (2k + 1 ) ........ (k + 2) (k + 1)!

> [ (k+D! Qc + 2)(k + 2)...(k + 2) .(k + 1)1
k + 1 tane

= [ (k+D! ]*' (k + D! (k + 2)'‘+ı = [ (k + 1)! (k + 2)'̂ ^̂

= [ (k + D! (k + 2) = [ (k + 2)!

22. 1) n = 2 için

32 + 42^52  => 25 <25

önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani,
3k + 4k < gk

olsun.

3) n = k + 1 önermenin doğru olacağını gösterelim. Yani
3k+ı  ̂^k+ı < gk+ı olacağını gösterelim.

(I) eşitsizliğinin her iki yanını 5 ile çarpalım :

3*̂  5 + 4'' 5 < 5

3*̂  3 + 4'' 4 < 3*̂  5 + 4*̂  5 < 5*̂  5 3''̂  ̂+ 4*̂ +̂  < 5'̂ '̂ ^

gerçeklenir.

(D

23. (a) 1) n = 1 için n (2n + 1) (7n + 1) = 1.3.8 = 24 olup 6 ile bölünür. 

O halde önerme n = 1 için doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani k (2k + 1) (7k + 1) sayısı 

6 ile bölünsün. Buna göre

k (2k + 1) (7k + 1) = 6p 

olacak şekilde p tamsayısı vardır.
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3) n = k + 1 için doğru olduğunu gösterelim. Bunun için 

(k + 1) (2k + 3) (7k + 8) 

sayısının 6 ile bölünebildiğini gösterelim.

(k + 1) (2k + 3) (7k + 8) = 14k  ̂ + Slk^ + 61k + 24

= (14k3 + 9k2 + k) + (42k^ + 60k + 24)

= 6p + 6 (7k̂  + lOk + 4) = 6q (q e Z) 

olduğundan 6 ile bölünür.

(b) — 4̂ "'̂  ̂ sayısının 1 1  ile bölünebileceğini gösteriniz.

1 ) n = 1  için
31+3 _  44+2  ̂34 _  4090  ̂_ 4015 = n .(-3 6 5 ) 

olduğundan önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani

gk+a _ 44k+2 _ 1 1  p olacak şekilde bir p tam sayısı var olsun.

3) n = k + 1 önermesinin doğru olacağını yani 3*̂ '̂  -  4 ’̂̂ '̂ ® 
sa3asmın 1 1  ile bölünebildiğini gösterelim.
0k+4 _  44k+6  ̂ 3k+3 3 _  44 (44k+2)  ̂3 (3k+3 _  44k+2) _  253.4^*"''2

= 3 (3*̂ ^̂  -  _  i i .234^''+2 ^ 3 H p  _  n.23.4^ '‘ 2̂

= 11 (3p -  23.4̂ *̂ -"2) ^ 11 q (q g 2 )

Önerme her n e N için doğrudur.

(d) 1 ) n = 1  için

3.5 -̂  ̂ + 2̂ -  ̂= 15 + 2 = 17 

olduğundan önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani, p bir tamsayı olmak üzere

3.5̂ *̂ “  ̂ + = 17p olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını, yani

3.5^’̂ '̂  ̂ + 2̂ ’̂ '*'̂  sayısının 17 ile bölünebileceğini gösterelim.

3  52k+ı 23k+ı =  5̂  + 2̂

= 3.5̂ *̂ -̂  (17 + 8) + 8.2^ -̂^
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= 17.3.52>'-U8(3.52*'-i +23‘̂ -2)
17p

= 1 7  (8p  + 3 .52 *̂ -̂ ) 

= 17q  , q e  Z

olur. Önerme her n e N için doğrudur.

i  3W 2 4W 3 5 
2 ' 2/\3 ' 3 / U  ' 4

olur.

olur. Önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun.

1 \ _ (k + 1)H)H 1 -
2k

3) n = k + 1 için önermenin doğruluğunu gösterelim.

Yani

(I) eşitliğini

1 - -

(k + l)2
k + 2 

2 (k +  1)
sağlanır mı?

(k + l)2

X
k2

ile çarparsak

fi 1 k + 1 fi 1
( k + l ) 2 2k ( k + l ) 2

k + 1 ( k + 1 ) 2 - 1 (k + l) .k (k  + 2) k + 2
2k ( k + l ) 2 2 k ( k + l ) 2  2 ( k + l )

(I)

25. Bir elemanlı alt kümelerin sayısı
1 ’

iki elemanlı alt kümelerin sayısı ( g ),

n elemanlı alt kümelerin sayısı I  ̂j dir.
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Buna göre n elemanlı bir kümenin alt kümelerinin sayısı 

olur. Ayrıca

(a + b)"=  Ş  | " Ja " - ‘‘b‘'

binom formülünde a = b = 1 alınırsa

2"

bulunur.

26. 1) n = 0 için

(1 + p)°  ̂ 1 + O.p + Op̂  =>1 = 1 önerme doğrudur. 

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani,

(1 + p)'‘ > 1 + kp + p^
A

(I)

3) n = k + 1 için önermenin doğruluğunu gösterelim. (I) eşitsizliğinin 
her iki yanı 1 + p ile çarpılırsa

(1 + 1 + kp + p2 + p + kp2 + p3
A A

k 2 - k  + 2k= 1 + (k + 1) p + p̂

> ı  + (k + i)p  + M ^  p2

, k d c - 1) 3 
2 ^

bulunur.

27. 1) n = 0 için

1 < 1 önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru, yani

( l - p ) > ' < l - k p  + M ^ p 2

olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru, yani

(1 -  p)*‘‘̂  ̂< 1 -  (k + 1) p + p̂  olduğunu gösterelim.
A

(I)
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(I) eşitliğinin her iki yanını (1 -  p) ile çarpalım. 

(1 -  -  p) (1 -  k p + p2)

= l _ k p  + M ^ p 2 _ p  + k p 2 _ k ^ p 3  
A

2 k= -̂k + 2k= l - ( k + l ) p  + p2

< l _ ( k + l ) p  + k ^ p 2

k ( k - 1) 3 
2 ^

28. 1) n = 2 için

(1 + p)2 > 1 + 2p + I  p2 => (1 + p)2 > (1 + p)2

önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru, yani

(1 + p)'̂  > 1 + kp + ^  p2

olsun.

3) n = k + 1 için önermenin doğru, yani

(1 + > 1 + (k + 1) p + (k + 1)2 2̂

(I)

olacağını gösterelim.

(I) eşitliğinin her iki yanını (1 + p) ile çarpalım.

(1 + p) (1 + p)'‘ > (1 + p) (1 + kp + ^  p2)

( l  + p)'‘" i >  l  + kp + Ç p 2  + p + kp2 + ^ p 3

= 1 + (k + 1) p + k2+4k

olur. 2k > 1 olduğundan

k̂  + 4k = k̂  + 2k + 2k > k̂  + 2k + 1 = (k + 1)2 dır. Dolayısıyla

(1 + p)'‘^ı> l  + (k + l ) p  + 0c+ 1)2 ^2 k2 3
P  +  T  P

> l  + ( k + l ) p  + â L ^ p 2
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29. Binom açılımından

yazılabilir. (1 + x)" (1 + x)“ çarpımında x" in katsa)nsı

S)(::)^(î)(n^)^(2 )(n-2) - - ( : ) (S >  «mr.

2ci

açılımında x” in katsayısı dir. O halde

olur. Diğer taraftan

(s)=(::)' ( : ) = ( „ - ı ) .....
olduğundan

:: = s

elde edilir.

30. ( l  + x r "  =2n /2n\^/2n x + 2n x^+ ...+ 2n x“+ 2nI ' I 1̂  ■ 1 1-̂  ■ 'I  1̂  ■ I +(^^1Oj \ l j  \ 2 j  .......\n/'‘ \n+l/^ -  \2n)

(1 -  r f "  = ( ^ )  -  ( ^ ) x - .  (^ )x * -+ .. .-H - l)« (^ )x "

2n

İ2n ,2n

(1 + x)^" (1 -  x)^" çarpımında x^" in katsayısı

Î ) ( ^ ) - ( Î ) ( 2„ "^ l ) - - - ( S ) ( o
olur. Diğer taraftan 

( l -x 2 )2 "  = [^ )-| 2n j^ 2+  +

+ ( - i r ' ( n ^ l l x 2 " " 2 + 4n

olur. x^" in katsayılarını karşılaştırırsak
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2nW2n 
O /^2n

bulunur.

/2n\_/ 2n \ /2n\_/2n
i l  j " l 2 n - l j ..... I2nj = l 0

olduğundan

2n 
0

elde edilir.

+ -...+ = (- D" 2n

PRO BLEM LER

1. A c R v e B c R  olsun. A ile B nin noktasal toplamı

A + B = {x  + y ;  x e  A ve y s B }  şeklinde tanımlanır.

(a) [1, 3] + [5, 6], (a -  p, a + p) + (b -  q, b + q) ve (-< 
kümelerini bulunuz.

(b) [-1, 0] + [0, 1] = [-1, 0] u  [0, 2] olduğunu gösteriniz.

(c) Daima A + B = A u  B yazılabilir mi?

Daima (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) yazılabilir mi?

2. a, b herhangi iki reel sayı olsım.

maks la, b} = (a + b + I a -  b I )
A

min (a, bl = ^ (a + b -  I a -  b I ) 

eşitliklerinin doğruluğunu gösteriniz.

3. a, b, c, d reel sayılar ve [a, b] n  [c, d] 0  olsun.

[a, b] n  [c, d] =
+ c + | a -c !  b + d -| b -d |

[a, b] u  [c, d] = 

olduğunu gösteriniz.

2 '  2 

a + c-|a--c| b + d+|b-d|
2

5) + (7, +oo)
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4. Herhangi bir C kümesi için

inf C < ^  C < lim C < sup C 

olduğunu gösteriniz.

5. A, B c R v e C  = { a  + b : a £ A v e b € B )  olsun.

Aşağıdaki önermelerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) A ve B supremuma sahip ise C de sahiptir 

ve sup C = sup A + sup B dir. Gösteriniz.

(b) A ve B bir infîmuma sahipse C de sahiptir ve

infC = infA + infB 

olacağım gösteriniz.

6. A, B c  R olsun. A nın her bir a elemanı ve B nin her bir b elemanı 
için a < b oluyorsa bu takdirde A bir supremuma, B minimuma sahip­
tir ve

sup A < inf B 

dir. Gösteriniz.

7. Aşağıdaki (a )̂ eşitsizliklerin herbirinin çözümü bir (bj) eşitsizliğidir. 
Hangi (a|j) eşitsizliğine hangi (bj) eşitsizliğinin karşılık geldiğini bu-
lunuz.

(aj) 1x1 < 3 (bı) 4 < X < 6

(ag) l x -  11 <3 (bg) -3  < X < 3

(ag) 13 -  2x1 <1 (bs) X > 3 veya x < -1

(34) 11 + 2x1 >1 (b4) X > 2

(ag) l x -  11 > 2 (bg) -2  < X < 4

(ag) lx + 2l >5 (be) - / s  < X < -1  veya 1  ̂x < /S

(â ) 15+ x“M <1 (b̂ ) X < -7  veya x > 3

(as) l x -  51 < lx + 11 (bg) 1 < X < 2

(ag) 1x2-21 < 1 (bg) 4 < — 1
(aıo) X < x2 -  12 < 4x (bıo) X > 0 veya x < -1
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(d) 1 ^ 1  = 2

8. Aşağıdaki denklemlerin çözüm kümesini bulunuz.

(a) |3xj = 2|x| . g

(b) j5xj = |xj (e) jx2-3x| = -2

(c) |3x| = 3|xj (f) | x + jx + l  + |x + 2 = - 3

9. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz, (a) ve (b) deki eşitsizlik­
lerden yararlanarak benzer bir eşitsizliği |nxj için yazınız ve ispat­
layınız.

(a) İ2xj = jx| + | x + i

(b) j3xj = jx l + |x + i|  + |x + |

ÇÖZUAAL£R

1. (a) [1, 3] + [5, 6] = [6, 9],

(a -  p, a + p) + (b -  q, b + q) = (a + b -  p + q), a + b + (p + q) )

(b) [-1, 0] + [0, 1] = [-1 + 0, 0 + 1] = [-1, 1]

(c) Daima A + B = A u  B yazılamaz. (Örnek a seçeneği)

2. a < b olsun => maks la, b| = b (1)

olur.

i ( a  + b +  la -  bl )=  i ( a  + b + ( b - a ) )  = i . 2 b  = b (2)
A M

(1) ve (2) den maks |a, b) = ^ (a + b + I a -  b I ) dır.A

a < b için min |a, bl = a (3)

olur.

| (a  + b -  l a - b l  ) = | (a  + b - ( b - a ) )  = | (2a) = 0 (4)

(3) ve (4) ten min la, b] = ^ (a + b -  I a -  b I ) bulunur, 

a > b için de aynı eşitlik gerçeklenir.



36 KÜMELER VE SAYILAR

3. [a, b] n  [c, d] 0  olduğundan

1) a < c  , c < b  ve b < d  olabilir.

2) a < c  , c < b  ve d < b olabilir.

3) c < a  , a < d  ve b < d olabilir.

4) c < a  , a < d  ve d < b olabilir.

1) a < c , c < b ve b < d ise

[a, b] n  [c, d] = [c, b]

a+c + |a-c| b + d-|b-d| a + c - a+ c b+d + b - d l
2 ’ 2 2 2

2) a < c , c < b ve d < b ise

>, b] n  [c, d] = [c, d]

a + c+|a-c| b+d-|b-d| a + c + a - c b + d - b + d l
2 ’ 2 2 2

3) c < a , a < d v e b < d

'a, b] n  [c, d] = [a, b]

a + c + |a-c| b + d-|b-d| a+ c + a - c b + d + b - d l
2 ’ 2 2 2

4) c < a  , a < d  ve d < b

[a, b] n  [c, d] = [a, d]

a + c + |a-c| b+d-|b-d| a + c + a - c b + d - b + d l
2 ’ 2 2 2

[c.b]

:[c,d]

= [a,b]

[a,d]

4. inf C < ^  C olduğunu gösterelim.

Kabul edelim ki inf C < İm C olmasın. Bu durumda İm  C < inf C dir. 
lim C nin bir yığılma noktası olduğunu biliyoruz. Öyleyse ^  C 
sayısının her 5 > 0 komşuluğunda C cümlesinin İm  C den farklı en 
az bir x elemanı vardır.

inf C > lim C inf C — lim C > 0

_ inf C - l im C  5 = -------  —  > 0 seçelim.
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I in fC -lim C
X -  hmC < -------„ — —

inf C -lim C  ^ inf C -lim C
^  — ------ —= = — < X -  hmC < -------  — —

, ^ inf C -  limC inf C -  limC , „
İm C --------- — — < X < -------- ;—=  V lımC

Bu durumda x < inf C dir. Yani C nin elemanı inf C’den küçük elde 
edilir. Bu ise çelişkidir. Böylece i n f C < l m C  (1) elde edilir.

lim C < sup C olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki Hm C < sup C ol­
masın. Bu durumda sup < limC dir. limC bir yığılma noktası olduğun­
dan lim C nin her 5 > 0 komşuluğunda C cümlesinin en az bir x ele­
manı vardır, öyle ki x lim C den farklıdır.

lim C > sup C => lim C — sup C > 0

o. limC -  supC rs 1=> o = --------— î— > 0 seçersek

I r—^1 lim C-supC IX -  lımC I < ------ 2— ~—

p— limC-supC r— limC-supC hmC--------- --— —  < X < HmC + ---------— —

Buradan x > sup C elde edilir. Bu ise çelişkidir. Yani limC < sup C (2) 
olmalıdır.

Son olarak İm C < limC (3) olduğu açıktır.

(1), (2) ve (3) den inf C < ^  C < lim C < sup C 

elde edilir.

(a) A supremuma sahip olduğundan Va e A için a < sup A

B supremuma sahip olduğundan Vb e B için b < sup B dir. 

=> a + b < sup A + sup B (1) 

eşitliği gerçeklenir.

Ve > 0 için 3a £ A ,sup A < a +

3b 6 B ,sup B < b -H ^

=> sup A + sup B < a + b + e
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e keyfî olduğundan

sup A + sup B < a + b (2)

(1) ve (2) den

sup A + sup B = sup C

6. A bir supremuma sahip ise Va e A için a  ̂sup A 

B bir infîmuma sahip ise Vb e B için b > inf B

V ae A için a < b  olduğundan b>  sup A olacaktır, inf B cümleye dahil 
olduğundan (B bir minumuma sahipti) B nin elemanlarının en küçük 
olanı inf B’ye eşit olup dolayısıyla,

inf B > sup A olur.

7. (aj) 1x 1 < 3

1x 1 < 3  =» - 3 < x < 3  (bg)

(ag) lx -  II < 3

l x - l l  < 3  => - 3 < x - l < 3  - 2 < x < 4  (bg)

(ag) 13-  2x 1 < 1

l3 - 2x l < l = > - l < 3 - 2x < l  

=> - 4  < - 2x < - 2  

1 < X < 2 (bg)

(a4> 11 + 2x 1 >1

l l  + 2x l > l  l  + 2x >  1 veya 1 + 2x < - 1  

l  + 2x ^ l  => 2x > 0  => x > 0  

veya

1 + 2x < - 1  => 2x < - 2  => X  < - 1  ^  X > 0 veya x < - 1  (b̂ o) 

(ag) IX -  1 1 > 2

l x - l l  > 2  x - l > 2  veya x -  1 < - 2

=» X > 3 veya x < - 1  (bg)
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(ag) IX + 2 1 > 5

Ix + 2 İ S 5  => x + 2 > 5  veya x + 2 < -5  

x + 2 > 5  => x>  3 

veya

x + 2 < - 5  => x 5 - 7  (b,)

(ay) IX -  51 < IX + 1 1 

l x - 5 l  -  l x + l l  < 0

1. X < - 1  ise

-X + 5 + (x + 1) < 0 

6 < 0  

Çı = 0

2. - 1  < X < 5 ise 

-X + 5 -  (x + 1) < 0 

-2x  + 4 < 0 

X > 2

Ça = (2, 5)

3. X > 5 ise

x - 5  -  ( x + l ) < 0  => - 6 < 0  

=> Ç3 = [5, «)

^  Ç = Çj Ç2 u  Ç3 = (2, 00) (b̂ )

(a«) 5 + -

5 + -

<1

< 1  => - 1 < 5  + - < 1
X

X > 0 ise 

-X < 5x + 1 < X 

-X < 5x + 1 ve 

-1  < 6x

- i < x6

X < 0 ise

5x + 1 < X 

4x < -1

Çı = 0
-X > 5x + 1 > X

-X > 5x + 1 ve 5x + 1 > X

- 1  > 6x ve 4x > -1

-■^ >x  ve x > - i  
6 4
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ç - H ' - ı :

Ç = Ç ı u Ç 2  = ( - i - | )  İh,)

(ag)|x2-2|< 1

|x2-2|< 1 => - 1 < x2 - 2 < 1

- 1  < -  2 ve x̂  -  2 < 1

=> 1 < x̂  ve x̂  < 3

Çı = [1 , °o) u  ( ^ , - 1 ] ve Ç2 = [-/ 3 ,v/3]

Ç = Çl o  Ç2 = [ - y/3, -  l] LJ [l,/3 ] (bg)

(aın) X  < x̂  -  12 < 4x

X < x̂  -  12 < 4x => X < x̂  -  12 ve x̂  -  12 < 4x

=> x̂  -  X -  12 > 0 ve x̂  -  4x -  12 < 0

0 -3 4 0 -2 6
x^-x-12

--------- 1—
+ 0 -

1
0 + x^-4x-12

1
+ 0 1 -

1
0 +__ 1______

Çj = ( ^ ,  -3 ) u  (4, 00), Ç2 = (-2, 6) 

Ç = Çi o Ç2 = (4,6) (bı)

8. (a), (b) ve (c) benzer çözümlere sahip olduğundan (c) yi çözüp (a) ve (b)
yi bir alıştırma olarak okuyucuya bırakıyoruz.

(c) İ3x[ = 3|xj

x = [x| + t 0 < x < l

3x = 3 jxj + 3t 0 < 3t < 3

[3X1:

13x1̂

3lx| , 0 < 3 t < l  
3jxj  + 1 , 1< 3t<2 
3|xj + 2 , 2< 3t<3

, 0 < t < |3h
31x1 + 1 , | < t < |  

3|x| + 2 , f  < t < l
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O < t < ^ olsun.ö
I3xl = lxl 3[xl  = 3jx|

elde edilir. Buna göre kesir kısmı 0, j  aralığında olan her sayı eşitliği

sağlar. Yani m bir tam sayı olmak üzere

 ̂ 1' m ,m  + ■

tipindeki aralıklar denklemi sağlar.

Çı= u
m e  Z

5 - " l

m ,m +  -

|3xl = 3[x| + 1 = > 0 = 1

Bu ise mümkün değildir. €3 = 0  dir.

^ < t < 1  ise
o

j3x| = 3|x| + 2 = > 0  = 2 

Bu ise mümkün değildir. Çg = 0  olur.

Ç -  Çl U 02 U Çg -  U
meZ

mj,m+ —

d) 1 ^ 1  = 2I 3 I
l x -  İl = 2 2 < ^ ^ 4 <  3

6 < X -  1 < 9

7 < X < 10 => Ç = [7, 10)

e) c2-3 x = - 2

-  3x = - 2  => -2  < X - 3 x  < -1

=> - 2  < x̂  -  3x ve x̂  -  3x < -  1 

=> x̂  -  3x + 2 > 0 ve x̂  -  3x + 1 < 0

X j = 1, Xg = 2 , Xg =
3 - 7 5 X. = 3 + v^
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0 1 2 X

3 - / 5
2

3 + /5 
2

x^-3x+2
1

+ 01 -
1
9

1
+ 0_________L ___

1
0 +________ 1_________

Çl = (-00, 1] U [2, - )  , Ç2 =

Ç = Çı n  Ç2 =

3 - / 5  3+y/5
2 ’  2

U ,  3+/5 ]
2 2

f) |x+jx + l + lx + 2||| = - 3

|x + jx+l+|x + 2||| = |x+lx+ll + j x + 2|j 

= |x+2| + [x+ l| + [x|

= |x| + 2+!x| + ı  + |x|

= 31x| + 3

=> 3 jx| + 3 = —3 3|xj = —6 => jx j = —2 => —2 < x <  —1

9. (a) |2x| = lx| + |x+

O < t < 1 olmak üzere

x = |x| + t=> 2x = 2 jx j + 2t => |2x| =
2lx|, 0 < t < |

2|x| + l, i < t < l

0 < t < i  ise i  < t + i  < 1 => |t+-^j = O dır. Problem 8. (c) den

|xl + [x + || = jx j + |jx| + t+ | l = |x| + |x| + |t+|| = 21x| = j2x]

i < t < l  ise l < t  + i < ^  olur. Problem 8. (c) den

|x| + |x+i| = |x| + ||xl + t+|| = lxî + [xj + |t+|| = 2|xl+l=|2x|

bulunur.

(b) İ3x| = |xj + jx + | j + jx + | j 

x = jx| + t 0 < t <  1
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|3x| =

3|x[ , 0 < t < i

3|xl + l ,  | < t < |  

3Îx| + 2 , | < t < l

0 < t < i  ise ^ < t  + | < |  ve | < t  + | < l  dir.

|| = Ix| + |ixi + t + | |  + | | x i+ t + | |

=  lx i  + |x|+ | t+ | j  + Ix l  + j t + | !

P I +  x + -  + x +

- 3 | x| = |3x 1

1 , ,  2 -  2 - ,  1 , 2 4 .- < t < -  ise 3 ^ t + 3 < l ,  l ^ t  + 3 < -

!xl + |x+|l + jx+|| = |xî + |jxj + t+ | l + |ixj + t+ |

= lx| + |x| + |t+-|| + |x| + |t+|j

= 3 l x l + l = | 3 x l
9  1 4  4  9  S
- < t < l  ise l < t + 3 < - ,  3 <t  + 3 < 3

lxl + |x+-|H x+||=jxi + |ixi+t+-11 + 11x1 + 1+11

= lx! + ixi + |t+-|| + ixj + |t+|| 

= 3jx| + l + l  = 3[x| + 2 = |3x| 

lnxl = !xj + |x+i| + lx+|| + |x+f| + ...+ | x + ^ |

nlx| 

nlx| + 1

, 0 < t < -  
n

n n

n|xj + n - l ,  — ^ < t < l

O < t < — ise n

= lx| + ||x| + t+-^| + ...+|!xi + t+-ü^n -  1
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- l ’̂ l + lxl + |t+^j + ...+|x| + jt+

= n[x| = [nxl 

— < t < — ise

n -  1

= 1x1 + ||xi + 1+ :̂ | + ...+ |ix]+ 1+ ^ ^ 1  

=1x1+1x1+|t+-^1+1x1+| t + f  I + - + 1 x 1 + |t+^ 1

= n lx| + 1

n -  1 < t < 1 ise

||xl + ||x + ^ l + ...+ jx + ^ î^ l

= I^l + 1x1+| t + + jx i + | t + i j + .. .+ |xi + [t+

= n 1x1 + 1 + 1... + 1 

= n|xl + n — 1 

= lnxl

BÖLÜM PRO BLEM LERİ

1. Aşağıdaki bağıntıların doğruluğunu gösteriniz.

(a) 1.2.3 + 2.3.4 + ... + n (n+1) (n+2) = 4  n(n+l) (n+2) (n+3)4

(b) 1.2.3.4 + 2.3.4.5 +...+ n(n+l) (n+2) (n+3) = n(n+l) (n+2) (n+3) (n+4)5

2. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) n! > n"̂ 2 > 2) (b) n! > 2"-^ , (n > 1)

(c) n"^ı > (n + D" (n > 3)
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3. p > 1 ve a, b e R için

la + b|P<2P( la|P + lb|P) 

olduğunu göstemiz.

4. a > 0, b > 0 ve n > 2 için

Va + b < "/a + Vb 

olduğunu gösteriniz.

5. Her n € N için 6 I n(n  ̂-  1) olduğunu gösteriniz.

6. Her n g N için 35 I 3®" -  2®” olduğunu gösteriniz.

7. n G N için n̂  + n + 41 sayısı asal mıdır?

8. 2P -  1 sayısının p = 2, 3, 5, 7 asal sayılan için asal olacağını gösteriniz, 
“p asal ise 2P -  1 asaldır” önermesi doğru mudur?

9. v/3 +/2 sa3nsının irrasyonel olduğunu gösteriniz.

10. X rasyonel olduğunda x + /2 sayısının irrasyonel olacağını gösteriniz.

11. Herhangi iki rasyonel sayı arasında en az bir rasyonel sayısının varola­
cağını gösteriniz.

12. Aşağıdaki eşitsizliklerin çözüm kümelerini bulunuz.

(a) I x̂  -  7x + 6 1 > x̂  -  7x + 6

(b) 13x-51 -  12x + 3 1 > 0

(c) I x̂  -  5x I > I x  ̂I -  15x I

13. |x+|x+ l  + |x-(-2 + |...-t-|x + n||...|jj = 0

denkleminin bir köke sahip olması için n ne olmalıdır? 

n = 6 için denklemi çözünüz.
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ÇÖZÜMLER

(a) 1.2.3 + 2.3.4 + ... + n(n + 1) (n + 2) = 4  n(n + 1) (n + 2) (n + 3)4

n = l  için 1.2.3 = ^  1.2.3.4 => 6 = 6

olur. O halde eşitlik n = 1 için doğrudur.

Eşitlik n = k için doğru olsun. Bu takdirde

1.2.3 + 2.3.4 + ... + k(k+l) (k+2) = 4  k(k+l) (k+2) (k+3) (I)4
eşitliği doğrudur.

Eşitliğin n = k + 1 için doğru olacağını gösterelim. Bunun için

1.2.3 + 2.3.4 + ... + (k+1) (k+2) (k+3) = 4  (k+1) (k+2) (k+3) (k+4) (II)4
eşitliğin varlığını göstermek yeterdir.

(I) eşitliğinin her iki yanına (k+1) (k+2) (k+3) ifadesi eklenirse

1.2.3 + 2.3.4 + ... + k(k+l) (k+2) + (k+1) (k+2) (k+3)

= 4  k(k+l) (k+2) (k+3) + (k+1) (k+2) (k+3)4

1.2.3 + 2.3.4 + ... + (k+1) (k+2) (k+3) = (k+1) (k+2) (k+3) ( 4  k+1)4
= 4  (k+1) (k+2) (k+3) (k+4)4

bulunur ki bu da (II) ifadesidir.

1. (b) ispat (a) şıkkındaki gibi yapılır.

2. (a) n! > n*̂  ̂ (n > 1)

Bu eşitsizliğin doğruluğu tümevarımla gösterilebilir. Fakat biz başka 
bir yoldan ispatlamaya çalışacağız.

(n!)  ̂ = 1̂  . 2̂  . 3^ ....... n̂  = [l.n]. [2(n-l)] ... [r(n-r+l)]... [n.l] yazılabi­
lir. Burada r, 1 < r < n bağıntısını sağlayan bir doğal sayıdır, (r-1) 
(r-n) < 0 olduğundan r(n-r+l) > n dir. Bu eşitsizlikte r = i . 2, ..., n ya­
zılırsa

l.n  = n, 2 .(n -l) > n , ... r (n-r+1) > n , ... n .l = n 

bulunur. Buna göre 

(n!)  ̂> n.n ... n = n" 

dir. Buradan
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n! >

eşitsizliği elde edilir.

b) n! >

1) 1! >  2 ^-^ = > 1  =  1

olacağından önerme n = 1 için doğrudur.

2) n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Yani

k! > 2*̂ -1 (I)

3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını, yani 

(k + D! > 2*̂

olduğunu gösterelim. (I) eşitsizliğini (k + 1) ile çarpalım.

(k + D! = kl.(k+l) > 2*̂ -1 (k+1) > 2*̂ -̂  2 = 2*̂

 ̂ . ,̂ n n n-ı n ( n - l )  n-2 n(n-  l)(n -  2)...f n -  (n-  1)]c) (n + lr  = n + nn + —- n + ... + --------------------------------------2! n!

< n" + n" (1 + 2 ! n!

n! > 2"  ̂ olduğundan

1 — ^

1 +7^ + ... + ^ <  l  + i  + -\  + ...H -^— = ---
2! n! 2 2  ̂ 2 " “^ <2

Buna göre

(n + D" < n" + 2.n" = 3n" < n.n" = 

elde edilir.

3. Ia + b l < l a l  + l b l < 2  maks | lal ,  I b I } yazılabilir, p > 1 için 

I a + b IP < [ 2 maks I l al ,  Ibl |]p < 2P( la|P + Ib l^ ) 

bulunur. Çünkü maks ( l a l ,  I b l } ,  lal veya I b I dir.

4. Kabul edelim ki Va + b < V â + Vb eşitsizliği doğru olmasın. Bu tak­
dirde Va-ı-b > Va + Vb olur. Her iki tarafın n - ninci kuvveti alınırsa

,n -l/n  ul/n

1 a"-^ "̂ b^"

/ n \‘ + ... + 1 a\n- 1/

l/n j^n-l/n
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bulunur ki bu bir çelişkidir. Zira pozitif sayıların toplamı negatif ola­
maz. O halde,

< 1/^ + Vb

eşitsizliği doğrudur.

5. Tümevarım yöntemini kullanalım.

n = 1 için n(n  ̂-  1) = 0 olduğundan 6 I 0 dır. Önerme n = 1 için doğru 
olur.

n = k için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Bu takdirde

n (n^-1) = 6p olacak şekilde bir p tamsayısı vardır.

n = k + 1 için doğru olduğunu gösterelim :

(k+1) . [ (k+l)2-l ] = (k+l)3 -  (k+1) = k̂  + 3k2 + 3k + 1 -  k -  1

= (k̂  -  k) + 3k  ̂+ 3k

= k (k̂  -  1) + 3k (k + 1) = 6p + 3k (k+1)

olur. k(k+l) sayısı çift olduğundan 3k (k+1), 6 ile bölünür. Bu durum­
da 3k.(k+l) = 6q olacak biçimde bir q tamsayısı vardır. O halde,

(k+1) [ (k+l)2 -  1 ] = 6p + 6q = 6 (p + q)

olur ki bu önermenin k + 1  için de doğru olduğunu gösterir.

6. n = 1 için 3®" -  2®" = 3® -  2® = [ (3®) -  8 ] [ (3®) + 8 ] = 19.35 

olacağından, önerme n = 1 için doğrudur.

Önerme n = k için doğru olsun. Bu durumda
36k 2̂ *̂  = 35.p

olacak şekilde bir p tamsayısı vardır, 

n = k + 1 için doğru olacağını gösterelim :
göOt-hl) _  =  g 6k+6 _  26k-ı-6 _  g 6 g 6k _  ^

= 729.3®*̂  -  64.2®*̂  = (665 + 64) 3®‘‘ -  64.2®*̂  

= 665.3®*̂  + 64 (3®*‘ -  2®*̂ )

= 35.19.3®‘‘ + 64.35p 

= 35.(19.3®'" + 64p) = 35.q

O halde 3®" -  2®" sayısı her n e N için 35 ile bölünür.
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7. + n + 41 ifadesinde n yerine 1, 2, 3, 40 sayılan yazıldığında hep
asal sayılar elde edilir. Bu n̂  + n + 41 sayısının herbir n için asal 
olacağını göstermez. Çünkü n = 41 için

n̂  + n + 41 = 41  ̂+ 41 + 41 = 41.43 

bulunur ki bu n̂  + n + 41 sayısının asal olmadığını gösterir.

8. p = 2 için 2 ^ -1  = 3 ,  p = 3 için 2 ^ - 1 = 7 ,  p = 5 için 2® -  1 = 31,

p = 7 için 2^-1 = 127 bulunur. Bu sayılar asaldır, p = 11 için

2̂  ̂-  1 = 2047 = 23.89 olur, bu da 2^^-l sa3asının asal olmadığını gös­
terir. O halde “p asal ise 2^— 1 asaldır.” önermesi yanlıştır.

/ 2  + / s  rasyonel olsun. Bu takdirde v/2 -ı- olacak şekilde p ve q

tamsayılan vardır. Her iki tarafın karesi alınırsa

5 -h 2/6 = £ , /6: p^- 5q̂  
2q^

bulunur. Sol taraf irrasyonel, sağ taraf rasyonel olduğundan bu 
mümkün değildir. O halde J 2  + irrasyoneldir.

10. yi + / 2  rasyonel olsun. x + /2 = -̂  olacak şekilde p ve q tamsayıları 

vardır. Buradan

/ 2 = ^ - x
q

bulunur. Sol taraf irrasyonel, sağ taraf rasyoneldir. Bu olamaz. O halde 
X -t- /2 irrasyoneldir.

11. r̂  ve Tg iki rasyonel sayı olsun. 

r = |  (r^-Erg)

denirse r rasyonel ve r j < r < rg dir. O halde iki rasyonel sayı arasında 
daima bir rasyonel sayı bulunur. Bu düşünce arka arkaya uygu­
landığında şu sonuç elde edilir. İki rasyonel sayı arasında sonsuz çok­
lukta rasyonel sa3n bulunur.
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12. a) lx ^ - 7 x  + 6l > x ^ -  7x + 6<=>x^- 7x + 6 < 0 « l < x < 6

X 1 6

-.2 -  7x + 6
1 1

+ 0 -  0 + 
1 1

X 2/5 8

5x  ̂-  42x + 16
1

+ 0 -
________ 1______

10 +

b) I 3 x - 5 l - l 2 x  + 3 l > 0 < = > 1 3 x - 5 l > l 2 x  + 3l

<=> 9x  ̂-  30x + 25 > 4x  ̂+ 12x + 9 

«=» 5x2 _ 42x + 16 > 0
2

<=> X < ğ- veya x > 8

c) Her a, b 6 R için

||a| -  |b|| < |a + b| < |a| + |b| (üçgen eşitsizliği) 

olduğu bilinmektedir. Eşitsizliğin sol parçasından 

||a|-|b||<|a + b|=>|a|-|b|<|a + b| 

yazılabilir, a = x̂  , b = 5x yazılırsa 

|x2j -  |5xl < |x2- 5x|

bulunur. O halde verilen eşitsizliğin çözüm kümesi R’den eşitliği 
sağlayan noktalar çıkarılarak bulunabilir.

x2 -  15x1 = 1x2 -  5x1 denkleminin çözüm kümesi Cj = {01 u  [5, +<») 
olacağından verilen eşitsizliğin çözüm kümesi

C = (-00, 0) u  (0, 5) = (-«>, 5) \ {01 dır.

13. |x + j x +  1 + jx + 2 + j... + |x + njj||...| = 0

(1 + 2 + ... + n) + (n + 1) [x| = 0 => + (n + 1) jx  j = 0 =>

|- + lx| = 0 => lx| = -^  olmalı.

Sol taraf bir tamsayı olduğundan sağ taraf da bir tamsayı olmalıdır. 
Bunun için de n çift sayı olmalıdır.

n = 6 için | x | = -^ = -3  =» -3  < x < - 2  olmalıdır.
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Bu bölümdeki problemleri çözmek için aşağıdaki bilgilere ihtiyaç vardır.

TANIM

A ve B iki küme olsun. A dan B ye olan bir f  bağıntısı aşağıdaki özel­
liklere sahipse f  ye A dan B ye bir fonksiyondur denir.

(a) Her x e A için (x, y) e f  olacak şekilde B de en az bir y ele­
manı vardır.

(b) (x, y) 6 f  ve (x, z) e f  y = z dir.

TANIM

f ve g aynı küme üzerinde tanımlı fonksiyonlar ve bu kümenin her x 
elemanı için flx) = g(x) ise f  ile g fonksiyonları eşittir denir ve f  = g 
şeklinde yazılır.

TANIM

f, A dan B ye bir fonksiyon olsun. Her x e A için 

fi:x) = x

ise f  fonksiyonuna özdeşlik veya birim fonksiyon denir, I^ ile göste­
rilir.

TANIM

f : A —>B ve g : B —>C fonksiyonları verilmiş olsun. Bu takdirde g 
fonksiyonu flA) daki her flx) elemanını C kümesinin bir g(f(x)) elema­
nına dönüştürür. Böylece A nın her bir x elemanını C nin bir z = g(flx)) 
elemanına dönüştüren yeni bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona f  ile 
g fonksiyonlarının bileşkesi denir ve gof ile gösterilir.

TANIM

f ; A ^  B fonksiyonu için 
fîA) = B

oluyorsa f  fonksiyonuna örten fonksiyon, aksi takdirde fonksiyona 
içine fonksiyon adı verilir. Buna göre eğer f  örtense her y € B için 
flx) = y olacak şekilde en az bir x e A vardır.
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TANIM

A c R  ve f : A —>R bir fonksiyon olsun. A nın bir E alt kümesinin 
Xj < Xg şartını sağlayan her Xj, X2 elemanları için Rx )̂ < flx2) ise f  
fonksiyonu E üzerinde artan , flxj) < flx2) olursa azalm ayandır denir. 
Benzer olarak, E kümesinin x̂  < X2 şartını sağlayan Xj, X2 elemanları 
için flxj) > 11x2) oluyorsa f  fonksiyonu azalan, ftx )̂ > Rx2) ise a rt­
m ayandır denir. Bir aralık üzerinde tanımlı bir fonksiyon tanım 
aralığının tamamı üzerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin  
olarak monotondur, artmayan veya azalmayansa m onotondur denir. 
Eğer bir fonksiyonun tanımlı olduğu her sonlu aralık, fonksiyonun 
monoton olduğu, sonlu sayıda alt aralığa bölünebiliyorsa bu fonksiyona 
parçalı monoton fonksiyon adı verilir.

TANIM

f, A dan B ye bir fonksiyon olsun. Eğer farklı elemanların görüntüleri 
de farklı ise f  fonksiyonuna birebirdir denir.

TANIM

Hem birebir hem de örten olan fonksiyona birebir örten fonksiyon 
denir.

TANIM

f : X —> Y fonksiyonu birebir örten olsun. 
flg(y)) = y ve g(f(x)) = X 

veya başka bir yazılışla
fog = ly ve gof = Ix

ise g fonksiyonuna f  nin tersidir denir, ile gösterilir.

TANIM

Eğer X e A olduğunda -x  6 A oluyorsa A kümesine bir sim etrik  
küme denir. Simetrik bir A kümesi üzerinde tanımlanan bir f  fonksiyo­
nu için fl-x) = flx) oluyorsa f  fonksiyonu bir çift fonksiyondur denir. 
Eğer her x £ A için R-x) = -flx) oluyorsa f  fonksiyonu bir tek fonk­
siyondur denir.
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TANIM

A c  R ve f, A dan R ye bir fonksiyon olsun. 

lf|(x)=|f(x)| = . f(x), f(x) > o ise 
-f(x), f(x)< 0 ise

şeklinde tanımlanan |f| fonksiyonuna f  fonksiyonunım m utlak değer 
fonksiyonu denir.

TANIM

A c  R olsun.
Hx) = |x|

şeklinde tanımlanan f : A R fonksiyonuna tam  kısım fonksiyonu 
adı verilir.

Burada |x|, x sayısından büyük olmayan tamsayıların en büyüğünü 
göstermektedir.

TANIM

n bir doğal sayı ve , a ,̂ ag,..., â , 1er de, 0 olmak üzere, sabit 
sayılar olsun.

p(x) = a„x" + an_ıx"“  ̂ + ... + a^x + ag
şeklinde tanımlanan p : R —> R fonksiyonuna bir polinom (çok terim ­
li) denir. Buradaki n doğal sayısına polinomun derecesi, â , a ,̂ ..., a„ 
sayılarına da polinomun katsayıları adı verilir.

TANIM

f : A c  R den R ye bir fonksiyon olsun.

g(x) =
[ 0 , f(x) = 0 ise

şeklinde tanımlanan g fonksiyonuna f  nin işaret fonksiyonu denir, 
sgnf ile gösterilir. Başka bir yazışla

f 1, f(x)> 0 ise 
sgn f(x) = 1 0, f(x) = 0 ise 

[-1, f(x)< 0 ise

olur.
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PRO BLEM LER

1. Her X G R için fi;x) = x + 1 olsun. f(2), fl-2), -fl2), , fla+b),

Ra) -  Rb), Ra), Rb), Rab) ifadelerini bulunuz.

2. Her x e R  için g(x) = |x-3| + |x-1| olsun. g(0), g(l), g(2), g(3), g (-l), 
g(-2) ifadelerini hesaplayınız. g(t + 2) = g(t) eşitliğini sağlayan t 
değerlerini bulunuz.

3. Rn) = n! şeklinde tanımlanan ve faktöriyel fonksiyonu adı verilen 
f ; N N fonksiyonunun artan olduğunu gösteriniz. Bu fonksiyon örten 
midir?

4. X(x), X  den büyük olmayan asal sayıların sayısını göstermek üzere
X : R  ̂—> R fonksiyonuna asal sayı fonksiyonu adı verilir. Bu fonksi­
yonun (0, 15) aralığındaki grafiğini çiziniz.

5. |x| < 2 için Rx) = y4-x^ olsun. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gös­
teriniz.

(a) f  (-x) = f  (x)

(c) f(2y) = 2 y r V

«*> f ( ı ) - W

1 , 0 < X < 1 ise6. Rx) =

(b) f ( a -  2) = / 4 a ^

(d) f (| ) = i y î 6 T ?

ro 1 _ 2 -  f(x)
2+f(x) x2

şeklinde tanımlanan f  : [0, 2] R fonksiyonu2 , 1 < X < 2 ise
veriliyor.

(a) f  fonksiyonunun grafiğini çiziniz.

(b) g(x) = R2x) olarak tanımlanan g fonksiyonunun tanım kümesini 
bulup grafiğini çiziniz.

(c) h(x) = Rx -  2) şeklinde tanımlanan h fonksiyonunun tanım kümesi­
ni bulup grafiğini çiziniz.

(d) k(x) = R2x) + Rx -  2) şeklinde tanımlanan k fonksiyonunun tanım 
kümesini bulup grafiğini çiziniz.

R X R nin bir alt kümesi olan D = {(x,y) : |x| + |y| = l }  kümesi R den R ye
olan bir fonksiyonun grafiği olabilir mi? Neden?
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8. R den R ye olan öyle iki f  ve g fonksiyonu bulunuz ki f  g fakat fog=gof 
olsun.

9. İspat ediniz ki, eğer f  ve g çift ise f  + g de çifttir. Bu iddia tek fonksiy­
onlar için de geçerli midir?

10. f  ve g tek fonksiyon olduğunda f.g nin çift olacağını gösteriniz.

11. Öyle f  fonksiyonları bulunuz ki aşağıdaki bağıntılar yanlış olsun.

(a) flxö = [f(x)]" (b) f(lx|) = |f(x)|

(c) flx + y) = Rx) + fly) (d) f (jx|) = [f(x)|

<=>

12. Öyle f  fonksiyonları bulunuz ki problem 11 deki eşitlikler doğru olsun.

13. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan [-2, 2] R fonksiyonlarının grafik­
lerini çiziniz.

(a) y = -|x|

(b) y = |-xl

(c) y = -| -x [

(d) y = |2xj

(e) y = 2jx|

(f) y = |lx||

(g ) y = l|x|j

(h) y = 1 /(jxj + 3)

14. Karşılarında yazılı aralıklar üzerinde tanımlı f  fonksiyonlarının grafik­
lerini çiziniz.

(c)fix) = |xp, [0,3](a) flx) = ||x|l,[-4, 4]

(b) fix) = |x2|,[-3, 3] (d)fix) = lx] , [0 ,  5]

15. [ -1 ,2]  aralığında fix) = |x| ve g(x) = j2x| şeklinde tanımlanan f  ve g 
fonksiyonları veriliyor. Aşağıdaki eşitliklerle verilen fonksiyonların 
[-1, 2] aralığındaki grafikleri çiziniz.

(a) h(x) = fix) + g(x)

(b) k(x) = fix) -F g|

(c) p(x) = fix) . g(x)

(d) q(x) = if(2x) g^|-
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16. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan f : R —> R fonksiyonlarının eğer varsa 
terslerini bulunuz.

(a) flx) = X + 1

(d) flx) = x̂

(b) flx) = 2x + 5

(e) flx) =

(c) ftx) = 1 -  x2

X, X < 1 ise 
x’̂ , 1 < X < 4 ise 
8x, 4 < X ise

1x1
17, flx) = ^  şeklinde tanımlanan f : R \ {0} R fonksiyonu veriliyor, sgnf 

fonksiyonunun grafiğini çiziniz.

18. fix) = sgn x - 2 şeklinde tanımlanan f : A c  R —> R fonksiyonunun

tanımlı olduğu en geniş A kümesini bulup, grafiğini çiziniz.

19. fix) = X +  y x -  [xj şeklinde tanımlanan fonksiyonun grafiğini çiziniz. Bu 
fonksiyon monoton mudur?

20. Aşağıda verilen fonksiyon çiftlerinin eşit olduğunu gösteriniz. 

/l + x̂  - 1  _ X(a) fix) =

(b) fix) = X  -  /x^- 1 ,

g(x) = 

g(x) =

1 + /I + x2

x + / x 2 - l

21. y = fix) eğrisi verildiğinde, y = f(lx|), y = |f(|x|)|, |y| = fix ), |y| = f(|x|) 

bağlantılarının grafiklerinin nasıl çizilebileceğini açıklayınız.

y = fix) = x̂  -  2x in grafiğinden yararlanarak yukarıdaki bağıntıların 
grafiklerini çiziniz.
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ÇÖZÜMLER

1. fi:2) = 2 + 1 = 3

fl-2) = -2  + 1 = -1  

m )  = -3

1 ^ 1  
f(2) 3

fla + b) = a + b + l

fla) -  f(b) = a + l -  b + l  = a -  b

fla) = a + 1

flb) = b + 1 

f(ab) = ab + 1

2. g(0) = |-3| + |-l| = 3 + l  = 4 g(l) = |l-x| + |l-l| = l-2| + 0=2

g(2) = |2-3| +|2-1| = 1+1 = 2 g(3) = |3-3| + |3-l| = 0 + 2 = 2

g (-l)  = |-l-3| + |-2-l| = 5 + 3 = 8 g(-2) = |-2-3İ + |-2 -  l| = 5 + 3=8

g(t+2) = g(t) => |t+2-3| + |t+2-l| = |t-3| + |t-l|

=> |t+l| = |t-3|

=> t + l  = t -  3 veya t + 1 = -  (t -  3)

=> 2t = 2 => t = l

3. fi;n + 1) -  f[n) = (n + 1)! -  n! = n! (n + 1 -  1) = n! n > 0 

=> fîn) < ftn + 1) yani fonksiyon artandır.

Fonksiyon örten değildir. Örneğin 5 sayısı hiçbir doğal sayının faktö- 
riyeli değildir.

4. 0 < X < 2 için

X(x) = 0

2 < X < 3 => k(x) - 1

3 < X < 5 => k(x) = 2 

5 < X < 7 => k(x) = 3

7 < X < 11 => Wx) = 4 

11 < X < 13 Xix) = 5 

13 < X  < 15 => X(x) = (

5. (a) fl-x) = /4 -  (- x)̂  = /4-x^ = flx)
(b) fla — 2) = / 4 -  (a-  2)  ̂= 4 a -  4 = / 4 a -  â
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1 6 - 1  A"?------9- ^  = 2/16-8^

(f)

1 6 - s2

4t^- 1 _ /4t2- 1
t2 |t|

2-/4^
2  +  f(x )  2 + / 4 - x 2 ( 2 - v/ 4 ^ ) ( 2 + / 4 ^ )

_  2 -  / 4 - x ^  _  2  -  / 4 -  x^ _  2  -  f(x )  

4 - ( 4 - x ^ )  x^ x^

(b) g(x) = ft2x) = 1, 0  <  2 x  <  1 is e
2 , 1 <  2 x  <  2  is e  ‘

1 , 0  <  X <  is e

2  , ^  <  X <  1 is e

g fonksiyonunun tanım kümesi [0, 1] aralığıdır.

(c) h(x) = fi:x - 2) = 1, 0 < x - 2 <  1
2 , l < x - 2 < 2

1, 2  <  X <  3
2 , 3  < X <  4

h fonksiyonunun tanım kümesi [2, 4] aralığıdır.
y

2 ■

1 -  i—
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(d) k(x) = f(2x) + fi;x -  2)

fi;2x) fonksiyonunun tanım kümesi [0, 1] aralığı f(x -  2) fonksiyo­
nunun tanım kümesi [2, 4] aralığıdır. Dolayısı ile 

= [0, 1] n  [2, 4] = 0  dir.

7. |x| + |y| = l

1) X > 0 ve y > 0 ise X + y = 1 ,

2) X < 0 ve y > 0 ise - X  -I- y = 1 ,

3) X < 0 ve y < 0 ise - X  -  y = 1 ,

4) X > 0 ve y < 0 ise X -  y = 1

olur.

1 1 , 
2 ’ 2 ' j noktalan grafiğe aittir.

Şu halde ^  sayısına hem ^ , hem -  ^  kar­
şılık gelmektedir. O halde D kümesi bir 
fonksiyonun grafiği olamaz.

1
y

x+y=l

X

-x -y = l\
-1

/  x-y=l

1x1 -1- İyi = 1 İn grafiği

8. ffx) = X ve g(x) = x̂  olsun. 

(fog)(x) = f(g(x))=f(x2) = x2 I
(foğ)(x) = g(f(x))= g(x) = x2 I

fog = gof

f  ve g çift olduğundan f  (-x) = f  (x) ve g (-x) = g (x) dir. 

h = f  -F g dersek h(-x) = h(x) olduğunu göstermelİ3dz.

h(-x) = ff + g) (-x) = fi-x) + g(-x) = fix) + g(x) = h(x) f  + g çift fonksi­
yondur.

iddia tek fonksiyon içinde geçerlidir. ispat benzer şekilde yapılabilir.

10. f  tek ise fl-x) = -  f(x) , g tek ise g(-x) = -  g(x) olur.

(fg) (-x) = fi;-x). g(-x) = (-f(x)).(-g(x)) = f(x). g(x) = (f.g) (x) 
tir.

f.g çift-
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11. (a) fi;x) = X + 1 olsun, f  (x )̂ = x̂  + 1 , [ flx) ]  ̂= (x + 1)̂  = x̂  + 2x + 1

olduğundan, flx^) ^ [ f(x) dir.

(b) f(|x|) = |f(x)|

flx) = X + 1 olsun, f  (|x|) = 1 x 1 + 1 ,  I flx) I = I x + 1 1 olacağından

f (|x|) |f(x)| dir. Örneğin f  ( 1 - 2 1 ) = 1-2 I + 1 = 3, I fl-2) I = 1

olur.

(c) flx) = X + 1 olsun. 

flx + y) = x + y +  l

f(x) + fly) = x +  l +  y +  l  = x + y + 2 => flx + y)7i flx) + fly).

(d) flx) = 2x + 1 olsun. f(|xj) = 2jxj  + l  ve |f(x)| = [2x+l| olur.

Dolayısıyla f  (|x|) ^ |f(x)| dır.

(e) flx) = X + 1 olsun. + l olacağından

12. (a) flx) = X olsun.

flx^) = x̂  , [f(x)]^=x2 => flx^) = [f(x)]^

(b) flx) = X olsun.

f(|x|] = |x|, |f(x)| = |x| olduğundan f(|x|) = |f (x)| dir.

(c) flx) = 3x olsun. f(x + y) = 3(x + y) = 3x + 3y ve flx) + f(y) = 3x + 3y 

olduğundan flx + y) = f(x) + fly) dir.

(d) flx) = X + 1 olsun. f(|x|) = [x[+l ve [f(x)| = [ x+ i j  = |x| + 1 olacağın­

dan f(|x|) = |f(x)j dır.

1 1 _ 1 r / i \ - J _  dir
f(x)(e) f(x) = X olsun, f m  ™ f S ' İ  f ( ; )

(a) y = - } x l
- 2  < X < -1 ise |x| = -2 => y = 2
-1  < X < 0 ise lx| = - ı ^  y = l
0 < x <  1 ise lxj = 0 => y = 0

1 < x  < 2 ise 1̂ 1 = 1 => y = - i
x = 2 ise 1x1 = 2 =4. y = - 2
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y  =  - | x j i n  g r a f i ğ i

( c )  y  =  - | - x |

X =  - 2  i s e  y  =  - 2  

- 2 < x < l  => l < - x < 2  
- l < x < 0  => 0 < - x < l  
0 < x < l  => - l < x < 0
l < x < 2  = > - 2 < x < l
x  =  2

[ - x | =  1  => y  =  - | - x |  =  - l

j - x ]  =  0  => y  =  - | - x |  =  0

[ - x |  =  - 1  ^  y  =  - | - x |  =  1 

[ - x |  =  - 2  => y  =  - | - x |  =  2  

=> l - x |  =  2  y  =  - | - x |  =  - 2

(d )  y  =  l2x|

y  =  - | - x j  i n  g r a f i ğ i

- 2 < x < - |  =î .  - 4 < 2 x < - 3  = > y  =  |2xl =  - 4

- Ş <  x < - l  => - 3  <  2 x  < - 2  => y  =  |2x| =  - 3

- 1  <  X  <  -  ^  => - 2  <  2 x  < - 1  => y  =  j2x|  =  - 2

- | < x < 0  =

0 < x < i  

x <  1

L x < ı

- l < 2 x  < 0  y  =  |2x| =  - l  

0 < 2 x  <  1 => y  =  |2x| =  0

1 <  2 x  <  2  => y  =  J2x| =  1

2  <  2 x  <  3  => y  =  |2x| =  2
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f < x < 2  

x = 2

3 < 2x < 4 y = İ2x| = 3 

y = l4l = 4

(g )y  = l|x||
-2  < X < -1  
-1  < X < 0
0 < X < 1
1 < X < 2

=> 1 < |x| < 2 
=> 0 < |x| < 1 
=> 0 < |x| < 1 
^  l < l x l < 2

X = -2  ve X = 2 için

y = l  
=> y = 0 
^  y = 0 
^  y = l  
^  y = 2

y

- 2  - 1 î  2

fonksiyon çift olduğundan [0, 2] de grafik çizilip Oy- eksenine göre 
simetri alınabilirdi.

(h) y  =  l / ( l x l  +  3)

- 2  <  X  <  - 1  => 1x1 = - 2 y  =  ı

- 1  <  X <  0  => 1x1 =  - ı

0  <  X  <  1 => 1x1 =  0

1 <  X <  2 ^ 1 x 1 = 1

X  =  2 => 1x1 =  2 y ‘ i
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14. (b) ftx) = jx̂ | fonksiyonu çift olduğundan [0, 3] aralığında grafiği çizip 
Oy- eksenine göre simetri alalım.

|x̂ j = m = > m < x ^ < m + l ,  m > 0

=> /m  < X < /m+ 1

m = 0 = > 0 < x < l  => |x̂ | = 0 m = 5 =>/5 < X < »/e => jx^j = 5

m = l  = > l< x < / 2  => jx̂ | = 1 m = 6  =^/6 < X  < y? => |x̂ | = 6

m = 2 <  X  < / 3  => jx^j =  2 m =  7 = > / ?  <  X  <  y/S |x̂ j =  7

m = 3 = > y s < x < 2  => jx^j = 3 m = 8 =>v/8 < x < 3 =>|x ĵ = 8

m = 4 = > 2 < x < / 5  =>jx^j = 4 x = 3 ise [x̂ | = 9
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0 < X <  1 

1 < X  < 2 

2 < x < 3  

X = 3

15. (a) h(x) = f(x) + g(x) = |x| + }2xj

-1  < X  < -  -| => |x| = -1  , j2x| = -2  => h(x) = -3

— ^ < x < 0  => |x| = —1 , |2x| = —1 => h(x) = —2

0 < x < ^  => |x[ = 0 ,  |2x] = 0  => h(x) = 0

[x| = 0 ,  |2xj = 0 => h (x )= l

1 < X < I  => |xl = 1, |2x| = 2 h(x) = 3

| < x < 2  îx | = l, İ2x| = 3 => h(x) = 4

X = 2 => [x| = 2, [2x| = 4 => h(x) = 6
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(b) k(x) = flx) + g ^ - j  = lx| + |xj + 2|x|

- l < x < 0 = >  2|x| = - 2  

0 < x < l  2|x| = 0

1 <  x < 2  2|x| = 2

X = 2 => 2 |x| = 4

(c) p(x) = î{x) . g(x), (a) şıkkmdaki

|x| ve |2x] diğerleri gözönüne 
alınırsa

- ı s  X < - 1 => p(x) = 2

- İ < x < 0 => p(x) = 1

0 < x < i => p(x) = 0

i <  x < l => p(x) = 0

l < x < | => p(x) = 2

f s x < 2 p(x) = 3

x = 2 p(x) = 8

-V 2

y
8

7
6

5
4
3

--a-
1

V2 3/2 2 X

(d) q(x) = j  fl2x) . g ( f ) = j  [2x|. [x| olur.

(c) şıkkında bulunan değerler 
kullanılarak

- l < x < -  i İçin q(x) = |

- İ S X < 0 için q(x) = 1

0 < x < i için q(x) = 0
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1 < X < 1 için q(x) = 0

l < x < f için q(x) = |

f < x < 2 için q(x) = I

x = 2 için q(x) = 2

16. (a) flx) = X + 1

Bir fonksiyonun tersinin olması için birebir ve örten olması gerekir. 

fIXĵ ) = ftX2) => = Xg

flXj) = 11X2) => Xj + 1 = X2 + 1 ^  Xj = Xg , 

dola3usı ile f  birebir fonksiyondur.

Vy G R için Rx) = x +  l  = y => x = y -  1 olacak şekilde 

3x G R vardır => f  örtendir.

Şimdi f  fonksiyonunun tersini bulalım. 

x + l  = y => x = y -  1=> r^(y) = y -  l  dir.

(c) f(x) = 1 -  x̂

flxj) = 11x2) ^  = X2 önermesi doğru mudur?

1 -  Xj = 1 -  Xg => Xj = X2 => Xj = ± X2 => f , 1 : 1  değildir 

Dolayısıyla tersi yoktur.

(D  flx) =
X, x < l  ise 

1 < X < 4 ise
8x, 4 < X ise

flx^) = fi;X2) x̂  = X2

fi;xj) = £1x2) olsun. Xj , X2 < 1  ise x̂  = X2

1 < Xı, X2 < 4 ise Xj = X2 => Xj = X2 sağlanır. 

Xj , X2 > 4 ise 8x j = 8x2 => x̂  = X2 dır. 

Yani f  1 : 1  fonksiyondur.

y G R olsun.x < 1 için x = y, l < x < 4  için x = J y ,  4 < x için ^ = y >

olacak şekilde x g R bulunacağından f  örtendir.

Şimdi fonksiyonun tersini bulalım.
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X  < 1 ise y = X  => ( y )  = y

1 <  X <  4 ise y =  x ^  f ’ i  ( y )  = J y

X > 4 ise y = 8x r V )  = f

r i(x ) = X 

rHx) = /x 

r^ x ) = f

rHx) =
X , X < 1 ise 

v/x , 1 < X < 4 ise 
^  , 4 < x  iseO

17. 0 < X < 1 => |x| = 0 f(x) = 0 sgn f(x) = 0

1x 1
x > l  ve x < 0 = >  ^  > 0 => sgn f(x) = 1

‘ y

0 1 X

18. f(x) e R o | x l  - 9 > 0 «  ||x|| > 3  <=> |x| > 3 veya |x| < -3  

<=> X > 4 veya x < - 3  => A = R \  [-3, 4)

X > 4 için sgn ftx) = 1 , 

X < -3  için sgn f(x) = -1  

olur.

' y  

1

- 3

i 0
ö

4 X
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19. x = |x| + t ,  0 < t < l  olduğu düşünülürse

y = |x| + t+v/t =x + A

olur, y = X ve y = A  grafikleri gözönü- 
ne alındığında yandaki şekil elde edilir.

Bu fonksiyon monoton olmayıp parçalı 
monotondur.

20. (a) fix)=^5±IÎLLİ^g(x) =
1 + A + x̂

_ x ( ı - v ^ î ^ )  A T I^
4 r.. o •. J-l - ( l  + x 2) f(x)

(b) fix) = X -  /x^- 1 g(x) = ^

g(x) =

x+ /x^- 1

1_____ ( x - A ^ )

21 .

x+ v/x -̂ 1 ( x -  v/x -̂ l )  x 2 -x ^ + l

y = x̂  -  2x için 

(a) y = f(|x|) = x̂

: X-  /x^- 1 = f(x)

2|x| =

y = f  (|x|) çizilirken x > 0 için

y = fix) çizilir ve y eksenine 
göre simetri alınır.

x^+ 2x , x < 0 ise 
x^+ 2x , X > 0 ise

(b) |y| = f(x)

I y I = fix) in grafiği çizilirken ön­
ce y = fix) in grafiği çizilir. Sonra 
grafikten y < 0 olduğu yerler atı­
lır.
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(ç) |y| = f(|x|)

|y| = |f(x)| çizilirken x > 0  için y = flx) çizilir, y eksenine göre 
simetri alınır ve y nin negatif olduğu yerler atılır.

(d) y = I f l lx l)  I

y = flx) çizilir. Oy ekseninin solundaki parça atılıp, sağdaki parça­
nın Oy eksenine göre simetriği alınır. Böylece y = fi I x I) çizilmiş 
olur. Ox ekseninin üzerinde kalan parça aynen kalır, eksenin altın­
daki parçanın Ox eksenine göre simetriği alınır.
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TRİGONOMETRİK, Ü STEL, LOGARİTMİK, H İPER BO LİK  
FONKSİYONLAR

TANIM

1 herhangi bir pozitif reel sayı olsun. 
f(x) = a’'

şeklinde tanımlanan f : R —> R fonksiyonuna bir üstel fonksiyon denir.

TANIM

y = a* in grafiğinden de kolayca görülebileceği gibi Rx) = a* şeklinde 
tanımlanan f  : R ^  R  ̂ fonksiyonu birebir örtendir. Dolayısıyla bu fonk­
siyonun ; R"̂  —> R şeklinde bir ters fonksiyonu vardır. Bu ters fonksi­
yona logaritm a fonksiyonu adı verilir ve fonksiyonun kuralı y = log  ̂x 
(a tabanına göre logaritma x okunur) biçiminde yazılır. Demek ki x > 0 
için

y = log X <=> X = â

dir.

Hiperbolik fonksiyonlar aşağıdaki biçimde tanımlanır :
ı_ e>‘-Fe-=' , , 1 1COShx =  ---- ------ COthx =  T— —̂  = -----------------

2 tanhx e * - e “*

sinhx e * -  e" sechx =
coshx e’‘-Fe"’‘

, , sinhx e * -  etanhx = ----q— = -----------
________ coshx e’‘+e~’‘

cschx = — — = -----—
smhx e ’‘- e “

TANIM

Bir f : A —> B fonksiyonunun y = ffx) eşitliği ile verilen kuralı başka 
şekillerde de verilebilir. Örneğin x = g(t) alınırsa x değişkeni A küme­
sini taradığında t de belli bir C kümesini tarar. Buna bağlı olarak
y = f  (g(t)) olur. Demek ki bir f  fonksiyonunun grafiği

X = u (t) 
y = v(t)

, t e C

şeklinde de verilebilir. Burada C, t parametresinin taradığı küme olup 
çoğunlukla bir I aralığıdır, u ile v de aynı C kümesi üzerinde tanımlı 
fonksiyonlardır, t parametresinin değişim kümesi I = [a, b] şeklinde bir 
kapalı aralık olduğunda A(u(a),v(a)), noktasına eğrinin başlangıç 
noktası B(u(b),v(b)) noktasına da bitiş noktası adı verilir. Böyle eğri­
lere de yönlendirilmiş eğriler denir.
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PRO BLEM LER

1. 0 Ti 2k n için aşağıdaki bağıntıların doğruluğunu tümevarım metodu ile
gösteriniz.

(a) sin 6 + sin 26 + sin 30 + ... sin n6 =
sin^^-^ 0 sin^ 0

~ 0
sın^

 ̂ sınin + l
(b) ^ + cos 0 + sin 26 + ... + cos n0 = -----------

2 sın 2

2. 6 k n için aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

sin^n0(a) sin 6 + sin 36 + sin 56 + ... + sin (2n -  1) 0 =

(b) cos 0 + cos 30 + cos 50 + ... + cos (2n -  1) 0 =

sin0
sin2n0
2sin0

(c) cos 0 . cos 20 . cos 4 0 ......... cos 2" 6 sin2" + i 0
2"+ 'sin0

3. y = sinx eğrisinin grafiğinden yararlanarak 

y = sin2x ve y = sin ^  eğrilerini çiziniz.

4. y = cos X in grafiğinden yararlanarak

y = c o s ^ x -—j ve y = co s^ x + ^ j in grafiğini çiziniz.

5. Aşağıdaki ifadelerin değerini bulunuz.

/2 1(a) arc cos ^  (b) arc sin — (c) arc tan 0 (d) arc cot 1

2 56. arc sin + arcsin-^^ ifadesinin değerini bulunuz.

X — 1 27. arc sin  ̂  ̂  ̂ = arccos ̂   ̂ eşitliğinin doğruluğunu gösteriniz.

8. Aşağıdaki bağıntıların doğruluğunu gösteriniz.

(a) sin (arc tan x) =
A + x̂

(ç) tan (arc sin x)

(b) cos (arc tan x)

(c) arc (arc cos x) =

(d) arc sin (cos x) = -  x
A  + x^

A + x ‘= (e) cos (arc sin x) = /l -  x^
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(f) arc sin x + arc sin t = arc sin / l - + 1

(g) arc cos x + arc cos t = arc cos ( x t -  / ( l-x ^ ) ( l- t^ ) )

x +1(h) arc tan x + arc tan t = arc tan

(ı) sin (2 arc sin x) = 2x / l-x ^

1 -  xt

9. Aşağıda parametrik denklemleri verilen eğrilerin kartezyen koordinat 
sistemindeki denklemini yazınız. Eğrilerin cinsini belirtiniz.

(a) x= 1 + 2t 
y = 2 - t  ’ t e R (fi X = sint 

y = cos^t ’ t G R

(b) x = 3t2 
y = t ’ t 6 R (g)

X = t -  sint 
y = 1 -  cost ’ t G R

(0 x = t
y = t^+;rt ’ t 6 R (h) x = acost + bsint 

y = a s in t-b co st ’ t G R

(d) X  = t2+ t 
y = t 2 - t ’ t G R (ı)

x =
y = - i t + l ’ t < 0

(e)
1

1---T1 + t 
1 ’

p l  + t
t ^ - 1 (i. x = acos^t 

y = asin^t ’ 0 < t < 2ti

Parametrik denklemleri aşağıda verilen eğrileri çiziniz.

(a) x = t+  1 
y = 3t + 4 ’ t G R (0

x= l - t 2
y = l  ’

-8  < t < 1

(b) x= l  + t2
y - 3 - t  ’

t G R (d) X  = t -  sint 
y = 1 -  cost ’ 0 < t < 2ti

11. flx) = sin  ̂X,  g(x) = cos  ̂X  fonksiyonlarının periyotlarını bulunuz, 

f  + g periyodik midir? f  + g fonksiyonunun esas periyodu var mıdır?

12. flx) = sin  ̂X ve g(x) = cos‘̂ x fonksiyonlarının periyotlarım bulunuz.

f  + g periyodik midir? f  + g nin esas periyodu f  ve g nin esas periyo­
duna eşit midir?
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ÇÖZÜMLER

1. (a) sin 6 + sin 20 + sin 30 + ... sin n0

1) n = 1 için

sin-^  -ö s in ^ ö
~ esın^

sin 0 =
sin0 sin^

~ ~ e  sın^
sin 0 = sin 0

önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru olsun. Yani

sin 0 + sin 20 + ... + sin k0 =
sin ^ 2  ̂ö sin^  0

sın-;0
( 1)

olsun.

3) n = k + 1 için de önermenin doğru olacağım gösterelim. Yani

sin 0 + sin 20 + ... + sin (k + 1) 0 =
. k + 2 û • k + 1 nsın—2—  ̂ —2— ^

“ 0
sın^

eşitliğinin doğruluğunu gösterelim.

(1) eşitliğinin her iki yanma sin (k+1) 0 eklenirse eşitlik bozulmaz.

sin 0 + sin 20 +...+ sin k0 + sin (k+1) 0 =
• k + 1 û ■ k û sın—2— “ sın 77 0

. 0sın 2
- — +sin (k+1) 0

= sın-;

=  I 2 s i n ^  

= ( 2 sin^

-1

sin ^ 2  ̂ö • sin^  0 + sin(k + 1)0 • sin^

0 2k + 1  ̂ , 2k + 1  ̂ k + 3
cos — -  cos — 2—   ̂ — 2—   ̂~ ~~2— ^

cos^ -  cos|k + ^^0

1  / k + 2  ̂ • k + 1 ^_  sın^ 0  sm— 0
2 sin2
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1
b) + cos 0 + cos 20 + ... + cos (n0) = ----------- -̂---

 ̂ rt (y2 sin2

1) n = 1 için 

1
3 0 0sin^ 0 sin0 cos^ + sinŞ cos0

2 + cos 0 = — ^  ■=-------------^ ^ --------
2 sin2 2 sin 0

COŜ 0 , COS0 COS0 , 1 + COS0 1

olur. O halde önerme n = 1 için doğrudur.
2) n = k için önerme doğru olsun. Yani,

 ̂ sin(k + | j0
+ cos 0 + cos 20 + ... + cos (k0) = -----------3----  .

2 s i „ f

eşitliği doğru olsun.
3) n = k + 1 için önermenin doğru olduğun, yani.

sin( k + İ0
^ + cos 0 + cos 20 + ... + cos (k + 1) 0 =

( 1)

2sin0
eşitliğinin varlığını gösterelim.

(1) eşitliğinin her iki yanına cos (k + 1) 0 ekleyelim.

— + COS0 + cos20 + ... + cosk0 + cosOc + 1)0 =---------- -̂---+ cos (k + 1) 02 o •2 s m -

sinOc + 1)0cos ̂  -  sin^cosQt:+ 1)0 + 2sin^ cosOc + 1)0

sın:0

sinGc + 1)0 • cos^ + sin^ • cosQc + 1)0 sin^k + 2

2 s in f

2. (a) sin 0 + sin 30 + sin 50 + ... + sin (2n -  1) 0 =

2sin|

sin^n0
sin0

S * 01) n = 1  için sin 0 = = sin0 olur. Önerme doğrudur.

2) n = k için önerme doğru, yani,

sin 0 + sin 30 + ... + sin (2k -  1) 0 = (1)sın0
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olsun.
3) n = k + 1 için önermenin doğru olacağını gösterelim. Yani,

• a on ■ / O l  ı \ o  S İ n ^ G t + l ) 0sın 9 + sın 30 + ... + sın (2k + 1) 0 = ----- —sınö
eşitliğinin varlığını göstereceğiz.
(1) eşitliğinin her iki yanına sin (2k + 1) 0 eklenirse

sin 0 + sin 30 + ... + sin (2k + 1) 0 = + sin(2k + 1)0sm0
_ sin^Qt0)+ sin(2k + l)0sin0 

sin0
sin  ̂k0 + sin0 (2 sink0. cos k0. cos 0 + (cos  ̂k0. sin  ̂k0). sin  ̂0

sin0
(sink0. cos0 + sin0.cosk0)^ sin  ̂(k + 1) 0

sin0 sin0

(b) cos 0 + cos 30 + ... + cos (2n -  1) 0 = 

(1) n = 1 için

sin2n0
2sin0

o sin20 2sin0cos0 n

bulunur. O halde eşitlik n = 1 için doğrudur.
(2) n = k için doğru olsun :

cos 0 + cos 30 + ... + cos (2k -  1) 9 = . (D2sın0
(3) n = k + 1 için doğru olacağını gösterelim. (I) eşitliğinin her iki 

yanma cos (2k + 1) 9 eklenirse

cos 0 + cos 30 + ... + cos (2k - 1 ) 0  + cos (2k + 1) 0 

sin2k0 ,nı 11/1 sin2k0 + 2cos(2k+l)0sin0
= - ö - + ® = -------------- 2İ S S --------------

sin2k0 + 2 l[sin(2k + 2 )0 -  sin2kÖ] sin(2k + 2)0 
~ 2sin0 2sin0

bulunur ki bu da önermenin k + 1 içinde doğru olduğunu gösterir.

(c) cos 0 . cos 20 . cos 4 0 ........cos 2“ 0 =

1) n = 1 için

sin2"-^^0 
2“ + isin0
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cos 0 . cos 29 = sin40 2sin20. cos20 2.2sin0. cos0.cos20
4sin0 4sin0 4sin0

= cos 0 cos 20

2) n = k için önerme doğru olsun.

cos 9 . cos 20 . cos 4 0 ......... cos 2*̂  0 = ---- —
2^^^smG

3) n = k + 1 için
)k + 2/

( 1)

1 1 «İn9k + 2û
cos 0 . COS 20 . COS 4 0 ..........cos 2'̂ '̂  ̂ 0 = . „-------2 ‘̂  + 2sin0

eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim.
( 1 ) eşitliğini cos 2*̂ "̂  ̂0 ile çarpalım.

cos 0 . cos 20 . cos 40 ... cos 2*̂  0 . cos 2'̂ '̂  ̂0 = ^ cos2*'‘*̂ 0̂
2 '^^isin0

2 sin2 '^"i0.cos2 '‘ + i0 sin(2 '^ "i+2 '' + ı)0 sin2k + 20
2>‘ + 2sin0 2 '‘ ^2sin0 2 >̂ + 2sin0

3.

y = cos eğrisini çizmek

için y = cos x eğrisini birim 
sola kaydırmak yeterdir.

y • cos |x -  j eğrisini çizmek

için y = cos x eğrisini ^  birim 
sağa kaydırmak gerekir.
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5. (a) arc cos

J 2  J2  nX = arc cos => cos x = ^  =» x = -r- 2 2 4

(b) arc sin ^

1 1  ;r
X = arc sın — => sın x = 77 => x = — .

(c) arc tan 0

X = arc tan 0 tan x = 0 => x = 0 .

(d) arc cot 1
71

X  = arc cot 1 => cot x = 1 => x = — .

6. arc sin a + arc sin b = arc sin ( a / l - b̂  + b / l -  a  ̂j

2. 2 . 5arc sın —f=  + arc sın -7=  = arc sın
v/M

ı _ ^ + _ 5 _  / ı _ A  
29 V 29

. I 4  ̂ 25\ . 1 n= arc sın I ^  + 29 I = arc sın 1  = ^  .

7. y = arc sin x - l  
x+ 1 sın y = x - l

x + l
2 (x + l)2- ( x - l )2cos y = —

/ F W y  = İ 7 J

4x
(x + l)2

cos y = 2 y/x
x + l y = arc cos

(X+ 1)2

2 y/x 
x + l  ■

8. (a) sin (arc tan x) =
v/T+ x"

arc tan x = y => tan y = x sıny
cosy

2̂

=  X =>
sıny

=  X
sın'^y

=> sın y = X -  X sın y ^  sın y = *1 I Zl  + x '

sın y =
y ı+ x 2

sin (arc tan x) =
y ı+ x 2
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(b) cos (arc tanx)
/l + x 2

y = arc tan x => x = tan y => cos y =
A + x̂

cos (arc tan x) =

(c) tan (arc cos x) =

v/î+x2
olur.

/T

y = arc cos x =a x = cos y => /l -  x  ̂ = sin y => tan y =

tan (arc cos x) =

(ç) tan (arc sin x) =
v/l-x^

y = arc sin x «  sin y = x => tan y = 

olur. Buradan

tan y = tan (arc sin x) =

71(d) arc sin (cos x) = — — x

n

bulunur.

ncos X = y => sın y'2 ^  ^

^  -  X = arc sin (cos x) .

(f) arc sin x + arc sin t = arc sin (x /l - 1  ̂+ 1 / l -  x  ̂j

arc sin x = u, arc sin t = v, x = sin u , t = sin v 

sin (u + v)= sin u . cos v + sin v . cos u

= sin u v/l -  sin  ̂v + sin v /l -  sin^u

= X / ı - t ^ + t y ı - x ^

sin (u + v) = x/l - 1̂  + 1 v/l -  x^

=> u + V = arc sin (x /l - 1̂  + 1 /l -  x  ̂j

arc sin x + arc sin t = arc sin (x /l - 1̂  + tv/l-x^)
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(g) arc cos x + arc cos t = arc cos ^xt- / ( l-x ^ ) ( l- t^ )  j

u = arc cos x , v = arc cos t , x = cos u , t = cos v 

cos (u + v)= cos u . cos V — sin u . sin v

= cos u . cos V -  / l  -  cos^u . y/l -  cos^v 

= X . t -  / l-x ^

=> u + V = arc cos ( x t -  A - x ^  . 

arc cos x + arc cos t = arc cos ^xt- /l -  x  ̂. / l - t ^  j

(h) arc tan x + arc tan t = arc tan ( \\ 1  -  xt y

u - arc tan x , v = arc tan t => x = tan u , t  = tan v 

tanu + tanv x + 1tan (u + v) =

u + V = arc tan

1  -  tanu. tanv 
x + t
1  -  xt

1  -  xt

arc tan x + arc tan v = arc tan x +1  
1  -  xt

(ı) sin (2 arc sin x) = 2x /l -  x^

arc sin x= u, x = sin u => sin (2u) = 2 sin u . cos u 

= 2 sin u y i -  sin^u = 2 x /l -  x^

=> sin (2 arcsinx) = 2 x / l - x ^

(a) X = 1  + 2t 
y = 2 - t  ’ t e R

ikinci denklemden t = 2 -  y bulunur. Bu değer birinci denklemde 
yerine konursa x = l  + 2 ( 2 - y ) = > x  + 2y = 5 bulunur.

(b)

(c)

Bu bir doğru denklemidir.

X = 3t^ , p
y = t  ' ®

y = t => X = 3y  ̂ (parabol)

t e Ry = t" +̂ ;rt

x = t  => y = x  ̂ + 7ix (parabol)
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(d)
x = t  ̂+ t 
y = t 2- t

nj. i x - y  /x- y\ x - yx - y  = 2t ^ t  = — ^ x  = ^ ^ j

=> x̂  + ŷ  -  2xy -  2x -  2y = 0

(e)
x =

y=
ı  + t 

t  ’ 
ı  + t

t v t - l

x-Hy = ^ +  t ı + t = 1  => x + y =  l  (doğru)

(f)

(g)

(h)

(i)

ı  + t  ı  + t ı  + t
X = sint 
y = cos^t

+ y = sin  ̂t + cos  ̂t = 1  (parabol)

X = t -  sint 
y= 1 - c o s t '

x = acost + bsint 
y ^ a s in t-b co st ’

x̂  + ŷ  = cos  ̂+ 2 ab cos t . sin t + b̂  sin  ̂t

+ sin  ̂t -  2 ab cos t sin t + b̂  cos  ̂ t

= a  ̂(cos  ̂t + sin  ̂t) + b̂  (sin^ t + cos  ̂t) = a  ̂+ b̂  (çember)

x = acos^t

, t G R (sikloid) 

t G R

y = asin^t ’ 0 < t < 2n

I \ 23 /  ̂ \ 23

= cos^t+sin^t= 1  => + = (astroid eğrisi)

10 . (a) y=3t  + 4 ’
y

ıc = t +  l = > t  = x -  l 1

>̂ = 3 ( x - l )  + 4 = 3 x + l - 1 /
doğru denklemidir. X
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(b) X= l  + t2
y = 3 - t  ’ t e R

y = 3 -  t =>t  = 3 -  y 

X = 1 + = 1 + (3 -  y)^

X = 1 + (3 -  y)2

(c) x= l - t 2
y = t

X = 1 -  ŷ

- 8  < t <  1

1 1 . Rx + p) = fi;x) => sin  ̂(x + p) = sin^x

=> sin  ̂ (x + p) -  sin^x = 0 [sin(x + p )- sinx] [sin(x + p)+ sinx] = 0 

=> sin (x + p) -  sin x = 0 =>x + p = x + 2kn => p = 2kn k = ± 1 , ±2 , ...)

=> sin (x + p) + sin X = 0 => 2 sin |x+ -l^jcosl^j = 0 p = (2k - l)  n

Buna göre esas periyot T = n dir.

g(x) = cos^x fonksiyonunun periyodunda n olacağı benzer şekilde gös­
terilebilir.

Rx) + g(x) = sin^x + cos^x = 1  sabit fonksiyonu için her p sayısı bir pe­
riyottur. Esas periyot yoktur.

12. f(x) = sin^x

Rx -F p) = flx) sin"* (x -(- p) = sin'̂  x => sin'* (x + p) -  sin^x = 0

(sin(x + p) -  sinx)(sin(x + p)+ sinx)(sin^(x + p)+ sin^x) = 0

sin (x -F p) -  sin x = 0 => x + p = x + 2k7i => p = 2k7i k = ±1, ±2 ...

sin (x -F p) + sin x = 2 sin (  ̂ ^  | = 0 p = (2k -  1)ti k = 1,2 ...

olur. Esas periyot T = ıı
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Benzer şekilde g(x) = cos"* x fonksiyonunun esas periyodunun n olduğu 
gösterilebilir.

flx) + g(x) = h(x) = sin^x + cos^x = (cos^x + sin^x  ̂  ̂-  2 sin  ̂x cos  ̂x

= 1 -  sin^ 2 x =  -  c o s 4 x )  = -t  +  t  cos 4 x
2  4  '  ^ 4 4

3 1 3  1=> h(x + p) = h(x) => ■̂  + -jcos(4x + 4p) = ^  + j  cos 4x
4  4

4x + 4p = 4x + 2kn => p = k ^  (k = 1, 2, ...)

71bulunur. Esas peryot T = — dir.

BOLUM PRO BLEM LERİ

1. Aşağıdaki kurallara tanımlanan reel değerli fonksiyonların (en geniş) 
tanım kümelerini bulunuz.

1(a) f(x) = v/x- 1  + y S - X (g) t(x) =
yi X -  X

(b) g(x) = yiog(5x-x^)

(c) h(x) = log 5

(h) w(k) = yarcsin(log2x)

(ı) k(x) = logg ( logg (log  ̂X))

(d) u(x) = arc sin ^^  ̂ + log (4 -  x) (i) m(x) = / l -  / 9 - " ^

(e) v(x) = arc cos (j) n(x) = J 4 -  yr+  9x^,4  + 2 s inx,

(f) s(x) = log (cos x)

2. Kx) = / l - x ^  dir. 0 < X < 1 için f  ( f(x)) = X olduğunu gösteriniz.

3. f(x) =  ̂  ̂ dir. X 1 için f  ^f ( f  ( f  ( x) ) j j  = x olduğunu gösteriniz.

4. flx) = X + /x^+ 1 , g(x) = X + /x^- 1 olsun.

(a) x >0  için g(/x^+T) = f  (x) olacağını gösteriniz.

(b) X > 1  için g^/x^- 1  j = g(x) olacağını gösteriniz.
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5. fi;x) = log l - x
l  + x olsun, a, b 6 ( - 1 , 1 ) için 

+ b

olacağını gösteriniz.

6. flx) = için fla + b) + fla -  b) = 2 f la ) . Kb) olacağını gösteriniz.

7. f, [0, 1] üzerinde tanımlı bir fonksiyon olduğuna göre, aşağıdaki biçimde 
tanımlanan g, h, k fonksiyonlarının tanım kümelerini bulunuz.

(a) g(x) = f  (3x^) (b) h(x) = f (x -  5) (c) k(x) = fi tan x)

8. a  cos X + b sin x + c = 0 denkleminin, x̂  Xg 2k n bağıntısını sağlayan 
Xj , X2 kökleri için

2 absin (xj + X2İ = 

cos (x  ̂ + X2İ =

tan
Xj +X2

o2+ b 2
g^-b^
a 2+ b 2

b
a

olacağını gösteriniz.

9. arc tan /x(x+ 1) + arcsinv/x^+x+ 1 = ^  denklemini çözünüz.

10. flx) = İn (x+  v/x̂ + 1 j biçiminde tanımlanan f  : R —> R fonksiyonunun 
tersinin (x) = sin hx olacağını gösteriniz.

11. s(A) = n olsun. Anın r elemanlı alt kümelerinin sayısının olaca­

ğını gösteriniz.

12. s(A) = n ve s(B) = m olsun.

(a) A dan B ye m" tane fonksiyon tanımlanabileceğini gösteriniz.

(b) A dan B ye tanımlanan fonksiyonlardan tanesinin birebir

olacağını gösteriniz.

13. ispat einiz ki, her f : R —> R fonksiyonu için öyle bir çift p fonksiyonu 
ile tek q fonksiyonu vardır ki f  = p + q dir.

n
14. n e N olmak üzere, flx) = 2  olsun. Aşağıdaki önermelerin

k = 0
doğruluğunu gösteriniz.
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(a) f(0) = 0 ise n -  1  inci dereceden bir p polinomu bulunabilir ki 
bunun için f(x) = x.p(x) dir.

(b) Her bir reel a  sayısı için p(x) = flx + a) şeklinde tanımlanan p 
fonksiyonu n inci dereceden bir polinomdur.

(c) Bir a  sajnsı için fla) = 0 ise n -  1 inci dereceden öyle bir h poli­
nomu vardır ki flx) = (x — a) . h(x) yazılabilir.

15, Derecesi 2 den büyük olmayan ve aşağıdaki özellikleri sağlayan p poli- 
nomlannı bulunuz.

(a) p(x) = p(l -  x)

(b) p(x) = p(l + x)

16. Katsayıları tam sa3u olan

(c) p(2x) = 2p(x)

(d) p(3x) = p(x + 3)

x" + a,x"  ̂ + aox"  ̂+ + a„_ıx + a„ -  01 ” Cl2̂

şeklindeki bir cebirsel denklemin tam sayı olmayan bir rasyonel 
kökünün olamayacağını gösteriniz.

17. ag , â  , ... , tam sayılar, ag ve a„ sıfırdan farklı olmak üzere,

agx" + aıx"”  ̂+ a2x"“  ̂+ ... + a„_ıX + a„ = 0

denklemi veriliyor. Gösteriniz ki, eğer bu denklemin bir p / q rasyonel 
kökü varsa p sayısı â  ̂ yi, q da ag sayısını böler.

18. f : R  R fonksiyonu her x, y e R için

flx + y) = fi:x) + fty) 

bağıntısını sağlıyor. HO) nedir?

19. f : R —> R fonksiyonu her x, y e R için

f(x + y) = fi:x) . fly) 

bağıntısını sağlıyor. flO) nedir?

20. N üzerinde tanımlı f  fonksiyonu için fU) = 3 ve n > l  için

fin + 1 ) = ^

dir. fi 100) nedir?
n 1  ^

2 1 . y. arctan— r = arctan------
k = ı  2 k 2  n - F İ

olduğunu gösteriniz.
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ÇÖZÜMLER

1 . (a) f(x) = v/x- 1  + / 5 -  X

fi;x) e R < = A x - l >  0 ve 5 -  x > 0  «  x > l  ve x < 5  x e [ l ,  5]

(b) g(x) = /log(5x-x^)

g(x) G R <=> log (5x -  x )̂ > 0 <=> 5x -  x̂  > 1 <=> -  (x  ̂-  5x -  1) > 0 

«  x̂  -  5x -  1 < 0 

A = 25 -  4.1.(-1) = 29

Xl,2 =
5 + / ^ X e 5 - y / ^  5 + ^

(c) h(x) = log  ̂5

h(x) G R <=> log x5 g R <=> x ? t i  ve x > 0  

X — 3(d) u(x) = arc sin —- — + log (4 -  x)

u(x) G R « X -  3 < 1  ve 4 - x > 0 o - 2 < x - 3 < 2  ve x < 4

<=A l < x < 5  ve x < 4  <=> x g [1, 4)

(e) v(x) = arc cos ■ ■:—\ 4 + 2 sınx

3v(x) G R <=> 4 + 2sinx 4 + 2  sinx < 1  <=> 4 + 2 sin X > 3 

7n<=> sin x > - - ^  o  - ^  + 2 k n < x <  + 2k7i (k g Z) 2 b b

(f) s(x) = log (cos x)

s(x) G R o  cos x > 0  <=> --|- + 2k 7i < x < Y  + 2k 7i .  ( kGZ)

(g) t(x) =
y F R

t(x) g R <=> |x|- x>0  => x < 0 .

(h) w(x) = yarcsin(log2x)

w(x) G R <=> arc sin (log2x) > 0 <=> 0 < logg x < 1 

o  2° < x < 2  <=> l < x < 2 .
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(ı) k(x) = log2(log3(log4x))

k(x) e R o  logg (log^x) > 0 o  log4X > 1  <=> x > 4 .

(i) m(x) =

m(x) e R <=> 1 -  / 9-x^  > 0 <=> / 9-x^  < 1 <=> 0 < 9 - x ^ < l  

<=> x̂  < 9 ve x̂  > 8 <=> 1^1-3 ve |x |>2ŷ

<=>x£ ( - 3 , - 2/2) 0(272,3)

2. f  (f(x)) = /I -  f(x)2 = y i -  (/I -  x2) = y i - ( l - x 2 )  =/^2=x ( 0 < x < l )

3. X _ j  x - x + 1
x - l

f  ( f  (f(x))) = fi;x), f  ( f  ( f  (f(x)))) = f  ( f  (x)) = X .

4. (a) g ( / x 2 + l )  = / x 2 + l  + y(/x2+l) -  1 = / x 2 + l  + /^2

= X + / x 2 + l  = f(x) .

(b) g (/ x2- 1 ) = /x^- 1 + /(/x2- 1 ) -  1 = /x2- 1 + X = g(x)

f ( î T s ) = log
1 -

g + b 
1 + ab

1 + g + b = log l  + g b - g - b \ 
1 + gb + g + b j

1 + gb

= log (1 + gb -  g -  b) -  log (1 + gb + g + b)

= l o g ( ( l - g ) ( l - b ) ) - l o g ( ( l  + g )d  + b))

= log (1 -  g) + log (1 -  b) -  log (1 + g) -  log (1 + b)
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6. fla + b) + fîa -  b) =

a “ .a*’ + a " “ .a ”*’ + a “ .a " ‘’ + a ' “ .a ‘’

a°(a'^+a ‘’j + a  °{^a^+a (a '’+a"*’) ( a “+ a " “)
_2 . -

= 2 fla) . flb)

7. (a) g(x) = fi:3x )̂

0 < 3 x2 < 1  => 0 < x ^ < i  => — ^ < x < - ^^ < x < ^  
v/3 “  v/3

T g  = - 1  ^ ^ 1 X : -7= <  x <  
v/3 / 3

(b) h(x) = fi;x -  5)

0 < x  — 5 < 1  => 5 < x < 6  => Tjj = ( x :  5 < x < 6 )

(c) k(x) = fi tan x)

71o < tan x < l  => n7i < x <  — + n7t(n  tamsayı)

\  = X : n7r<x<-?-  + n7r 4

8. a  cos X + b sin x + c = 0 => %  cos x + sin x = -  , tan a  = ^
b b b

, . c • . btan a  cos x + sın x = -  -p ^  sın a  cos x + cos a  sın x = ----- cos a  =>b c

sin (a + x) = -  — cos a  = sin u c
Xj ve Xg denklemin kökleri olduğundan

a + Xj = u ise a  + X2 = Jt -  u olur. Dolayısıyla x̂  + Xg = n -  2a dır. 

sin (xj + X2İ = sin (ti -  2a) = sin 2a  = 2 sin a  cos a 

_ 2 , a b 2ab

cos

/a^ + b̂  /a^+b^ a^+b^

(xj + X2) = cos (n -  2a) = -  cos 2a  = -  (cos^a -  sin^a)

b2 a 2- b 2
ı2+ b 2 a 2+ b 2 a 2+ b 2
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+ Xg = 7T — 2a
Xı+Xg n - a tan

x, + x„
= tan cota = — a

9. arc tan /x(x+ 1) = u , arc sin /x^+x+ 1 = V ,

/x(x+ 1 ) = tanu , /x^+ x+ 1  = sin v

u = /x^+ x + l ,  u + v = -7T, tan u = —  , tan u . sin v = 1sın sınv

tan u . sin -  V j  = 1  => tan u . cos u = 1  => sin u = 1

^  y/x^+x+ 1  = 1  ^  x̂  + x + l  = l  => x(x+l) = 0

<=> x̂  = 0 ve Xg = - 1

1 0 . İn (x+ v/x̂ + 1 ) = y =» X + /x^+ 1  = ^  x̂  + 1  = + 2xe  ̂+ x̂

l  = e ^ ^ -2x e ^ ^ x  = ^ ^ x  = ^ ^
2ey 2

X = sin hy => f"^(x) = sin hx

 ̂ , 1 .. • 1 1 • 1 • • a s  f(x)+ f(-x) , f (x )-f( -x )13. f  nın tanım kümesindeki her x için nx) = ----- ğ------ ----------2------
yazılabilir.

= = denirse

olduğundan p(x) daima çifttir.

q(-x) =
f ( -x )~ f  ( - ( - x ) )  _ f(_X )-f(x) _ f(x )-f(-x )  _=-q(x)

olup q(x) fonksiyonu tek fonksiyondur.

14. (a) flx) = 2  afcX*‘ = ao + a^x + agX̂  + ... + a„x"
k = 0

Eğer flO) = 0 ise flO) = ap + â  . 0 + ... + a„ . 0 ag = 0 dır.
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Bu durumda f(x) = 2  ~ ^2̂  ̂ + ••• +
k = 0

= X (a  ̂ + agX + ... + a„x"“ )̂ = x p(x)

Burada p(x) = â  + agX + ... + a„x"” ,̂ n-1. dereceden bir polinomdur.

n
(b) flx + a) = 2  ^k = Hg + â  (x + a) + ag (x + a)  ̂+ ... + a„ (x + a)"

k = 0
=> p(x) = flx+a), n. dereceden bir polinomdur.

(c) flx) = ao + a^x + ... + ajjX"

-  0 = ag + a^a + ... + ajjX"

flx) = a j (x-a) + ... + a„ (x" -  a") = g (x-a) + ... + a„(x-a) (x"~^+...+a"“ )̂ 

= (x-a) [ap+a  ̂ (x+0) + ... + a„ (x"“ +̂ ... + a“~̂ ] = (x -l)  h(x) 

denirse h(x), n- 1  inci dereceden bir polinomdur.

16. a ile b aralarında asal, b 0 ve verilen denklemin x = -g şeklinde bir 
kökü olsun. Kök denklemi sağlayacağından

f  f
n-1

+ ... + a , T-+ a -  0n -  1  h  n

olur. Eşitliğin her iki yanı b"  ̂ ile çarpılırsa.

•^ + a ,a " "^ + a ,a '’ "^b+... + a ,ab ""^ + a b " “ ^=0n  1  ̂ n — 1 n

=> aja"“  ̂= aga -̂^b + ... + aj,_ âb"~  ̂+ = -  ^

bulunur, a ,̂ &2, ..., a„ 1er tam sayılar, a, b tam sayı ve b ^ 0 olduğun­
dan eşitliğin sol tarafı bir tamsayıdır. Sağ taraf da bir tamsa3a olmalı-
dır. (a, b) = 1  olduğundan nin tamsayı olması için b = 1  olmalıdır. 
Bu durumda x = a, yani bir tamsayı olur.

17. X = ^  verilen denklemin bir kökü olsun. Denklemde x yerine g  yazılırsa

+ a

bulunur. Her iki taraf q" ile çarpılıp düzenlenirse 

a„p" + a„_ıp"-^q + ... + aıpq"“  ̂ + aoq" = 0 =>

n-1
+ ... + a ı ( g )  + ao- 0

(1)
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^n-ıP" + -  + aıPq"  ̂ + aoq" = -a„p" 
yazılabilir. Her iki taraf q ile bölünürse

a„_ıp"-ı + ... + aıpq"-2 + aoq"-  ̂= -

eşitliğin sol tarafı bir tamsayı olduğundan sol tarafta bir tamsayı 
olmalıdır. O halde q I â p̂" dir. (p, q) = 1 olduğundan q 1 a„ dir.

(1 ) in her iki tarafı p ile bölünürse

a ĵp"  ̂ + ajj_jp" '̂ q + ... + a^q"  ̂ —  elde edilir Sol taraf bir tam-
P

sa3u olduğundan sağ tarafta bir tamsajndır. (p,q) = 1 olduğundan p I 
dır.

18. X = y = 0 alınırsa f(0) = f(0) + f(0) f(0) = 2fl0) => flO) = 0 olur.

19. X = y = 0 alınırsa flO) = flO) . f(0) => flO) -  f^(0) = 0 

=> flO) (1 -  flO)) = 0 <=> flO) = 0 veya flO) = 1 dir.

20. Her n > 1 için fin + 1) = ffn) + ^ yazılabilir.

n = 1 => «2)

n = 2 fl3) = n2) * ı

n = 3 => fl4) = M ) . i

n = 9 => «99) = «99)+  1

olur. Taraf tarafa toplanır ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

fUOO) = fU) + 9 9 . 1  = 3 + 33 = 36O
bulunur.

21. Eşitliği tümevarımla gösterelim, 

n = 1  için
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arc tan ^ - arc tan ^

olur. O halde önerme n = 1 için doğrudur, 

n = k için doğru olsun. O halde

y  arctan^-T = arctan,  ̂
m = ı 2m2 k + 1 (I)

eşitliği doğrudur, n = k + 1  için doğruluğunu gösterelim.
1(I) eşitliğinin her iki yanına arctan

2 (k+l)^
terimini ekleyelim.

+1 1  k 1y  arctan-----r = arctan + arctan---------- r
m=ı 2m2 k + 1  2 ( k + l )2

= arctan

= arctan

k + 1  2 ( k + l )2

1 -

k + 1  2 ( k + l )2

k + 1  
k + 2

a r c t a n f ^ S f c l ) ^ ^  
\ 2 ( k + l ) 3 - k

bulunur. Bu da önermenin k + 1  için doğru olduğunu gösterir.



D İZİLER

TANIM

Tanım kümesi N doğal sayılar kümesi olan fonksiyona dizi denir.

Diziler değer kümesine göre çeşitli adlar alırlar. Eğer dizinin değer 
kümesi R reel sayılar kümesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayılar 
kümesi ise diziye rasyonel terimli dizi adı verilir.

TANIM

Her n doğal sayısı için < M olacak şekilde bir M reel sayısı varsa 
(Sjj) dizisine üstten sınırlıdır denir. M sayısına da bu dizinin bir üst 
sınırı adı verilir. Her n doğal sayısı için > m olacak şekilde bir m reel 
sayısı varsa bu diziye alttan sınırlıdır denir, m sayısına da bu dizinin bir 
alt sınırı adı verilir.

TANIM

Vn e N için jŝ l̂ < K olacak şekilde bir K pozitif reel sayısı varsa (s„) 
dizisine sınırlı dizi denir.

TANIM

Bir dizi üstten sınırlı ise üst sımrlanmn en küçüğüne dizinin en 
küçük üst sınırı (eküs) veya supremumu denir.

Bir dizi alttan sınırlı ise alt sınırların en büyüğüne dizinin en büyük 
alt sınırı (ebas) veya infimumu denir.

TANIM
e > 0 ve a e R olsun. 

K = { x : l x - a l < e ,  x e R )  

kümesine a nın e - komşuluğu denir.
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TANIM

(s„) bir reel sayı dizisi olsun. Ve > 0 için (s„) dizisinin sonlu sayıdaki 
terimleri hariç diğer bütün terimleri bir s reel sayısının e- komşuluğun­
da bulunuyorsa (s„) dizisinin limiti s dir (veya s ye yakınsaktır) denir 
ve

lim Sj, = s veya (s„) —> s 

şeklinde gösterilir.

TANIM

(s„) bir reel sayı dizisi ve s e R olsun. Ve > 0 için, n > ng olduğunda 
|Sjj-s|<e kalacak şekilde e na bağlı bir no sayısı bulunabiliyorsa (s„) 
dizisi s ye yakınsaktır denir ve

lim Sj, = s veya (ŝ )̂ —> s 

şeklinde gösterilir.

TEOREM

Yakınsak her dizi sınırlıdır.

TEOREM

(s„) —> s ise VA, s R için X (s )̂ —> A . s

TEOREM

(Sn) ^  S ve (t„) t => (s„ H- t j  -> s + t dir.

TEOREM

(s„) s ve (t„) ^  t => (s„ . t„) -> s . t dir.

TEOREM

(s„) s, s 5* 0 ve Vn e N için 0 ise

dir.
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TANIM

(Sjj) dizisi verilmiş olsun. Eğer

1) Vn e N için Sj, < ŝ ^̂ j ise diziye monoton artan  dizi

2) Vn £ N için s„ < ŝ ^̂  ̂ ise diziye geniş anlam da monoton artan  
veya azalmayan dizi

3) Vn £ N için s„ > ŝ ^̂  ̂ ise diziye monoton azalan dizi

4) Vn £ N için s„ > ŝ ^̂  ise diziye geniş anlam da monoton aza­
lan veya artm ayan dizi

denir.

TEOREM

Monoton bir dizinin yakınsak olması için gerek ve yeter şart sınırlı 
olmasıdır.

TEOREM

lim 1  + — 1 = e dir.n — oc\ n i

TEOREM

dır.

a -  a ^,n n + 1(a) a 0 , b 0, (b„) azalan ve lim 77—̂.
° n + l

varsa

a a -  a ^,
lim = lim "

dır.

a ^ -  an d-1 n(b) bjj —> (bjj) artan ve lim ^ ^  varsa
°n+l~°n

a a  ̂1 -  a
lim ^  = lim "
n-oc n-c» b ^ ^ j  b^



LİMİT 95

TEOREM

û  > 0 ve
U !-----

lim — = c ise lim "/u = c dir.
U V n n

TEOREM

sına
lim a„ = 0 => lim ------ s. _

" a

TANIM

a : N —> R , a(n) = â j dizisi verilmiş olsun. 

k : N ^ N ,  k(n) = k„

fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak üzere 

(aok) : N -4 R , a (k(n)) = a (k„) = aĵ  ̂

bileşke fonksiyonuna a dizisinin bir alt dizisi adı verilir.

TEOREM

(s„) s ise (su ) —> s dir.

TANIM

(s„) bir reel terimli dizi olsun. (s„) bir Cauchy dizisidir <=> Ve > 0 için 
bir nQ 6 N vardır öyle ki m, n > ng için |s^“ Sjj|<e.

TEOREM

Reel terimli bir dizinin yakınsak olması için gerek ve yeter şart Cauchy 
dizisi olmasıdır.

TANIM

lim s„ = + °° <=> VBj e R için 3nj e N öyle ki Vn > n̂  için s„ >
n —00

lim ŝ  = — °° <=> VBg e R için 3n2 £ N öyle ki Vn > ng için s„ < Bg .
n —00

lim s„ = + °° olması halinde “(s„) artı sonsuza gidiyor”, lim s„ = -  °°
n —00 n —oo

olması halinde de “(s ) eksi sonsuza gidiyor” denir.
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PRO BLEM LER

1. Aşağıdaki limitleri hesapla5anız.

1 1 ^ 2 ^ 3 ^  ^ n - 1(a) hm —  + —  + —  + — —

n-»oo\ n  H" 1 n '

(c) lim(-^+ ^  + i + ... + —
n -o o\ 2  4  8  2 "

(ç) lim—
n —oo n

(d) lim (l--|- + ^ - + ... + ( -1 )"
n—cx3\ ö  y n -  1

(e) l i m l î ± 2 ! ± 3 ! ± ^
n-oo n'^

(f) lim(/n^+ 1  - n )
n —oo' '

, s ,. nsinn!(g) hm- -
n-00 n ^ +  1

o n  + 1 1 o n  + 1
(h) lim̂ -̂----— -----

n-oc 2 " - f 3 "

2. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz, 

(a) lirnCl -)-x)(l -H k^KI-i- x ^)...( 1 -t- x 2") = l - x

,W ıJ x H 2x|t....>[g;|
' ̂  z

(W<ı)

3. lima^=a olduğunda lim^^----------------  ̂= a dır, gösteriniz.
n-»oo n-*oo n

4. lim a„ = lim b„ = p olsun. Bir (c„) dizisinin sonlu sayıdaki terimleri 
hariç

 ̂ < b„

ise hm c„ = p dir, gösteriniz (Sıkıştırma Teoremi).

5. dizisinin monoton artan ve sınırlı olduğunu gös­

teriniz. Bu dizi yakınsak mıdır?

6. ((-  D") dizisinin farklı 5 tane alt dizisini bulunuz. Bu dizinin başka alt
dizileri var mıdır?
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"  î i l  Î İ 4  ■" ■■■+ n(n+lX n + 2)
dizi bulunuz. Bu dizi yakınsak mıdır?

8. 3n
2 n - 7  

(inf) bulunuz.

dizisinin en küçük üst sınırını (sup) ve en bü3dik alt sınırını

9. ^ ( - l ) “/nj dizisinin kaç terimi aralığının dışındadır?

10 . |a| < 1  için (1 + a + â  + ... + a") dizisinin yakınsak olduğunu gösterip 
limitini bulunuz.

11. Genel terimi 2 ^  ^  ̂ ) olan dizinin yakınsadığı sayıyı

bulunuz.

1 2 . â  = O ve n > 1 için â  ̂= y2 + a^_  ̂ şeklinde tanımlanan (a„) dizisinin 
yakınsak olduğunu gösterip limitini bulunuz.

13. inf a„ + inf b„ < inf (a„ + b„) < sup (a„ + b„) < sup a„ + sup b̂  ̂ olduğunu 
gösteriniz.

14. a O için > 1 olduğunu gösteriniz.

15. a„ = ( - !) "
İ l
2

n
olsun. İspat ediniz ki â  ̂> O ve aĵ ĵ < a„ dir.

16. 1 3 i)  ̂ yakınsak olduğunu gösteriniz.

17. Aşağıdaki limitleri hesaplayınız.
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(a) lim( 1  + ■
o\ n

5n

(b) lim( 1  -  —
n —oo\ n

(0 lim (l + —)n-»oo \ n. /

(d) lim fl + -  ̂
n —oo\ n

5n

2 n - 5

18. (Rj,) > o ve a> o olsun. (a„) —> a olduğundan log (a„) log a dır, gös­
teriniz.

19. (a„) —> a, Vn e N için a„ > O ve k e  N ise (y a ~ j —Va dır, gösteriniz.

20. (a„) ^  a, Vn £ N için a„ > O ve p e Q ise (a^) — r P dir, gösteriniz.

2 1 . (a„) dizisinin tekrarlama bağıntısı

a„+2 -  a„+ı + 6a„ = O

dır. a j = — , 0-2 = -̂  olduğuna göre (a„) dizisinin genel terimini bulunuz.O O

ÇÖZÜMLER

1. (a) limi ^  - I - 1 = limn -  l \ _ ı ;„ ( n -  l).n _ 1, 
2n̂ 2.n̂

(b) lim|
n —oo\

/1 + 3 + 5 + ... + (2n-JO _ 2 n + l
n+ 1

n ‘= lim ,
n -»c»\ rı "H 1

2 2n + l\  , ._ .n ^ -2 n 2 -3 n - l
n'̂

= lim
n^+n^

(c) lim( k  + t  + + (1  + 4  + ••• ■•■ „  ̂ 1n-oc\2 4 2" /  n-cc2\ 2 2 " - ı

= lim-^
n —00 u

___2!L
1 -

= lim i------= 1
n-oo 2 "

(ç) lim—
n —00 n

=lim—
n —oo n. n + n(n+ 1 )

2n
,. 1 n+ 1 _ 1 , 1 _ 3

2n 2 2
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(d) l im ( l - ^  + i  + ... + ( - i r - ı ^
n-»oo\ O 9  3 ^  ^

= lim
n —00

= lim
n —00

1- 1-1 

1- 1-1

= lim f
n -c c .4

1 - 1 - 1 ' " 3
4

(e) i i m i ! ± l ! ± ı ı ^  = Hmi . n (n + l)(2n + l)   ̂i  
n —oo n-»ooD n .’̂  3

(0 l i m ( y ^  -  n) = "  " )
n -o o ' > n - t»  / n ^ + l+ n

= = l im -= ^ = ----- = 0
n-oo/n^+ 1  + n 1  + n

(g) 1  < sinn!< 1n 2+ l
j ı   ̂ n. sin(n!)  ̂ n

n^ +l n^-Lİ n ‘̂ +1

lim- - n  _ ı..„  n , ,. nsin(n!)= lim-***.» ii*** : 0 => lim----T----^ -  0 (sıkıştırma teoreminden)
n-oon + 1 n-<x)n‘‘+ l  n-(» 11““+ 1

3n+:
o n + 1 . q n  + 1

(h) lim  ̂ -  lim-

n + 1
+ 1

n — oo 2 ^ +  3 ” n -
3^

= lim 3-^

n +  1
+ 1

^  = 3 .
+ 1

2. a) lim (1 + x) (1 + x )̂ (1 + x )̂ ... (1 +
n -• oo

- lim n  (l + x̂ '̂ ) = lim  ̂ — (sayfa 6, problem 14)
n -  oo k = 0 

1 ( 1x 1 < 1  lim =

b) lim

l - x
xl + |2x| + ... + [nx|

k x - l< [ k x | < k x  (k = l ,  2, ... n)

=> X + 2x + ... + nx -  n < |x| + ...+ |nx| < x + 2x + ... + nx

^  n (rL ti)x -n < | x l + ... + | n x | < ^ îfc l)x
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(n + 1 ) .. 1  . |xl + -  + |nx| ^ n + 1 .
2n n • 2n

n + 1  1  n + 1  Xhm A X---- = hm _ x = -jr
n — 00 2n n n — oo 2ıı 2

lim
n — 00

|x| + [2x| + ... + |nx[ X 
2n ‘

â ~l~ d. *f' Si
3. lim a„ = a olduğunda lim —---------------- - = a  olduğunu göstereceğiz.

n-»oo n-*oo n
lim Ujj = a olsun. Bu durumda Ve > 0 3nQ (e) vardır,
n-»oo

öyle ki |a^-a|<£ dur. 

a, + a„+ ... + a
s„ = ------------------- - olsun. Ve > 0 için" n

S jj-a| < £ olacak şekilde bir mg (e) sayısının mevcut olduğunu göstere­
lim.

s -  a =
a ı+ a ,+  ... + â

n -  a
a. + a ,+  ... + a„ +a„ ^, + ... + a „ -n .a1 nQ nQ +1 n

n

1
n

1
n

( a ı -  a) + ••• + (a„o- a) + (a„^  ̂ a) + ... + (a„- a)

al + ...+ a -  a + a  ̂1 -  a1 no+ 1 +...+  a _ -  a
B n -  n„

= — + -------n n

D
— ^  O (n ^  OO ) olduğundan Ş - 0n < e olacak şekilde e’a bağlı ng'le)

sa3nsı vardır.

mg (e) = max ( ng (e ) , ng'(e) ) olsun. Vn > mg (e) için

n -  n
n -  nn < n : o  ̂ n

lim s„ = lim
n -» oo n -» oo

< - = l  n n
a, + &0 ••• "t" ^

n -ü g  B , (n-Hg)
e < e => — + --------— e < e + e = 2en n n

n = a

4. lim â , = lim b„ = p olsun.

lim â j = p ise Ve > O için bir n̂  sa5usı vardır,
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öyleki n > nj için |a|^-p|<e dur.

lim b„ = p ise Ve > 0 için bir ng sayısı vardır,

öyleki n > ng için |bjj- p| < e

max ( n̂  , n2 } = nip diyelim.

O halde n > mg için -  e < a „ -  p < c „ -  p < b j j-  p < e  

^  K ~ P İ < e => lim c„ = p
' n -»c»

5. a -  1 +" 1 ! n!

=> a„ < a„^j olup verilen dizi monoton artandır, 

n! > 2““  ̂ olduğundan

1 + -  ̂+ -^ + ...+ -^<  1 + l  + -̂  + ...H—1 ! 2! n! 2 2 " ’ ^

= 1 + - d ) " = 1 +  2
1 - - d = 3 - ) n -  1 <3

olduğundan verilen dizi sınırlıdır.

Monoton ve sınırlı her dizi yakınsak olduğundan verilen dizi yakınsak­
tır.

6. dizisinin farklı 5 tane alt dizisini bulalım.

( - 1 , - 1 , 1 , 1 , ...) , ( - 1 . - 1 , - 1 , 1 , 1 , 1 , ... ) ,  ( ( - 1 ^ 1  ) = (1 , - 1 , 1 , - 1 , ...)

Bu dizinin başka alt dizileri de vardır.

7. B
n(n+l)(n  + 2) n (n + l) (n+l)(n + 2)
1 = A(n + 2) + Bn => 1 = (A + B) n + 2A
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A = ^  , B = -  ^  olur. Buna göre

" 1.2.3 2.3.4 n(n+l)(n  + 2)

2\1.2 2.3/ 2\2-3 3.4/ 2 U (n + D  (n+l)(n  + 2)

1 / 1  1
2 \1.2 (n+l)(n  + 2)

olur, lim s„ = Hm ^2\2 (n+l)(n  + 2)/ 4

bulunur. t„ = ^  -  g fa+T)(n~+ 2)' = (*n) »l^r.

8. s„ = 3n
2 n - 7

sup 3n
2 n - 7 = 1 2 , inf

-3 / 5  o 3/2 24/9 3 18/5 5

3n

12

2 n -7 = -9

( - 1 )" dizisinin 100’  100 aralığı dışındaki terimlerini bulalım.

( - 1 )"
n - 0

bulunur. O halde ilk 100 terim ( -  1 komşuluğunun dışındadır.

10 . lal < 1  için

s„ = 1  + a + a  ̂+ ... + a" olsun.
-.n+l

“n + l ‘ “  ................................................-  s„ = 1 + a + a^ + ... + a " ’’’  ̂ -  (1 + a + ... + a ") = a " ’’"̂  > 0

ŝ  < Sjj ĵ yani verilen dizi monoton artandır.

s_ = l  + a + a^+... + a"
|l-a"^ı| l  + |a|" '̂

1 - a  1 - a  1 - a
=> (s„) sınırlı dolayısı ile verilen dizi yakınsaktır.

1 _ on+1 1
lim s„ = lim —---------= ------

n — oo n — oo X “ â  l ' “ 3.
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1 1 . -  diyelim.

a ı + a 2+... + ^ ^ j^ / 2  3 , , n + l
n \ l  2 •••n n

a, + ao+ .. .  + a n + 1
lim ^ ^ ^  = lim a. = l im ^ î^  = 1n n

1 2 . â  := o , n > 1  için a„ = /2  + a^_j

a2 = /2  + O = J2  , ag = J2  + = J2  + J2  => ag < ag ve aj,_̂  < â  ̂ olsun,

a  ̂< a^ ĵ olduğunu gösterelim.

a„-ı < a„ ^  2 + a „ _ ı  < 2 + a„ ^  /2  + a „ _ ı  < /2  + a„ ^  a„ < a„^j dir. 

Yani dizi monoton artandır. Şimdi dizinin sınırlı olduğunu gösterelim. 

a9 = /2  < 2

ag = J 2 + J 2 < J2  + 2 = 2

ag < 2 ve a„ < 2 olsun. a„̂  ̂ < 2 olduğunu gösterelim.

a j,< 2  => 2 + a^< 4 => j 2  + a^ < 2 => â ^̂  < 2 dir.

Monoton ve sınırlı her dizi yakınsak olduğundan verilen dizi 
yakınsaktır, lim aĵ  = L olsun => lim â j_̂  = L dir.

lima = lim /2 + a ~ => L = / 2  + L => L ^-  L - 2  = 0 

=> L = 2 veya L = -1  , a„ > 0 olduğundan L = 2 dir.

13. İlk olarak inf a  ̂+ inf < inf (â , + bĵ ) olduğunu gösterelim, 

inf tanımından her n e N için â  ̂> inf â  , b„ > inf 

=> Vn e N için â , + b̂  > inf â , + inf b̂  dır.

^  inf (â  ̂+ bjj) > inf (aj,) + inf b„ (1 )

Şimdi sup (a  ̂ + b„) < sup a„ + sup b̂  ̂ olduğunu gösterelim, 

her n e N için a„ < sup (a„) , b̂  ̂< sup (b„) dir.

Vn £ N , Uj, + bj, < sup a  ̂ + sup bĵ

=> sup (a„ + b„) < sup a„ + sup b„ (2)

Ayrıca
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inf (a„ + bj,) < sup (a„ + b„) (3)

olduğu açıktır. (1), (2) ve (3)’den istenilen eşitsizlik gerçeklenir.

14. |a| > 1 olsun.

Xĵ  = |a|'^- 1  diyelim. la| > l olduğundan > 0 dır.

^  |a|'^=x„+l la| = ( l  + x„)" 

olur. Bemoulli eşitsizliğinden

la| = (l + x )”> l  + n.x =>0 <x <
a - 1

n
la l-  1

lim -— -----= 0 olduğundan sıkıştırma teoreminden, lim = 0 dır.
n — c» n

|al=l ise (|a|’̂ ) = ( l , l , ( n - ı  «>) =» lim|a|’̂ = l
\ / n — 00

o < 1 a 1 < 1  olsun. A r > l  => b = 7̂  dersek

lim b̂ "̂ = 1  limb'^"=----- —rr- = 1  => lim|a| 1  dir.
lim|a

n — 00

lAı

15. a = ( - ! ) " - 1/2
n

a \ _ a . ia  -  ! ) . . .(« - n  + 1 )
n

1

n

n! olduğundan

( 2 ) (  2 ^ ) - (  2 ^ n l-3...(2n-
n!

1)

2 "n!

a„ = ( - 1 )" ( - 1 )̂

dır. Dolayısıyla
n 1 .3 ...(2n-l) _ 1 .3 ...(2n-l)

2"n! 2 "n!
bulunur. Her n > 1 için a„ > O olduğu açıktır.

a„.,ı 1,3.5...(2n -l)(2n -H ) 2".n!
a„ 2 " ‘̂ ^(n-ı-D! 1.3.5...(2n-1)

"" 2n-t-2 ^  ^n+ı<an
olacağından (a„) azalandır.
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ifi 2.4.(2n)(2n + 2) 3.5.7...(2n + 1) _ 2n + 2 .
a„ 3.5.7...(2n+l).(2n + 3) ' 2.4.6...(2n) 2n + 3 ^

=» En+ı < a„ olup dizi monoton azalandır.

2.4.6...(2n) 2.4.6...(2n) ,
3.5.7...(2n+l) '  2.4.6...(2n) = '
Monoton ve sınırlı her dizi yakınsak olduğundan verilen dizi yakınsak­
tır.

17. (a) lim (l + —] =lim
n -• oo\ n. / n — oc

(b) lim ( 1 ---- ) = lim
n — oo\ Ti /  n -» co\ n.

İ T İn

n -  1

_ g..

= lim
n — oo n

n -  1 lim/1 1 H-------r\ n - 1

lim 1 H--------\ n - 1

lim/1\ n - 1
n - 1 e

i  = e-ı

n(c) lim/ l  + i )  , diyelim.

5n
l i m / l T İ r ‘= l i m / l T İ

20 k
.20

n — oo\ n. / k — oo\ k

(d) lim /1 + ^ ^  i  = i  diyelim,
n -  oo\ n / ’ n k

l i m / l T İ ] " " . l i m / l T İ
n — oo\ n  / k -* oo\ K

6 k - 5
= lim

k — 00

6

[ı + f ll k/ k j

- 5
=e®.l=e®

18. (a„) -> a => Ve > 0 3ng vardır. Öyle ki Vn > nQ için lâ  ̂-  al < e dur.

ja^j-a| < e =>-e  < a„ -  a < e =i> a - e < a j j < a  + e

|loga^- loga| < |log(a+ e ) -  loga| = log^l +

=> Vê  > O için Bng 3  Vn > ng için | loğa ̂  -  loğa | < ê  dır. 

=̂> (log a„) (log a) dır.
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19. -  b’̂  = (a -  b) (a*̂   ̂  ̂b + ... + b̂  eşitliğinde

a = , b = V â alınırsa

. ,— ,,r- a _ - a
, k- 1

( V ^ )  + ( «  V Î  + ...+ (V 5 )

( a j j ) a  olduğundan Ve > 0 , 3 ng D n > ng için |aj^-a|<^Vaj
k- 1

yazabiliriz. k/a~ -  Vâ| < " . , < e => limk/â~ = Va .

20. (a„) —> a , Vn e N için a„ > 0 olsun.

p e Q sayısını P = ^  k g Z , (m, k) = 1 ve k 0) şeklinde seçe­

lim. 19. sorudan biliyoruz ki (a„) —> a ise (^3^) Va dır. Yine biz 
biliyoruz ki m 6 Z için a„ ^  a ise a™—> a"* dir. Buna göre

(an)"’ = ( a J ^  = ( V ^ ) '"  ^ ( V ^ ) ” = ( a ) T  = aP

dir.

21. Karakteristik denklem -  x -ı- 6 = 0

Xj = 3 , Xg = -  2 dir. â  = ^ , &2 = ^ olduğundan 

=> a„ = . 3" -t- Aj (-2)" => 0 = 3A  ̂+ Ag (-2) ve

1  = Aj . 9  + A24  =>Aj  = ^ v e A 2 = - - :^  dir.15
3" ( - 2 " ) _ .  .^n.ı2-'  3"

" 15 10  ̂ ’ 10 15
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B İR  FONKSİYONUN LİM İTİ

TANIM

A c  R , f : A R bir fonksiyon ve a da A kümesinin bir yığılma nok­
tası olsun. Terimleri A \ {a} kümesine ait olan ve a noktasına yakınsa­
yan her (Xjj) dizisi için elde edilen j görüntü dizisi aynı bir L sa­
yısına yakınsıyorsa bu L sayısına f  fonksiyonunun a noktasındaki limiti 
denir ve

lim flx) = L
X — a

şeklinde gösterilir.

TANIM

A c R ,  f : A —>R ve g : A —>R birer fonksiyon ve a e R olsun. 

Eğer lim flx) ve lim g(x) limitleri varsa
X — a X — a

(1) lim (f -I- g) = lim ftx) + lim g(x)
X — a X — a x — a

(2) lim ( f . g) (x) = lim flx ) . lim g(x)
x -» a  X — a X — a

(3) Her x e  A için g(x) 0 ve lim g(x) ^ 0 ise
X — a

limf(x)

dır.

lim f(x)
x-ag(x) limg(x)

X a

(4) Her a  e R için lim (a . f) (x) = a  . lim flx)

TANIM

A c R ,  f : A —> R bir fonksiyon ve a da A kümesinin bir yığılma nok­
tası olsun.

(1) Terimleri A kümesinden alınan, her n € N için < a bağıntı­
sını sağlayan ve a noktasına yakınsayan her (x )̂ dizisi için (f(x^)) dizi­
si bir L j reel sayısına yakınsıyorsa, bu sayısına f  fonksiyonunun a 
noktasında sol tara fı lim iti denir ve

lim f(x)=L, veya lim f(x) = L,
x-a-  x - a -0

şeklinde gösterilir.
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(2) Terimleri A kümesinden alınan, her n e N için X,, > a bağıntı­
sını sağlayan ve a noktasına yakınsayan her (Xĵ ) dizisi için di­
zisi Lg sayısına yakınsıyorsa bu Lg sayısına fonksiyonun sağ taraflı li­
miti denir ve

limf(x)=L„ veya lim f(x)=L„
x - a +  x - a  + 0 ^

biçiminde yazılır.

(3) Bir f  fonksiyonunun bir noktada limitin var olması için gerek ve 
yeter şart o noktada sağ ve sol limitlerinin mevcut ve eşit olmasıdır.

TANIM

A c  R , f : A —> R bir fonksiyon ve a da A kümesinin bir yığılma nok­
tası olsun. Her e > 0 için, eğer 0 < |x- a| < 5 olduğunda |f(x)- L| < e 
kalacak şekilde bir 6 > 0 sayısı bulunabiliyorsa x, a ya yaklaştığında f  
nin limiti L dir denir ve

limf(x) = L
X — a

biçiminde gösterilir.

PRO BLEM LER

1. Aşağıdaki fonksiyonların karşılarında yazılı noktalardaki sağ ve sol 
taraflı limitlerini bulunuz.

(a) f : R ^  R, flx) =
2x + 1 , X  < 1 ise 

3 , x = 1 ise ,
4x -  1 , x< 1 ise

(b) f : R R, flx) = x ' * - l
x 2+ l

(c) f : R \ 12) R , flx) =
|x 2 -4 |  

x - 2  ’

a = 1

a = 1

a = 2

2. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarında yazılı noktalardaki limitlerini 
bulunuz.

(a) f ; R \ 10) ^  R, flx) =
2x

a = 0
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(b) f : R R, fi;x) =
x/2 , X < 1 ise 
0 , X = 1 ise , 

172 , X > 1 ise

(c) f : ( 0 ,  2 n ) ^ R ,  «x) =
sınx

, n  isesınx
0 , X = ise

a = 1

a = 71

3. Aşağıdaki limitleri hesaplayınız.

2 1(a) lim
1 x ^ - 1  x - l

|2x|
(b) lim —̂■

x - i  X 2

(c) lirnjx|

(ç) i i m ^ ± M ± £
x-t»px'^+qx+r 

x2-8(d) lim-  2 X -  2

(e) lim-^

1- (X+h)™-X™ ^(f) lım-̂ -̂----- kr--------, (m e N)nX -  o

(g) lim
x - a  x - a

(h) lim
X -  o

yx + h -  v/x

X -  o

(1) l im- ^ - - ^ -
x - 0  X

(i) l im (/x ^ -5 x  + 6 - x )X — 00' '

(j) lim (/x ^ +  5x+ 1 + x)
X — -  00 '  '

4. Aşağıdaki limitleri hesaplayınız.

/ 1 . sinx(a) h m ------
X — ; î/2 X

(c) h m ^
X -  o bx

(d) lim̂ -cosax 
X -  o X‘‘

( f )  i i m ^ i n ( x  +  h ) - s i n x  

h-O h

(b) lim sınx

 ̂ V V sınax (ç) hm .
X -  o smbx

/ X , — sin x - sina (e) hm----------------
X ^ a X ~  a

(g) i i ^ cosax-cosh x
X -  o

5. Aşağıdaki limitleri hesaplayınız.

sin (x^ - l )
(a) lim-----— -— -

X -  1 X -  1

(b) limx. sin—
X — oo X

(c) lim "in(tanx) 
X -  o sınx
Hm sin(cosx) 

^  j r  COSX 
*■* 2
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6. “ lim f(x) = L ise lim|f(x)| = İLİ dir.” önermesinin doğruluğunu gös-
X  — a  X  — a

teriniz. Bu önermenin karşıtı da doğru mudur?

7. flx) = 9x -  5 olsun. Bir 5 > 0  sayısı bulunuz ki | x - l| < 5  olduğunda 

I f(x) “ 4 1 < ^  kalsın.

8. g(x) = 2x  ̂ + 3 olsun. Bir 5 > 0 sayısı bulnuuz ki ]x| < 6 olduğunda 

|g(x)-g(0)|<-| olsun.

9. flx) = 3x + 5 ve e > 0 olsun. Öyle bir 5 > 0 bulunuz ki |x-2| < 5 
olduğunda |f(x)-ll|<e kalsın.

10. Aşağıdaki eşitliklerde tanımlanan f  : R 
noktalarda limiti yoktur?

(a) flx) = [x| + |-x|

(b) flx) = |x2|

(c) flx) = 1 -  X + [x| + |l -  x|

R fonksiyonlarının hangi

lsinx|
11. f : - ;r , ;r \ [0, 1) R , flx) = . . „ fonksiyonunun grafiğini çiziniz.

sın|x|
Bu fonksiyonun hangi noktalarda limiti yoktur.

ÇÖZÜMLER

1. (a) f : R ^  R, flx) =
2x + 1  , X < 1  ise 

3 , X = 1 ise ,
4x -  1 , x< 1 ise

a = 1

lim f(x) = lim(2x + 1) = 3 , lim f(x) = lim(4x -  1) = 3
. 1+ X- 1 X -  1“

limf(x) = lim f(x) = limf(x) = 3
* - ı  x - ı -

(b) f : R ^  R, fix) = x ^ - l
x 2+ l

a = 1

limf(x) = lim^ ^ - 4  = lim ^̂ - -̂ \ ^ — ~  = lim(x2-  1 ) = 0X- 1 : -* İ X ‘̂ +  1 X -  1 X2+1 x-< 1
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(c) f : R \ (21 ^  R , flx) =
|x 2-4|
x - 2 a = 2

x ^ -4
Um f(x) = lim -—

x - 2 +  x - 2 + ^ “ '^
= = lim(x + 2) = 4x - 2  X - 2  x - 2

|x 2_4İ (x2 - 4 )
lim f(x) = lim  ----- = lim------------- —  = -  lim(x + 2 )= - 4

x _ 2“ X — 2 X“"2 X — 2

o  halde 2 noktasında limit yoktur.

2. (a) f : R \ |0) ^  R, f c )  =
2x

a = 0

İ2x| 2x
limf(x)= lim ----- = lim—  = 2

X — O"*" x — 0’*' ^  X — 0X
İ2x| _ 2x

limf(x) = lim ■— - = lim----- 2
X  -  0“ X  -  or  X  x - 0  X

(b) f ; R ^  R, flx) =

limit yoktur.

x/2 , X < 1  ise 
0 , X = 1 ise , 

1/2 , X > 1  ise

lim f(x) = lim 4  = 4 ,  Um f(x) = Um 4  = 4
x _ l +  X — ^  X — 1“  X — 1Z  Z

lim f(x)= i
X — 1

(c) f : (0, 2ti) R, f(x) =
sinx

n  isesmx
0 , x = ;r ise

a = 1

a = n

sînx , C I T I Y
lim f(x) = lim ---- = lim - = - l

x-;r+ x-;r+
| s i n x  g İ t i y

lim f(x) = lim — - = lim+ —  = 1 
x-;r- x-;r-Sinx x -  ;r Smx

Um flx) yoktur.

3. (a) Um1 x 2 - 1  x - l

l im - 4 --------- ^  = U m = Um- = Um- -

(b) Um-

1 x 2 - 1  x - l  x - l  x 2 - 1 

|2x|
X - 1 x 2 -  1 1 x+ 1

1
2

x - i   ̂2
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= lim —  = 2 , lim
, r11 X 1

2

lım —  = 2 => hm -1 X  1
2x

(c) lim|x|
X- 2“
lim[x| = 2, lim|x| = l  => limit yoktur.

X -  2+ X  -  2“
(ç) i im M !± M ± ç

= lim-

X — 00 px“-ı- qx-ı- r

T ax^-(-bx-ı-c hm — r----------
X  —  00  qx-t- r X  —  0 0  2

x 2-8

x 2 - 4 - 4  t

X  X^ = lim- X  X^
q r \ x-oc q r p

(d) lim-  2 X -  2

lim^̂— ^  = hm lim(x -I- 2) -
x- 2 X - 2  x - 2  X - 2  x - 2  x - 2

x 2-8h m ----- ^
x-2  x - 2

mevcut değil.

(e) lim
x - 0

lim

l -y/l -4x^

1 - / T ^   ̂ ( 1 - / 1 - 4 x ^ ) ( 1 - l / 1 - 4 x ^)

x - 0
= lim

X- o

1 - ( 1 - 4 x 2)
= lim— -̂-----. = lim

x^(l-t- v/l-4x^) 

4x2
0x2^1  -I- v/l -  4x2  j  *-0 x 2 ^ 1 -| - / 1 - 4 x 2̂  2

= 1  = 2

(f) lim (x-I-h)™-x"
h -  o

lim (x + h r - x - =iim;
x"'-l-

lim- , h -  o n h -  o

c™ ^=mx"’ ^

■ih-1-...-l- h “ -x™

(g) lim ^'^X -  a
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lim 3 / x  -3 y /â  ^ 3y/a)(3y/x + 3y/â) 
x-a x - a  x-a  ( x - a ) ( 3 / x + 3 v/a)

= lim 9 x -  9a lim-
( x -a ) ( 3 / x  + 3v/a) * - a 3 / x + 3 y a  ‘i j a .

(h) lim
h -  o h

+ h 1
h ^yx + h + v/x j *>-oh^/x + h + / x  j 2y/x

(1)
X- o X

( / ı + X -  yi -  X) (yı+x  + y ı - x )
lim^-------------------------------------- j= J -

X yı +x  + y ı - x

= l ı m - 7 = —— ■... = lım -7 = =  , = O
x - o y ı + x + y ı - x  x - oyı +x  + y ı - x

(i) lim (yx^-5x + 6 -  x)

İ J ' s } -  5x + 6 - x ) fyx^-5x  + 6 + x) 
lim̂ -̂---------------------------------------------^-l im-

= lim
X -  oo , / /_ 5 , 6

yx^- 5x + 6 +x

y - 5 + f

X -  «.yx2- 5x + 6 + X

(j) lim (yx^+ 5x + 1 + x)

lim yx^+ 5x+ 1 + X = lim
( y x 2 + 5 x + l  + x ) ( y x 2 + 5 x + l  - x )  

( y x 2 + 5 x + l  - x )

=lim 5x+ 1
x( 5 + —

= lim
x|/l + ^  + - ^ - x  " ~ " “ - x  l  + ^  + - ^ + l

X X^ X X ‘‘

5
2
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4. (a) lim sınx

* 2

lim sınx

2
^  n  
2

(b) lim sınx
X - o o  X

- 1  < sin X < 1 , —  < < i  (x > 0)X X X

lim---- = 0, lim — = 0 => sıkıştırma kriterinden lim -̂---- = 0

(c) lim

X - o o  X

sinax
: - o o  X X  — oo X

X -  o bx
lin a Ş î^ = lim -"in a x  a _ a
; -  o bx . 0 ax b b

/ s ı .  sınax (ç) lım ■X -  o sınbx
sinax V sinax bx ax ahm-T—;— = hm----------- ;—  •;— = T-x-osınbx x-o ax sınbx bx b

(d) lim^“ ‘̂ °®^
X -  o

1 -  l - s i n 2| x
liml - c o s a x   ̂ ------ 2_ ^  ^
X -  o X  -  0 X  — 0

sın-ax

ax
2

a 2 a 2

(e) lim sınx -  sına 
X -  a

2 cos
j.^ şm x:^ şm a^ lin ,.
X — a X  a  x-*a

/x + a \ .
( 2 }'

X -  a

X -  a

sini 
= lim-X — a X ” a

X ̂  acosl — — 1 = l.cosa= cosa

(f) lim
h- o

sin(x -t- h) -  sinx

sin(x + h)-  sinx _ sinxcosh+ cosxsinh- sinx 
h-o h h- o h

T cosh- 1  . , V sinh= hm T---- sınx -t- hm , cosxh-o h h - o h
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( l - 2 s i n = | ) - l
= hm -----------T----------- sınx + hm ,h-o h h - o h

o _ . _ h  _ , „ h
sinh

cosx

- 2 sin^
= lim--- ;—  ------- • sinx + lim

h^o h 2 h -o  h
= 0 sinx + 1 cosx = cos x

T cosax-cosb x(g) lım----------X-------

cosx

X -  o

lim cô âx -co sb x^^ .^
l - 2 sin2^ - f l - 2 sin2^

X -  o X -  0

- lim
X -  o

sin(x^- l)  
5. (a) lim--------- ;-----

X -  1 X -  1

f • 1
2 f . ax 1 2

b2 s m ^ a 2 s m ^
2 bx 2 ax

2 2

b2- a 2

s in (x^ - l )  rv+n s in (x^- l)
lim----  ̂ = lim---- ■ (x+ 1 )= 1.2 = 2x - ı  x - l  (x+l)  x - ı  x ^ - l

(b) limx. sin— ( i  = t denirse x —>°o <=> t —>0 )
X -  oo X  X

limx. sin— = lim^ sint = 1X — 00 X  t  — o t

(c) limSİBİtan^
X -  o sınx
lim Sİn(tanx) _ j . ^ sin(tanx) 1
X -  o sınx X -  o sınx cosx

cosx
^  l i m sin(tanx) . ^ ^  1 1 ^ 1

x-o tanx cosx

(ç) lim — ( cos X = u denirse x
n  COSX
2

^■^sin(cosx)^ ^ .^ ş ^ ^ ^
---------  u - O  U

il
2 u o )

H cosx 
2

6. lim flx) = L <=> Ve > O için 36 > O 3  |f(x)-L|<e
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||f(x)|- |L|| < |f(x)-L| < e  => lim|f(x)| = |L|

önermenin karşıtı doğru değildir. flx) = 

fonksiyonu için lim|f(x)|=l olduğu halde lim flx) mevcut değildir.

- 1 , X rasyonel 
1 , X irrasyonel

7. Ix - l l  < 5  olduğunda |f(x)-4| = |9x-5 - 4| = |9x-9| = 9 | x -l| < 9<5

9 5 < ^ = > ( 5 < ^  seçmeliyiz.

8. 1x1 < 5  olduğunda |g(x)-g(0)| = |2x^+3-3| = |2x̂ | = 2|x|^<25^

2 <5̂ < ^  (5 < i  seçilmeli.

9. Ix-2I < 5  olduğundan |f(x)-ll| = |3x + 5 - ll| = |3x-6| = 3|x-2| = 35
£

35 = e => 5 = seçilmeli.

10 . (a) f(x) = jx j + |-x|

= X tamsayı

-|x| -  1  X tamsayı d ^ lse  

fix) = [xi + ı-x| =
o X tamsayı 

- 1  X tamsayı d ^ lse  

=> tüm noktalarda fonksiyonun limiti vardır ve —1  dir.

(b) fi:x) = |x2|

[x̂ | = m m < x ^ < m  + l  => /m < x < /m+T 

m = 0 = > 0 < x < l  => |x̂ | = 0

m = l  = > l < x < v /2 => |x̂ | = 1

m = 2 =>v/2<x<v/3 =!> |x ĵ = 2
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y

m . n V
° * 1

-{2  -1 1 {2

y  =[lx2|]

Dolayısı ile [x̂ | fonksiyonunun n doğal sa3u olmak üzere ± J n  nok­
talarında limiti yoktur.

lim_|x^| = n -  1
X — ^

l i m j x 2| = n
X  — / n

c) flx) = 1 -  x + |xl + l l - x j  = 1 -  x + [x| + 1 + [ - x l =  2-x+|x| + |-xl 

fi (x) = 2 -  X , fg (x) = jx| + |-x| 

fj fonksiyonunun limiti heryerde var ve

fg fonksiyonunun limitinin heryerde olduğunu a) şıkkında göstermiş­
tik. Dolayısı ile f  fonksiyonunun limiti her yerde vardır.

11. X G ’ 2 |x[ = 1, |sinx| = 0 => flx) = 0

X  = n
2 -  1^1 = 1 - lsinxl = 1  ^

X G => [xj = 1, lsinx| = 0 => flx) = 0

X = 2 => |x| = 2, |sin2| = 0 f(x) = 0 

X G (2, 3) => |x| = 2, [sinxj = 0 ^  flx) = 0 

X G [3, n) => [x| = 3, [sinx| = 0 => flx) = 0 

X = Tt => |x [ = 3 ,  [sinx| = 0 => flx) = 0 

X = -n  => [x| = -4 , [sinx] = -1  flx) = 0

X G (-71, -3), |x| = -4 , |sinxj = -1  => flx) = 

xG [ -3 ,-2 ) , [x| = -3 , |sinxj = - l  => f'̂ x) = 

X G [-2, -1), [x| = -2 , [sinx| = -1  => f(x) =
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X e [ - 1 , 0), |xj = - 1 , |sinx| = - 1  => f(x) = —sini

Dolayısı ile fonksiyonun - 1 , - 2 ,  -3  noktalannda limiti yoktur.

BÖLÜM PRO BLEM LER İ

1 . lim 0 olduğunda ^ ( - l ) "a ^ j  dizisinin ıraksak olduğunu gösteriniz.

2 . â  = 2 ve n > 1  için 

»n+l = I  + 4)

bağıntısını sağlayan (a )̂ dizisinin monoton artan ve sınırlı olduğunu 
gösteriniz. Dizi yakınsak mıdır? Yakınsaksa limitini bulunuz.

3. = Fg = 1 ve n > 2 için + F  ̂ bağıntısını sağlayan (F̂ )̂
dizisine F ib on acci dizisi denir.

olacağını gösteriniz.

4. â  = /2 ve n > 1 için a  ̂ = J2 +  biçiminde tanımlanan dizinin
limitini bulunuz.
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5. (a) (a„) —> a ve Vn e N için a„ < c ise a < c dir.

(b) (b„) yakınsak ve tüm terimleri negatif olan bir dizi ise limit negatif 
veya sıfırdır.

(c) (Cjj) yakınsak ve tüm terimleri pozitif olan bir dizi ise limit pozitif 
veya sıfırdır.

önermelerinin doğruluğunu gösteriniz.

6. a  E (0, 1 ) olsun, â  = a  ve n > 1  için

biçiminde tanımlanan (a„) dizisinin yakınsak olduğunu gösterip limiti­
ni bulunuz.

7. (s„) ^  s ve (t„) t olsun. Vn e  N için s„ < t„ ise s < t dir. İspat­
layınız.

8. Tüm terimleri rasyonel olan bir dizinin limiti irrasyonel olabilir mi?

9. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) J2  + J2  + J 2 . . .  = 2

(b) y e + y e + Z e  ...=3

(c) J 2 0 + J 2 Q + J ^  ... = 5

10. Fibonnocci dizisinin genel terimini bulunuz.

11. f : R —> R, ftx) = X + y x -  |x] biçiminde tanımlanan fonksiyonun limitli 
olmadığı noktaların kümesini bulunuz.

12. ffx) = 1"2 ■’* , f : E ^ R[x^ , X irrasyonel ise

fonksiyonunun hangi noktalarda limiti vardır?
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-  BÖLÜM PRO BLEM LERİN İN  ÇÖZÜMLERİ

1. Yakınsak dizinin her alt dizisin de yakınsak olduğunu biliyoruz.

Verilen dizinin | ( - I )^ a 2„j ve gibi iki alt dizisini
gözönüne alalım.

lim a„ = A ise lim aĝ  = a ve lim a2n+ı ~ ^

Bu durumda lim (-1)^" a2„ = a ve lim ^2n+ı “

Dolayısı ile ^(-l )"aj^j  dizisi yakınsak olamaz.

2. â  = 2 ve n > 1 için a„̂  ̂= ^  (a„ + 4) olduğundan 

aj = 2 , ag = -̂  (a  ̂ + 4) = 3 =» Sg > â  dir.

a„ > a„_ı olduğunu kabul edelim ve a„̂  ̂> â j olduğunu gösterelim.

»n-ı < a„ a„_ı + 4 < a „  + 4 ^  (a„_ı + 4) < |  (a„ + 4)

< n̂+1 ® halde verilen dizi tümevarım prensibi gereğince monoton 
artandır.

Şimdi sınırlı olduğunu gösterelim. Her n 6 N için < 4 olacağını 
gösterelim.

n = 1 için a j = 2 < 4 doğrudur. a„_̂  < 4 olduğunu kabul edelim ve 

Uj, < 4 olduğunu gösterelim.

a„_ı < 4 ^  a„_ı + 4 < 8 => | (a„_ı + 4 ) < | . 8  = 4 => a „ < 4

Tümevarım prensibi gereğince dizi sınırlıdır. Monoton ve sınırlı her dizi 
yakınsak olduğundan verilen dizi yakınsaktır, lim a„ = L olsun.

Bu durumda lim â ^̂  = L dir. => lim ajj,̂  ̂ = lim (a  ̂+ 4) =>

L = ^ (L  + 4)=^2L = L + 4=>L = 4=> lim a  ̂= 4

3. + Fjj indirgeme bağıntısının Fĵ  = k" şeklinde çözümleri
varsa
kn+ı _ ]jn-ı ^  k̂  = k + l  => k ^ - k - l  = 0. Buradan,

kı = , ko =  ̂ bulunur. 2  ̂ 2
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= Ak" + Bk2 (A ve B keyfi sabitler)

(Fi = 1 )

f ı + y s A + f ı - y s B = 1

Bu sistemin çözümünde A = -  B =

(F2 = 1 )

X
v/5

1 fı  + A l
n

f ı - A l “
A 2 2

*' n -t-1 _
F.

l-y/5
1 + / 5

1 + / 5
n + 1

l-v/5
n + 1

1 + A  
2

f ı - A

< 1  olduğundan limn-00 F„

1 + A
1 -

2
1 -

1 + A  
2 dir.

1  + A

1 + A

4. aı = A  ve n > 1  için a„ = J 2 +  /â^Tı 

a  ̂ = j 2

= J 2 + A  a j < a2 dir.

(1) a„_ı < a„ olduğunu kabul edelim ve a„ < a„^ı olduğunu gösterelim.

(1 )  den a„_ı<a„ / ^  < ^  2 + / ^  <2  + / ^

/2  + v/an-ı < y2 + / ^  a„ < a„^j 

Dolayısı ile tümevarım prensibi gereğince dizi monoton artandır.

aı = A  < 2

a2 = v/2 + A  < A  + 2 = 2 ve < 2 (2) olsun. 

a„^ı < 2 olduğunu gösterelim.

(2) den < 2 => yâ~ < A  => 2 + ya~ <2 + J2

=> y2+yâ~ < A + A + J2+2 = 2 => < 2

Dolayısı ile tümevarım prensibi gereğince Vn e N için a^ ı̂ < 2. Yani 
a,, dizisi sınırlıdır. Monoton ve sınırlı her dizi yakınsak olduğundan
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lim a„ = L olacak şekilde bir L sayısı vardır.

Um a„ = lim J 2  +

L = J 2  + / L  => l ? - / L - 2  = 0 ^  (L2-2)2  = L => L = 1

5. (a) (a„) —> a ise Ve > 0 için Bnp e N 3  Vn > ıio için |aj^-a|<e dir.

=» - e < a „ -  a < e  => a -  e < a „ < a  + e

Vn için aj, < c olduğundan a - e < a „ < c = > a - e < c  => a < c  + e 

e yeterince küçük seçilebilen pozitif bir sayı olduğundan a < c dir.

(b) (b„) —> b olsun. Ve > 0 için Bn,, € N 3  Vn > ng için |bj^-b|<e 

b - e < b j j < 0 => b - e < 0  => b < e  => b < 0  olmalıdır.

(c) (b) şıkkına benzer olarak yapılır.

1 96. n = 2 için ag = (a + a  ) < a  = aj => a2 < a,

a„ < a„_2 olduğunu kabul edelim ve a„^ı < a„ olduğunu gösterelim. 

an<an-ı = ^ < < a " . ı = ^ a  + a 2< a  + a 2_j

^ | ( «  + a3 < | ( a  + a 2_ı) a„^ı < a„

=> dizi monoton azalandır.

Ayrıca 0 < a„ < â  = a  olduğundan (aj,) dizisi sınırlı dolayısı ile yakın­
saktır.

lim a„ = L olsun. => lim a„_2 = L => L = ^ ( a  + L )̂ => -  2L + a  = 0

A = 4 -  4 a ,  = =

0 < a„ < a  olduğundan L = 1  -  J \ - a  dır.

7. (s„) s ve (t„) t ise (s„ -  t„) (s -  t) dir.

=> Ve > 0 3ng 3  Vn > ng için |s^-1^^-(s-1)| < e 

=> -e  + s -  t < S j j -  t „ < e  + s -  t 
s„ < t„ olduğundan s„ -  t„ < 0 dır. Bu durumda,
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-E + s -  t < s „ - t „ < 0  =î> -e + s - t < 0  => s - t < e  
e yeterince küçük seçilebilen bir pozitif sayı olduğundan 
s - t <0  => s < t

8. a„ = ^1 + ^ j  şeklinde tanımlanan dizinin tüm terimleri rasyoneldir. 

Fakat lim a„ = lim (1 + “ ) = e rasyonel bir sayı değildir.
n  -• oo n  — 00

9. (a) a = J 2 + J 2 +  ... olsun. => a  ̂= 2 + J 2 + J 2 ... => a ^ - a  -  2 = 0
a

a = 2 , a = - l  => a = 2 olmalıdır, (a > 0)

(b) a = J q+ J q + ... olsun. => â  = 6 + J& + ... = > a ^ - a - 6  = 0
a

a = 3 ve a = -2  => a = 3 olmalıdır, (a > 0)

(c) a = /20+ y/20+ y/^ ... olsun. => â  = 20 + a => a  ̂-  a -  20 = 0 
a = 5, a = -4 , a = 5 olmalı, (a > 0)

10. 3. soruda F„ =
" /5

ı+v/5 f ı - y s olduğu gösterildi.

11. z tamsayı olsun.

limf(x) = limx+ J-a -  |x| = z+ / z -  z = z ,

lim f(x) = lim x + y x -| x j = z + /z -  (z -  1 ) = z + 1
X  — z “  X  — z ~

Dolayısı ile tamsayı değerlerinde fonksiyonun limiti yoktur.

12. (Xĵ ) dizisi L (L 0) noktasına yakınsayan herhangi bir dizi olsun. Xj, 
in rasyonel elemanlarını aĵ , irrasyonel elemanlarını b„ ile gösterelim.
Fa„) = 0, flb„) = b  ̂—> dolayısı ile alt dizilerin görüntülerinin limiti
farklı (L ^ 0) olduğundan 0 hariç hiçbir noktada limit yoktur.



4.1. SÜ REK Lİ FONKSİYONLAR

TANIM

A c  R, f : A —> R bir fonksiyon ve a £ A olsun. 

limf(x) = f(a)
X  — a

ise f  fonksiyonu a noktasında süreklidir denir. Eğer f  fonksiyonu A 
kümesinin her noktasında sürekli ise fonksiyon A üzerinde süreklidir de­
nir.

TANIM

A c  R , f : A ^  R bir fonksiyon ve a e A olsun.

f  fonksiyonu a noktasında süreklidir. <=> Her e > 0 için en az bir 
5 > 0 vardır öyle ki |x-  a| < 5 => |f(x)- f(a)| < £ .

TANIM

A c  R , f : A ^  R bir fonksiyon ve a e A olsun.

(1 ) lim Rx) = Ra) <=> f fonksiyonu a noktasında sağdan süreklidir,
X a"*"

(2) lim Rx) = Ra) <=> f  fonksiyonu a noktasında soldan süreklidir.

TANIM

Bir f  : A ^  R fonksiyonu a e A noktasında sürekli değilse, fonksi­
yon bu noktada süreksizdir denir.

TANIM

A c R ,  f : A —>R ile g : A —>R fonksiyonları a £ A da sürekli ve a, 
P £ R ise

a f - ı - Pg ve f . g
f

fonksiyonları da a noktasında süreklidir. Ayrıca, eğer g(a) 0 ise —
S

fonksiyonu da a noktasında süreklidir.
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SÜ REK Lİ FONKSİYONLARIN ÖZELLİKLERİ

TEOREM (İşaret Koruma Özeliği)

f  fonksiyonu a noktasında sürekli ve f(a) ^ 0 olsun, a nın öyle bir 
5 - komşuluğu vardır ki bu aralıktaki her x için f(x) ile fla) aynı işaret­
tedir.

TEOREM (Bolzano Teoremi)

f fonksiyonu [a, b] kapalı aralığında sürekli ve Ka) ile f(b) ters işaretli 
ise (a, b) aralığında f(c) = 0 olacak şekilde en az bir c noktası VEU'dır.

TEOREM (Ara Değer Teoremi)

f : [a, b] R fonksiyonu sürekli olsun, [a, b] de Xĵ  < Xg ve Kxj) ^ f(x2) 
olacak şekilde herhangi iki x ,̂ Xg noktası verildiğinde f  fonksiyonu 
(xj, X2İ aralığında Kx )̂ ile f(x2) arasındaki her değeri en az hir defa alır.

TEOREM

f : [a, b] —> R fonksiyonu sürekli ise sınırlıdır.

TANIM

A c  R , f : A —> R bir fonksiyon ve c e A olsun.

|x- c| < 5

şartını sağlayan her x e A için 

ftx) < Rc)

olacak şekilde bir 5 > 0 sayısı varsa, f  fonksiyonu c noktasında bir  
yerel (lokal, rölatif) maksimuma sahiptir denir.

d € A olsun.

|x- d| < 5

şartını sağlayan her x e A için 

Rx) > Rd)

olacak şekilde bir 6 > 0 sayısı bulunabilirse, f  fonksiyonu d noktasında 
bir yerel (lokal, rölatif) minimuma sahiptir denir.

Yerel maksimum ve yerel minimum değerlerine fonksiyonun 
ekstrem um ları veya ekstrem  değerleri adı verilir.
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Eğer her x e A için 

flx) < flp)
olacak şekilde bir p e A varsa f  fonksiyonu p noktasında bir m utlak  
maksimıuna, her x e A için

flx) > «r)
olacak şekilde bir r e A varsa, f  fonksiyonu r noktasında bir m utlak  
minimuma sahiptir denir.

Sürekli bir f  : [a, b] —> R fonksiyonu mutlak maksimum ve mutlak 
minimuma sahiptir, yani [a, b] aralığında

sup I Rx) I X E [a, b] } = flx;̂ ) 

inf I Rx) I X £ [a, b] I = flx2) 
olacak şekilde x̂  ve Xg noktalan vardır.

TEOREM

f : [a, b] —> R sürekli ve kesin olarak artan bir fonksiyon olsun, 

fla) = c ve Rb) = d ise
(1 ) f : [a, b] [c, d] fonksiyonunun f"̂  tersi vardır.

(2) fonksiyonu [c, d] aralığı üzerinde kesin olarak artandır.
(3) f"̂  fonksiyonu [c, d] aralığı üzerinde süreklidir.

TEOREM

A c R  ve f : A - ^ R  bir fonksiyon olsun, f  fonksiyonu A üzerinde 
düzgün süreklidir <=> Ve > 0 için 35 > 0 öyle ki |x - 1 | < S eşitsizliğini 
sağlayan Vx, t e A için |f(x)-f(t)| < e dır.

TEOREM

Kapalı ve sınırlı bir aralık üzerinde sürekli bir fonksiyon bu aralık üze­
rinde düzgün süreklidir.

TANIM

A c R  ve f  de A da tanımlı bir fonksiyon olsun, f  nin A daki sürek­
sizlik noktalarının sayısı sonlu ise f  fonksiyonu A üzerinde parçalı sü­
reklidir denir.
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PRO BLEM LER

1. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan f  : R ^  R fonksiyonlarının karşıla­
rında yazılı noktalarda sürekli olup olmadığını inceleyiniz. Süreksiz 
olanların çeşidini belirtiniz.

a) flx) = x -| x l

b) flx) = —  , x?tO ise 
0 , X  = 0 ise

c) flx) = |x-ı- 2 İ

x = 2

x = 0

x = -2

2 . a, b ve c sabit sayılar olmak üzere, bir f  fonksiyonu 

flx) = sinx , X > c ise 
ax+b , x > c  ise

şekilde tanımlanıyor, b ve c verildiğinde f  fonksiyonunu x = c nok­
tasında sürekli yapan a değerlerini bulunuz.

3. Problem 2 deki soru)nı,

„ , f2cosx , X > c ise Ux) = [ax^ + b , x < c  ise 

şeklinde tanımlanan f  fonksiyonu için cevaplandırınız.

4. flx) = 2x , 0 < X < 1  ise eşitliği ile tanımlanan f : [0, 2] —> Rc - 2x , l < x < 2  ise 

fonksiyonunun sürekli olması için c ne olmalıdır?

5. Tanjant ve kotanjant fonksiyonları nerede süreklidir?

6. f : R \ 10} ^  R fonksiyonu flx) = şeklinde tanımlanıyor.

VBu fonksiyonun - 2. - ve —  2 5 ’^ aralıklarındaki grafiğini çiziniz.

Sıfır noktasındaki sağ ve sol limitlerini hesaplayınız. Bu fonksiyon x=0 
da sürekli olacak şekilde ffO) tanımlanabilir mi?
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7. fiK) = ( - ! ) “* “ alarak Problem 6 daki sorulan cevaplayınız.

8. ftx) = X (- D* alarak Problem 6 daki sorulan cevapla3unız.

9. X 0 için flx) = X . sin ^  biçiminde tanımlanan f  fonksiyonu verili­
yor. Bu fonksiyonun x = 0 da sürekli olması için f(0) nasıl tanımlan­
malıdır?

10. R den R ye öyle bir fonksiyon tanımlayınız ki bu fonksiyon hiçbir nok­
tada sürekli olmasın?

11. Kendileri sürekli olmadıklan halde çarpımlan sürekli olan iki fonksiyon 
bulunuz.

12. f  : R ^  R , flx) = X  + J x  -  |x| fonksiyonunun süreksizlik noktalarının 
kümesini bulunuz.

13. f  ve g, R den R ye 

x+  |x|
Rx) = — , g(x) = x  ̂ , X  > o  ise 

X , x < 0  ise

biçiminde tanımlanan fonksiyonlar olsunlar, fog bileşke fonksiyonunu 
bulunuz. Bileşke fonksiyonu hangi noktalarda süreklidir.

14. fi:x) =
(H - x ) " - l , X9t o ise 

, X  = 0 ise

fonksiyonunun R de sürekli olması için k ne olmalıdır?

15. Rx) = tan x olsun
■

1  ve f ^ ^ j = - l  olduğu halde, ^  3£
4 ’ 4 ara­

lığında flc) = 0 olacak şekilde bir c sayısı var mıdır? Bu sonuç Bolza- 
no Teoremi ile çelişir mi?
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16. f  : [O, 1] —> [O, 1] bir sürekli fonksiyon olsun, ispat ediniz ki [0, 1] 
aralığındaki en az bir c için flc) = c dir. (Böyle noktalara f  nin sabit 
noktaları denir). Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan f  : [0, 1] —> [0, 1] 
fonksiyonlarının sabit noktalarını bulunuz.

a) flx) = 1  -

b) flx) = x̂

d) flx) = 1  -  X

e) flx) = X

c) flx) = sin X f) flx) = |

17. f  : R —> R , f(x) = sin x fonksiyonunun düzgün sürekli olduğunu gös­
teriniz.

18. f(x) = î—jf , f  : R \ [0, 1) —> R fonksiyonunun süreksizlik noktalarını
F İ

bulunuz. Bu fonksiyon parçalı sürekli midir?

ÇÖZÜMLER

1. a) fi;x) = x -| x ]  x = 2

limf(x) = f(2) eşitliğinin sağlanıp sağlanmadığım inceleyelim.
X -  2

limf(x) = lim X-  |x| = 2 -  2 = 0
X -  2+ x - 2 +
limf(x) = l imX-  [x] = 2 -  1  = 1

X  — 2“  X  — 2“
lim f(x) mevcut değildir.

X  -  2

Dolayısı ile f(x) fonksiyonu x = 2 noktasında sürekli değildir. Burada 
sıçrama süreksizliği vardır.

b) f(x) = —  , x?t 0 ise 
0 , X  = 0 ise

x = 0

limf(x) = f(0) eşitliğinin sağlanıp sağlanmadığını inceleyelim.
X — 0

limf(x) = lim ^  =-t-oo , limf(x) = l i m- ^ =+ oo , f(0) = 0
X — O'*' X — ^  X — 0“  X — 0“  X
olduğundan fonksiyon x = O’da sürekli değildir. x = 0 da sonsuz sürek­
sizliği vardır.

c) flx) = |x + 2 |

X > -2  => f(x) = x + 2 , x < - 2  => flx) = -  (x + 2)
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=> lim f(x) = lim x + 2 = 0
x - - 2 +

lim f(x) = lim -  (x + 2) = 0 => lim f(x) = 0 dır.
x — - 2 “ x - * - 2  x - * - 2

f l-2) = |2 + 2 | = o olduğundan f  fonksiyonu x = - 2  noktasında sürek­
lidir.

2 . lim flx) = flc) olmalıdır.
X — C

lim f(x) = lim sinx = sinc , lim f(x) = lim ax+b = ac-ı-b
X  — C'*’  X  — C"*" X  — c " X  — c”
limitin mevcut olması için sin c = ac + b olmalı. Bu durumda 

sine -  ba = seçilmelidir.

3. lim f(x) = f(c) olmalıdır.
X — C

lim f(x) = lim 2 cosx = 2 cosc , lim f(x) = lim ax2-(-b = ac^-ı-b
X  -

limitin mevcut olması için 2 cos c = ac  ̂+ b seçilmelidir. Bu durumda 

2 cos c - ba = olmalıdır.

4. lim f(x) = f(l) olmalıdır.
X- 1
lim f(x) = lim (c -  2x) = c -  2

X  -  1+ *  -  1
lim f(x) = lim 2x = 2 . Limitin var olması için c - 2  = 2=>c  = 4

X- 1- X  -  1

olmalıdır.

5. Tanjant fonksiyonu + ^71-,^ + k;r j  aralıklarında, Kotanjant fonksi­

yonu (nk, n + kn) (k e Z) aralıklarında süreklidir.

7T
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6. Hm f(x) = lim — = oo
X  -  0+ X  -  0+ ^

lim f(x) = lim — = -  oo
X -  o- X  -  0 -

fonksiyon sürekli olacak şekilde 
flO) tanımlanamaz.

7. X  G —  2 5 ’^ = î i < i < 5  , fi;x) = (-ı)U

l < x < 2

2 < x < l

X  = 5

X  G - 2  -  —  

5

2 X

l < - < 2X

2 < - < 3X

3 < - < 4X

4 < - < 5X

1 = 5X

X 2

-4<x<-İ=> - 5  < - < - 4

- 4 < x < - 4 = >  - 4 < - < - 3  =>

- 4 < x < - 4 = >  - 3  < - < - 2  =>

- l < x < - 4 => - 2 < - < - l

^11=1

- il  = 2

|xl ^

l l "  = 4

= 5

1X

1̂

1 ^ 1 = - -

«x) = 1 

flx) = - 1  

flx)= 1 

«x) = - 1  

flx)= 1 

flx) = - 1

1 1 = -5  => «X) = -1

flx)= 1

flx)= 1
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- 2  < x < -  1 

x = - 2 1 
2

1
X

= - l  =>

= - ı  =>

flx) = - 1  

flx) = - 1

lim f(x)=lim ( - 1 )1**® ve lim f(x)=lim limitleri yoktur.
X  -  0+ X  -  0+ X  -  0“ X  -  0“

Fonksiyon x = 0 noktasında sürekli olacak şekilde flO) tanımlanamaz.

8. flx) = x ( - l)lı^■i

1 < X < 2 => «x) = X x = -2 flx) = 2

i < x < l «x) = -X , -2  < X < -1 => flx) = -X

4 * 4 flx) = X - K x < - i =i> flx) = x

î ' * 4 => «x) = -X , “ 4 * - - 1 => fi:x) = -X

1
5 4 => flx) = X 1 => flx) = x

1
 ̂= 5 fi:x) = 1

5 ’
1 1 
4 5 flx) = -  X
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f(0) = o tanımlanırsa fonksiyon O’da sürekli olur.

9. lim flx) = ftO) sağlanırsa f  fonksiyonu x = 0 noktasında sürekli olur.
X — 0

lim flx) - lim x sin — = 0 => HO) = 0 olarak tanımlanmalıdır.
X — 0 X — 0 X

10 . flx) =
[ 1 , X e  (- 1,1) ve X irrasyonel 
[o , X e  (- 1 , 1 ) ve X rasyonel

şeklinde tanımlanan f : (-1, 1) —> R fonksiyonu hiçbir noktada sürekli 
değildir. Çünkü hiçbir noktada limit yoktur.

1 1 . [1 , +oo) arahğmda flx) = 7̂  ve g(x) = |x| biçiminde tanımlanan f  ve
f I

g fonksiyonları x = 2 noktasında sürekli olmadıkları halde (f  g) (x) = x 
fonksiyonu x = 2 de süreklidir.
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12. X  — |x|>0, k e Z  olmak üzere 

l i m x -  |x| = k -  k = O
X -  k+

lim x -| x ] = k -  Q i - l ) = l  => x e  Z değerlerinde limit yoktur.
X -  k -

Fonksiyon bu noktalarda süreksizdir.

13. flx) =
x +  X X  , x >  0

, g (x) =o , x <0

x 2  , X > 0

x2  , X > 0  
X  , x < 0

o , x< o
(fog) (x) = flg(x)) = 

araştıralım.

lim (foğ)(x)=lim x^= 0 = (fog) (0) ,
X -  0+ X  -  O'f

lim (foğ)(x) = lim 0 = 0 => lim (fog)(x) = 0 = (foğ)(0)
X  —  0“ X  —  0“ X  —  0

=> fonksiyon her yerde süreklidir.

fonksiyonunun x = 0 da sürekliliğini

14. lim f(x) = f(0) eşitliği sağlanırsa, fonksiyon 0 noktasında sürekli olur.
X — 0
(Fonksiyonun diğer noktalarda sürekli olduğu açıktır.)

lim f(x) = lim k = w ------W ---------------
X  — 0 X  — 0 X  x - * 0  X

f(0) = k = n olmalıdır.

n = n

15. ^  3^ 
4 ’ 4

aralığında tan c = 0 olacak şekilde bir c değeri yoktur. Tan x

fonksiyonu verilen aralıkta sürekli olmadığından Bolzano Teoremi ile 
çelişmez.

16. isp a t: f : [0, 1 ] —) [0, 1 ] sürekli olsun.

g(x) = Kx) -  X fonksiyonunu tanımlayalım, f sürekli olduğundan g 
fonksiyonu da sürekli olur.

g(0) = FO) ve 0 < FO) < 1 olduğundan g(0) > 0 dır. 

g(l) = F D -  1 ve 0 < F 1 ) S İ  olduğundan g(l) < 0 dır.
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g sürekli ve g(0) ile g(l) ters işaretli olduğundan Bolzano teoremi 
gereğince g(c) = 0 olacak şekilde c £ (0, 1 ) vardır.

g(c) = flc) -  c = O => flc) = c olacağından c, f  nin sabit noktasıdır.

a) «X) = 1 -  x2 , I = [0, 1]

flc) = l - c ^  = c => ĉ  + c -  l  = 0

1̂,2 -
■İTy/Ş ■1+/5 e [O, 1]2 ’  1 2

b) «x) = x2 , I = [0, 1 ]

fi;c) = ĉ  = c => ĉ  -  c = o => Cj = o ve C2 = 1, Cj , Cg e [O, 1]

c) flx) = sin X , I = [O, 1]

flc) = sin c => sin c = c => c = O, c £ [O, 1]

d) f(x) = 1 -  X , I = [O, 1]

flc) = l -  c = c => 2c = 1  => c = -|-£[0, 1 ]

e) f(x) = X , I = [O, 1]

fi;c) = c = c ^  [O, 1] deki tüm x değerleri birer sabit noktadır. 

D fi:x) = I  , I = [0, 1 ]

fi;c) = c ^   ̂ olmalı, c = ^  sabit noktadır.

17. Ve > O için I x -  11 < 5  şartını sağlayan tüm x, t noktalan için 

|f(x)- f(t)| = |sinx- sint| < | x -1 | < 5 = e seçersek 

I f(x) -  f(t) I = I sinx -  sint | < e olur.

Dolayısı ile sinx fonksiyonu düzgün süreklidir.

18. k O ve k £ Z olsun. flx) =
1x 1

l i m ^  mevcut değil
x-k|x|

=> tam sayılarda fonksiyon sürekli değildir.

f  fonksiyonu parçalı sürekli değildir. Çünkü süreksizlik noktalan son­
suz adettedir.
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BÖLÜM PRO BLEM LERİ

1. A, B c R ,  f : A —>R,  g : B —>R fonksiyonları verilmiş ve RA) c  B ol­
sun. f  fonksiyonu a noktasında, g fonksiyonu Ra) noktasında sürek­
li olduğunda gof fonksiyonu da a noktasında süreklidir, ispatlayınız.

2 . f  fonksiyonu a noktasında sürekli olduğunda |f| fonksiyonunun da a 
noktasında sürekli olduğunu gösteriniz. |f| sürekli olduğunda f  sürek­
li olmak zorunda mıdır?

3. A c R ,  f : A ^ R  ve g : A - ^ R  fonksiyonları a e A noktasında sürek­
li iseler,

p = maks {f, g) , q = min |f, gl 

fonksiyonları da a noktasında süreklidir, gösteriniz.

4. Polinomlann her yerde sürekli olduğunu gösteriniz.

5. Bir aralığın sadece bir noktasında sürekli, fakat diğer tüm noktalarında 
süreksiz olan bir fonksiyon var mıdır?

6. [a, b] aralığındaki her u, v için

|f(u)-f(v)|<k|u-v|

olacak şekilde bir k reel sayısı varsa, f  fonksiyonu [a, b] aralığının 
her noktasında süreklidir, gösteriniz.

7. f  : R R bir sürekli ve kesin olarak monoton fonksiyon olsun, 
[(a, b)] kümesinin bir açık aralık olduğunu gösteriniz.

8. p(x) = 2  polinomunun C(, ve Cj, katsayıları zıt işaretli olduğunda
k = o

en az bir pozitif a için p(a) = 0 dır, gösteriniz.

9. [a, b] aralığı üzerinde sürekli ve reel değerli bir f  fonksiyonu veriliyor.
Ra) > a ve Rb) < b olduğunda f  foksiyonunun bir sabit noktaya sahip 
olacağını gösteriniz.
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10. ftx) = — şeklinde tanımlanan f ; (0, 1) ^  R fonksiyonunun sürekli fakat 
düzgün sürekli olmadığını gösteriniz.

11. Logaritma fonksiyonunun R'̂  üzerinde sürekli olduğunu gösteriniz.

12. Tek dereceli tüm polinomlann en az bir sıfır yerinin (kökünün) var 
olduğunu gösteriniz.

--------  ÇÖZÜMLER

g, Ra) noktasında sürekli olduğundan, Ve > 0 için I Rx) -  Ra) I < p 
iken I g(Rx)) -  g(Ra)) I < e olacak biçimde p = p (e) > 0 sayısı vardır. 
Diğer yandan f, a da sürekli olduğundan I x -  a I < 5  iken 
I Rx) -  Ra) I < p olacak biçimde bir 5 = 6 (p) sayısı vardır. O halde

IX -  Xq\ < 5  iken I(goD (x) -  (goD (a) I = I g(Rx)) -  g(Ra))I < e

gerçeklenir. Bu ise gof fonksiyonunun a noktasında sürekli olması 
demektir.

2. f, a noktasında sürekli olduğundan Ve > 0 için 35 > 0  3  l x - a l < 5  
için |f(x)- f(a)| < e kalır.

11 f(x) I - 1 f(a) 11 < I f(x) -  f(a) I olduğundan 11 f(x) | - 1 f(a) 11 < e olur.

Bu ise bize |f| fonksiyonunun a noktasında sürekliliğini verir.

|f| sürekli olduğunda f  fonksiyonu sürekli olmak zorunda değildir. 
Bunu aksine bir örnekle açıklayalım.

1  , X rasyonel ise 
- 1  , X irrasyonel ise

şeklinde bir f  fonksiyonu tanımlayalım.

Rx) =

X = a rasyonel olsun. (Xj,) = ve bu dizinin terimleri rasyo­

nel olan alt dizisini (t„) , irrasyonel olan alt dizisini (u„) ile gösterelim.

a ve lim t„ = Hm u  ̂= a olur.limx = lim [ a — ^  | = i
n — oo n — oo\ y n

lim f(u ) = lim ( - ! )  = - ! ,
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limf(tjj) = limi = 1
n -» 00 n — 00

olduğundan f  fonksiyonunun a noktasında limiti yoktur, a’nın irras­
yonel olması durumunda benzer işlemler yapılır, f  nin a noktasında 
limiti olmadığından sürekli de değildir.

Fakat |f(x)| = 1 sabit fonksiyonu her yerde süreklidir.

3. f, a noktasında sürekli «  Ve > O , 35  ̂> 0  3  l x - a l < 5 ^  için 

|f(x)-f(a)| < e

g, a noktasında sürekli <=> Ve > O, 382 > 0  3  l x - a l <52 için 

|g(x)-g(a)|< e

p(a) = maks ( fla), g(a) } , maks { 5j, 82 1 = 5 olmak üzere

V e > 0 ,  38 > 0  3  l x - a l  <8  için |p(x)-p(a)| < e olur. Dolayısı ile p 
fonksiyonu da süreklidir. Aynı şekilde q fonksiyonunun sürekliliği de 
gösterilebilir.

4. P(x) = Ujj x" + x"“  ̂ + ... + a,̂ x + ag polinomunu göz önüne alalım.

flx) = x" fonksiyonu için limf(x) = limx'’= a" olduğundan f  fonksiyo-
X a X — a

nu keyfi a noktasında her n için süreklidir. Sürekli bir fonksiyonun 
sabitle çarpımı ve sürekli fonksiyonların sonlu toplamları da sürekli ol­
duğundan p(x) fonksiyonu süreklidir.

5 . ^  R ,  Kx)  = j[-X  , X irrasyonel

fonksiyonu x = O noktasında sürekli, diğer noktalarda süreksizdir.

(Xjj) sıfıra yakınsayan rasyonel terimli bir dizi olsun, ^f = (Xj,) ^  O 
olur. (tjj) , sıfıra yakınsayan irrasyonel terimli bir dizi ise

dır.

ffO) = O olduğundan f, x = O da süreklidir, a O olsun. (x„) , a’ya 
yakınsayan rasyonel terimli bir dizi olsun, ( f  (x^)^ = (x^)-3 a olur. (t„),

a’ya yakınsayan irrasyonel terimli bir dizi olsun, ^f = (-t„) ^  -a  
olur, - a  olduğundan f , x = a da sürekli değildir.
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6. |f(u)-f(v)| <k|u-v|

Ve > O , 35 > O 3  |u-t|<5 için |f(u)-f(t)| < e oluyorsa 

f , t G [a, b] noktsında süreklidir.

Yukarıdaki eşitsizlik [a, b] aralığındaki her u, v için sağlandığından 

t G [a, b] ve V = t için de sağlanır.

8 = -̂  için => |f(u)-f(t)|<k|u-1 |< k .<5 = k • ^  = e

Dolayısı ile f  fonksiyonu t noktasında süreklidir, t  ke3dî olduğundan 
f, [a, b] de süreklidir.

7. f  fonksiyonu R de tanımlı ve artan olduğundan 
[a, b] aralığında da tanımlı ve artandır. Fonksi­
yonun [a, b] aralığında aldığı en küçük değer 
Ra) , en büyük değer Rb) dir. f  sürekli oldu­
ğundan, Ra) ile Rb) arasındaki her değeri bir 
defa alır. Dolayısıyla, [a, b] aralığının görüntü 
kümesi [ Ra), Rb) ] aralığıdır. Eğer f  azalan ise 
görüntü kümesi [Rb), Ra)] aralığı olur, (a, b) açık 
aralığında a ve b bulunmadığından görüntü kümesinde Ra) ve Rb) bu­
lunmaz. Bu durumda R(a,b)) = (Ra), Rb)) olur.

Cq < 0 ve c„ > 0 olsun. x = 0 için p(0) = Cq , lim p(x) = -h«> olur. Şu
X  —  o o

halde yeter derece büyük bir Xj noktası için p(x )̂ > 0 dır. Bolzano te­
oreminden, (0, Xj) aralığında p(c) = 0 olacak şekilde en az bir c nok­
tası vardır.

Cq > 0 ve c„ < 0 olduğunda benzer ispat yapılır.

9. f  sürekli ise g(x) = Rx) -  x şeklinde tanımlanan g fonksiyonu da sürek­
lidir.

g(a) = Ra) -  a > 0 (Ra) > a olduğundan)

g(b) = Rb) -  b < 0 (Rb) < b olduğundan)

g(a) ile g(b) ters işaretli olduğundan, Bolzano Teoremi gereğince, 

g(c) = 0 olacak şekilde c g (a, b) vardır. 

g(c) = Rc) -  c = 0 => Rc) = c olup, f  sabit noktaya sahiptir.
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Um f(x) = lim — = — olduğundan f  fonksiyonu keyfix — a x - » a X  a
10 . a G (0, 1 )

a G (0, 1 ) de süreklidir.

Şimdi düzgün sürekil olmadığını gösterelim.

Ve > 0 , 35 > 0  3  l x - t l < 5  için |f(x)-f(t)| =

|x-t|

X  t < e olmalıdır.

1 _ 1  
X  t x.t

0 < X < 1  aralığına ait iki noktayı Xj, Xj + 5 (5 > 0) olarak seçersek

| f ( X j ) - f ( X j  +  5 ) |  = x  ̂ x^+5 Xj.(X j+5)

Xj O’a yeteri kadar yakın olduğunda sağ taraf istenildiği kadar büyük 
yapılabilir. Dolayısı ile fonksiyon düzgün sürekli değildir.

1 1 . (a„) pozitif bir dizi ve a pozitif bir sayı olsun.

(â j) a olduğunda log a„ —> log a olduğu bilinmektedir. Buna göre 
e > 0 verildiğinde öyle bir 5 > 0 bulunabilir ki [â  ̂-  a| < 5 olduğunda 
|loga^-loga| < e kalır. Bu da fix) = logx fonksiyonunun sürekli oldu­
ğunu gösterir.

1 2 . p(x) = ao + ajx + ... + ve aĝ ^̂  > 0 olsun.

lim p(x) = -oo ve lim p(x) = +°o olacağından yeter derece büyük bir
X  —  -  o o  X  —  c c

Xg için p(x2İ > 0 ve yeter derece küçük bir Xj için p(xj) < 0 olur.

Bolzano teoreminden ( x j , X2) 
aralığında öyle bir c vardır ki 
p(c) = 0 olur.



TANIM

A c  R, Xq e A, Xq , A nın bir yığılma noktası ve f  de A dan R ye bir 
fonksiyon olsun. Eğer

x-xo X - X q

limiti, veya x = Xq + h koymakla elde edilen

lin .f ( » .^ h ) - f ( x „ )
h -  0 h

limiti mevcutsa f  fonksiyonu Xq noktasında türevlenebilir denir ve bu 
limit f  nin Xq noktasındaki türevi adını alır. Bu türev

df(xo)
Dflxo)

sembollerinden biri ile gösterilir.

TEOREM

A c  R, Xq 6 A ve f  de A dan R ye bir fonksiyon olsun. Eğer f  fonksi­
yonu Xq da türevlenebiliyorsa, bu noktada süreklidir.

TÜREV ALMA KURALLARI

1. Sabitin türevi sıfırdır.

2. flx) = x" ^  fXx) = nx"-^

3. f  ve g, A c  R üzerinde tanımlanmış ve x e A noktasında türev- 
lenebilen fonksiyonlar ise f  + g de x noktasında türevlenebilir ve

(f + g)' (x) = ( f ' + g') (x)

dir.

4. f  ve g, A c  R üzerinde tanımlı ve x e A noktasında türevlenebi- 
len fonksiyonlar ise f.g de x noktasında türevlenebilirdir ve

(f.g)' (x) = (f '.g + f.g') (x)

dir.
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5. f  ve g, A c  R üzerinden tanımlanmış ve x e A noktasında türev- 
lenebilen fonksiyonlar ve g(x) 0 ise f  / g fonksiyonu da x noktasında 
türevlenebilir ve

dir.

TRİGONOM ETRİK FONKSİYONLARIN TÜ REVİ
1 . (sin x)' = cos X
2. (cos x)' = — sin X

3. (tan x)' = 1 + tan^ x =
cos^x

4. (cot x)' = -  (1 + cor x) = -  —

Ü STEL VE LOGARİTMA FONKSİYONUNUN TÜ REVİ
1 . (e’')' = e’̂

2. (log^x)'=^log^e, (lnx)'=^

B İL E ŞK E  FONKSİYONUN TÜREVİ

TEOREM

A c  R, Xq e A ve f : A —> R fonksiyonu Xq noktasında türevlenebilir 
olsun, g fonksiyonu flA) kümesini içine alan bir B kümesinde tanımlı 
ve bu kümenin = Rxo) noktasında türevlenebilir ise gof : A —> R 
fonksiyonu Xq noktasında türevlenebilirdir ve

(gof)'(xo) = g'(Kxo)) . f'(Xo)
dır.

T E R S FONKSİYONUN TÜREVİ

TEOREM

A, B c R  ve f : A —̂ B fonksiyonu birebir örten olsun, f  fonksiyonu 
Xq e A da türevlenebilir ve f'(xQ) ^ 0 ise f“̂  : B —> A fonksiyonu da 
yQ = Kxq) da türevlenebilir ve

(^o)
dır.
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H İPER BO LİK  FONKSİYONLARIN TÜREVİ

(sin hx)' = cos hx 

(cos hx)' = sin hx 

1(tan hx)' =

(cot hx)' = -

cosh  ̂X 
1

sinh^:

PARAM ETRİK OLARAK VERİLEN  FONKSİYONLARIN TÜ REVİ

x = h(t) 
y = k(t)

d y ,
dx  ̂ dx

^  •
dt _ y

d^y
dx2

dt

y x - x y

(i)3

PRO BLEM LER

1. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan fonksiyonların, eğer varsa, karşıların­
da yazılı Xq noktalarındaki türevlerini bulunuz. Fonksiyonlar bu nok­
tada sürekli midir?

a) f(x) =

b) «x) =

c) flx) =

d) fi:x) =

X , x <2  ise 
2 , X = 2 ise Xo = 2

4 -  X , X > 2 ise

x  ̂ , X > 0 ise 
-x^ , x < 0 ise Xq = 0

(1 -  x)ln(l -  x) , X < 1 ise 
e* -  e , X > 1 ise Xq = 1

1 , X rasyonel ise 
0 , X irrasyonel ise Xo = 0 ve Xo= 1

l - x 2 Xq = 0

1-1 Xq = 2 ve 3
Xq -  2

X 1x1 Xo = 0

x H Xo = 0 ve 3
Xo = 2
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2. fîO) = 5, lim —-  = 4 ve g(x) = (x  ̂+ 2x + 3) f(x) olduğuna göre
x - 0  X

g'(0) türevini bulunuz.

3. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan fonksiyonların türevlerini bulunuz.

a) y = arc tan —X

b) y = arc cos / x

e) y = 7^ cos®x (3cos^x - 5) 15

f) y =
(tan^x- l)(tan '*x+  10tan^x+ i j

3tan^:

c) y = arc cot l  + x  
l - x

N xcosx-sın x
g) y  =  — -̂--------------xsınx + cosx

ç) y  = 4  tan^ X -  t a n  x  + x  h ) y  = l n ^ x  +  / a ^ + x ^ )

d) y = arc sin
v/î+ X̂

1 1  • / ı) y = -7=- arc sın /— x
 ̂ yb \Va

i) y = - 1
2 sin  ̂X 

j)  y = İn (e“* + xe“*)

+ İn (tan x)

k) y = X arc cos x -  /l -  x^

l) y = X arc tan — -  ^  İn (x̂  + a )̂a ^

\ • /î 2 i / cos:m) y = arc sın /I -  x ‘“ + arc tan I  ̂ĉosx
sinx

n) y = arc tan x + İn l  +  x  
l - x

o) y = X ya^ -x^  + a'^arcsın-

ö) y = arc tan ê ’' + İn e^ + 1
e2>'-l

p) y = | x - a r c  sin y/Ç + 

r) y = X -  2v/x + 2 İn 1̂ + /x ^

s) y = 2 (x -  a) /2a x -  x  ̂+ a^arcsin-̂ —̂—a

ş) y = İn (a + x+ /2ax+x^^
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t) y = | A ^ - ^ l n ( x + A ^ )

u) y = ■Ş-ln(x^-a^) + ——2 V / 2a x + a

ü) y = -̂  İn (1 + x) -  İn (x  ̂-  X + 1 ) + arctan ^
3 6 /3 /3

V )  y  =  ^ l n
tan^  + 2 - / 3

t a n | -2 + / 3

y) y = a İn ^/x + a + v/x  ̂-  /x^+  ax

z) y = ■ arcsın
/a^-b^ \a + bsinx/

/ a ^ m ^ \  ( a2-  b̂  > 0)

4. Aşağıdaki eşitliklerden y' türevini bulunuz.

d) x̂  + xy + ŷ  = 6
2 2 2 

^  x 3 + y 3 = a 3

a) x  ̂+ ŷ  = â

b) ŷ  = px

c )  2^ _ z !  =  i
a2 b2

f) X = y + arc cot y

5. e’̂  -  x̂  + ŷ  = 0 eşitliğinden y' türevinin x = 0 için değerini bulunuz.

6. Aşağıdaki eşitliklerden y "  türevini bulunuz.

a) x̂  + ŷ  = a  ̂ c) x̂  + xy + ŷ  = â

b) arc tan y = x + y

7. Aşağıdaki parametrik denklemlerle verilen fonksiyonların türevlerini 
bulunuz.

a)

b)

x = 2t -  1 

y = t^
c)

[x = cos^t(cost) ^  
ly = sin^t(cost)"^

x = e
y = ê
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8. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan f  : R'*̂  —> R fonksiyonlarının türev­
lerini bulunuz.

a) flx) = X* c) flx) = x^*

b) flx) = x'**̂  d) fi:x) = x‘ “̂

9. Aşağıdaki eşitliklerle verilen fonksiyonların n. mertebeden türevlerini 
bulunuz.

a) flx) =
X

b) y = v/x

c) flx) = sin X

d) flx) = cos 2x

e) flx) = cos^ X

10 . flx) = x^e olsun, (0) = ( - 1 )" olduğunu gösteriniz

1 1 . flx) = x” olsun.

olduğunu gösteriniz.

1 2 . flx) = e olsun.

a) f  (0) = -2  (n -1 ) (O)

b) f 2m -l)(o)^o

c) (0) = (-2)“  (2m -  1) (2m -  3) ... 5.3.1 

olduğunu gösteriniz.

13. fi;x) = ------ - için
l - x " ‘

(0) -

olduğunu gösteriniz.

n! , n çift ise 
0 , n tek ise
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14. f)[x) = x(l + x) olsun, n > 2 için 

(0) = ( - 1 )”-! ■ n

olduğunu gösteriniz.

15. flx) = X olduğunda (x) = e*'® dır, gösteriniz.
a “

16. flx) = x"  ̂ İn X için (x) = olduğunu tümevarım metodu ile
gösteriniz.

17. f(x) = x"  ̂e^* için (x) = (-1)" ■  ̂ olacağını gösteriniz.

18. f  ve g fonksiyonları için A c  R cümlesi üzerinde n. mertebeden türev- 
lenebilen fonksiyonlar ise f.g de n. mertebeden türevlenebilir ve

(f.g)'"^(x)= 2  ( — 
k = 0\ll/

dır, gösteriniz (Leibniz Form ülü).

19. Rx) = x  ̂ sin X olduğuna göre (x) türevini bulunuz.

20. f : R —> R fonksiyonu

x = Scost 
y = 4sint

biçiminde parametrik olarak veriliyor.

V 7 1— =7 türevinin t = — noktasındaki değerini bulunuz. 
d x “* 4
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ÇÖZÜMLER

X , x < 2  ise
a) flx) = ■ 2 , x = 2 ise X

4 - x , x > 2  ise

f(x)- 
h m --------

f(Xo) .l im f (x ) - « 2 ) = lim+ X -
X - X q ^0 X  -  2+ X 2 X -  2+

f(x)- 
h m --------

f(Xo)
= l i m « " ) - p = limX -

X - X q ^0 x -2 -  X - 2 X- 2"

x - 2 I -  2+x - 2

x - 2

f(x) -  f(2)Bu durumda lim— ^— limiti mevcut değildir. Yani fonksiyonun 2 
noktasında türevi yoktur.

lim flx) = f(xQ) ise fonksiyon Xq noktasında süreklidir.
x-Xo

lim f(x) = lim f(x) = lim (4 -  x) = 2 , lim f(x) = lim f(x) = lim x = 2
* -  *0+ X -  2+ * -  2 * *0- * -  2- * -  2

ftX()) = f(2) = 2 => f , Xq = 2 de süreklidir.

b) flx) = x  ̂ , X > 0 ise 
-x^ , x < 0 ise

3.

X q = 0

lim = lim = lim x2= 0
^  "  x - 0 +  ^  x - 0 +

lim = lim r 2£!zL0 = x)= 0
x - 0 X- 0" X- 0-

Sağ ve sol türevler mevcut olduğundan fonksiyonun 0 noktasındaki tü­
revi vardır ve 0 a eşittir. 0 noktasında fonksiyon türevlenebilir olduğun­
dan süreklidir.

c) ftx) = (1 -  x)ln(l -  x) , X < 1  ise 
e * - e  , x >  1  ise Xq = 1

lim. (̂̂ L- p ..l im -^’‘- ^ - Q ^
X -  1+ X -  1 t -  1+ x - l l i m ^  = e

1+ x - l

lim M z M  = lim ö - x ) I n ( l - x )   ̂  ̂^
x - l  ,,^ 1- x - l  x - l

=> f  fonksiyonu türevlenemez, zira sol türev yoktur.

d) flx) = 1 , X  rasyonel ise 
0 , X irrasyonel ise Xq = 0 ve Xq = 1

f  fonksiyonunun sürekliliğini araştıralım.
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Xq = O alalım. = —j=  olsun. x —> 0 dır.
/n

(Xjj) dizisinin rasyonel terimlerini aĵ  ile irrasyonel terimlerini ile 
gösterelim. Xĵ  -> 0 olduğundan a„ —> 0, b„ —> 0 dır.

fla„) = 1 , flb^) = 0 dola)nsı ile f  fonksiyonunun 0 noktasında limiti 
yoktur ve sürekli değildir. Dolayısı ile fonksiyon 0 noktasında türevle- 
nemez. Xg = 1  noktası için de aynı şekilde hesaplanabilir.

f) flx) = |l-x2|, X() = o

X -  XQ x - x „ X  -  o x - 0

x - 0  x - u  x - 0
sı İle süreklidir.

l - x 2  - 1
= lim------= 0 f  türevlenebilir, dolayı-

x - 0  X

g) flx) = [xl ,  X q = 2 ve Xq =  -

(x„) = ^2 + ^ 1  ve (y„) = ^  j  dizileri 2 noktasına yakınsayan iki dizi­

dir.

lim f(x ) = lim İ2 + —1 = 2 ve lim f(y„) = lim İ2 - —1 = 1
n — oo  ̂ n — oo| n |  n — oo n — oo| n f

olduğundan f  fonksiyonu 2 noktasında sürekli değildir. Dolayısı ile 2 
noktasında türevlenemez.

limf(x) = lim|xj = 1 , |■|| = 1
- I

'J
|x| fonksiyonu Xq = -ş  noktasında süreklidir.

/3\ 2 '^ ^ " ^  3f ' f —j = lim^----- --------= 0 => f  fonksiyonunun -ğ noktasındaki türevi

0 dır.

h) fi:x) = X IX I Xq = 0

f'(0) = lim̂^̂ ^̂ — = lim ^ -^  = lim|x| = 0 . Dolayısı ile fonksiyon 0 nok-
x-0 x - 0  x - 0 X x - o ' '

tasında türevlenebilirdir ve süreklidir.

ı) flx) = X |xj Xo = o ve Xo = I

f'(0) = lim̂^̂ ^̂ — = lim—1—1 = lim[x| mevcut değil.x - O X - 0  x - 0 X x- o‘ "
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Dolayısı ile fonksiyon 0 noktasında türevlenemez.

lim f(x) = lim x|x| = 0 = f(0) olduğundan fonksiyon O’da süreklidir.
x - 0  x - 0

e(x )-e(0) (x^+2x + 3)f(x )-3 f(0 )
2. g'(0) = lim ^^^  ̂ = lim̂ -̂-------------- ----------------

x - 0  X - 0  x - 0  X
 ̂ (x^+ 2x + 3)f(x)-  15+ (x^+ 2x + 3 )5 -  (x^+ 2x + 3)5
X- o X

= lim(x^+2x + 3)|^̂ ^̂ ~̂̂ j  + |— j s  = 3.4 + 10 = 22

 ̂= arc tan —X

1 / ı V  X® ( M -  1
\ x / x®+l \ X®/ l  + x®

b) y = arc cos 7x  

- 1
y = . ( / 7 V - ^ ı _____

! J î ^  2 / ^ ~  2 / ^

c) y = arc cot

y = -

l  + x 
l - x

1

1 + l  + x 
l - x

l - x

l + x 
l - x

l + x + l - x  

1 - 1  1

l - x +  l  + x
(1-X)2 

1 1

l  + x
l - x

2 / l  -  X / l  + x 2 / l  -  

ç) y = -̂  tan® x -  tan x + x

y ' = -̂  . 3 tan® x (1 + tan®x) -  (1 + tan®x) + 1 = tan^ xO

d) y = arc sin I -
\ A  +  x®
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y =
1 -

y r

y r r ^
= y ı +x2

y ı + x 2 -
y ı + x"

l  + x̂

l  + x^

e) y = :^cos^x(3cos^x-5) 15

y'= cos^x . (-sin x) (3 cos  ̂x -  5) -  6 cos x sin x . cos  ̂x15

f) y =

3 4 . 2 • 2 4 .= -  cos X sın X + cos x sın x -  77 cos x sın x o 5
= -  cos  ̂X sin X (cos^x -  1 ) = cos  ̂x sin  ̂x 

(tan^x- l)(tan '*x+  10tan^x+ l)
3tan^x

tan^x + 9tan^x- 9tan^x- 1 
3tan^x

= i  tan^ X + 3 tan x -  — -----^
3 tanx 3 tan3x

y = tan2 X (1 + tan2 X) + 3 (1 + tan2 X) + 3 + ( l + M M
tan'“x tan^x

= tan^ X + 4 tan^ x + 4 tan”̂  x + tan"^ x + 6

sin‘*x , 4sin^x , . cos^x , cos^x , «= — 7 -  + ---- ^  + 4 - 7 - ^  + - : - ^ +  6
cos’ x cos'^x sın‘‘x sın^x

_ sin^x + 4sin^xcos^x + 4sin^xcos^x + 6sin‘̂ xcos‘*x + cos^x
sin^xcos'*x

(sin^x + cos^x)  ̂_

g) y =
xco sx - sınx
xsınx + cosx

, (cosx -  xsinx -  cosx)(xsinx + co sx )- (sinx + xcosx -  sinx)(xcosx -  sinx)

x^(sin^x+ cos^x) __ 
(xsinx + cosx)^

O
(xsınx + cosx)^ 

x^
(xsinx + cosx)^

h) y = ln (x  + v/a2+x2)



152 TÜREV

1 +

y

1) y

X x+ /a^ + x  ̂
7a^ + x  ̂ _ /a^+x^

x+ /a^+x^ x+ v/a^+x  ̂ /a^+x^

1 • / /barc sın — x
A  \va

y =
1

A
/ ı - l / f x

A  A  _b x l  = A
 ̂ a j A  /a -  bx  ̂ A  /a -  bx^

i) y = 2 sin^x
+ İn (tan x)

y =
cosx ^ 1  + tan^x _ cosx ^ cos^x + sin^x

j)  y 

y'

k) y

y'

sin®x tanx sin^x sinx.cosx sin^x.cosx 
1

sin^x. cosx 
İn (e *̂ + xe“’‘)

-e " *  + x e “* _ - x
e * + xe l  + x

= X arc cos x -  </l -  x̂
X= arc cos x -

1) y =

y ı - x ^  / ı - x ‘

X arc tan — -  İn (x̂  + â ) a 2

= arc cos x

 ̂ X a a (2x) 4. x , ax= arc tan — + — -  -z „ = arctan— + —;----- - - ax
x2 

1 + ^  a ‘‘
2 x^+ a^ a^+x^ a^+x^

= arc tan — a

m) y = arc sin / l - x ^  + arc tan cosx
1  + sinx

y =
- x / y ı - x ^
y ı - ( i - x 2 )

+

-  sinx (1 + sinx) -  cos  ̂x 
(1 + sinx)^______

1 + cosx 
1  + sinx

c| A A ■ 2 2 y r A 2
- ö .  0 < x < 1



TÜREV 153

n) y = arc tan x + İn 11 + X
l - x

= _ 1 _  +  Â f l ± x ' |  ^  [ l - x + l  +  x j |l  +  x  ̂ ^
^ l  + x 2 ^ 2 \ l - x /

1 ^  1 l - x 1 +. 1
l  + x  ̂ ( l -x)^ l  + x l  + x  ̂ l - x ^  l - x ^

o) y = X v/a -̂ x  ̂+ avaresin—a

y - = - r S $ =  + +  a = - j = 4 ^ . ( i )  = 2
/ ı - ( -

J ^ x ^

ö) y = arc tan + İn e^+ 1
02='- 1

2e^ l / e ^ + l \  ̂ /2e^(e^~ 1 ) - 2e^ (e^ + 1)\ /e ^ + l V
 ̂ l  + e'** 2\e2>‘- l /  '\ (e2*-l)2 / \ e 2 * - l /

2 e ^ ^ l . e 2 > ‘- l  2e‘̂  2e^ 4e^
1 + e^ 2 62*+1 (e2*-l)2 1 + e^ e ^ - 1  1 - e at

p) y = ^x-  arc sin J x  + ^ J x - x

y'= arc sin /x + ( x „ ) -------•
\ 2 / y ı _ x

r) y = X -  2v/x + 2 İn ( l + yîc^

1 1 I 1
y - /x v/x l̂ + y x j

1 , 1 -  2x ■ r—p= + — , = arc sın /x

1 + /x) 1 + y/x

S) y = 2 (x -  a) /2ax- x2 + a^aresin. X -  a

y = 2
(2a-2x)

2 /2ax- 1 -
X -  a 2 \ a

2 a x - x 2 - x 2 + 2 a x -  0^+ a^
/2ax-x2 yâa x -  x ‘

ş) y = ln^a + x+ /2ax+ x^j
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1 +

y =

2a + 2x
2y/2ax+x^ _ a + x+  /2ax+x^

a + x+ v/2ax+x^ a + x + /2ax + x  ̂ v/2ax+ x  ̂ /2ax+ x^

t) y = | -A ^ -a 2  - ■ y l n ( x  + /x2-a2)

a2 +
2/x^-  a  ̂ 2

1 +

x + v/a -̂ j

x^-  a^+x2-  a^

u) y = Ş l n ( x 2 - a 2 )  + ^ l n X -  a

y =

2

m 2x

2a x + a 

n / 1 1 mx n
2 x^ -a2 2a \ x - a  x + a/ (x^-a^) (x^-a^)
mx+ n

(x2-a2)

ü) y = İn (1 + x) -  İn (x  ̂-  X + 1) +
o D

y =
1 (2 x - l )   ̂ 1

i  arctan ^  r- ^
v/3 v/3

1
3 (l + x) 6 x 2 - x + l  v/3  ̂ / 2 x - l

v/3

1 x - 2  1

_  _2_

2 / 3

V) y = ^ l n

3(l + x) 3 (x 2 - x +1 (x 2 - x +1)(1 + x) 1 + x 3

1 tan |  + 2-v/3

tan"^ -  2 + v/3' I

J _
v/3

. 1 
^"v/3

ln|tan-|- + 2 -  v/S j  -ln|tan-|- -  2 + y/3 j

tan|  ̂+ 2-v/3 t a n | - 2  + v/3

tan |  -  2 + v/3 -  tan |  -  2 + v/3
tan ^ l ( 2 - / 3 y
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( 7 3 - 2 ) l  + tan2|

t a n 2 | - ( 2 - y 3 ) '

y) y = a İn (/x + a + /x)  -  /x^+ ax

y = a
1 +. 1

2 /x + a 2 y/x
7x + a + v/x

2x + a a 2x + a
/x^+ ax 2 /x + a v/x 2y/x^+ ax

- X
/ax+ x  ̂

1z) y = , „ arcsin(-^^^^M^] , (a  ̂-  > 0)
7a2- b2  \a + bsınx/’

y =
a^cosx + abcosxsinx -  absinxcosx -  b^cosx

/ asinx + b \̂
\a + bsinx /

1
(a + bsinx)^- / l-  

(a^-b^)cosx
y/a -̂ b  ̂ y (a^ -b ^ )(l- sin^x) (a + bsinx) 

1
(a + bsinx)

4. a) x̂  + ŷ  = â

2x + 2y'y = 0 => y' = ----
y

b) ŷ  = 2px

2yy' = 2p y '=

«2 y2

a2 b2  ̂ a2y

d) x̂  + xy + ŷ  = 6

2x + y + xy' + 2yy' = 0 y' = 2x + y 
x + 2y
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e) e  ̂+ y^ = a^

2 - -  2 - -  3 + ^ y  3y'=0 =

f) X = y + arc cot y

y = - ı -

1
y ' 3

l - y ' = - 1  
1 + y'

y' i  = y'

=> y =

ı  + y '  

ı  + y '
=> y'  = y  ̂+ 1

5. — x  ̂+ ŷ  = 0

(y + xy') -  2x + 3y^y' = 0 => y' =, 2x-e*^y
xe*^+ 3ŷ

x = o => l + y ^  = 0 => y = - l  => y' = ö

6, a) x̂  + ŷ  = â

2x + 2yy' = 0

b) arc tan y = x + y 

1

. “ X- y - x  —
- X  - y - x y  \ y / 9y = — , y = o ---------- -̂----^ = - a 3 y  3
y y  ̂ y^

l  + y3 •y'=ı + y'=>y' - y 2

l  + y2j
l  + y 3 _

t2

. . 2 . 2
y = - r y  = —̂

= 1 ^  y ' = - 1 -  

ı  + y"ı  + ŷ = -  2

c) x  ̂+ xy + ŷ  = a^

2x + y + xy- + 2yy' = 0 =̂> y' = -

y "  =

2x + y
x + 2y

(2 + y')(x + 2 y )-( l + 2y')(2x + y)
(x + 2y)2

2x + 4y + xy'+ 2yy'~ 2x -  y -  4xy'~ 2yy'
(x + 2y)2
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y =
- 3 v + 3x 7 - ^ ^ 1

-3y + 3xy'  ________ \ x + 2y / _ -3 x y -  6y^~ 6x^~ 3xy
(x + 2y)2 (x + 2y)2

-6x y - 6y^~ 6x  ̂_ -6(x^+xy+y^)
(x+2y)3 (x + 2y)̂

(x + 2y)3

= -6a2 (X + 2y)-3

7. a)

b)

x = 2 t -  1
dy

c)

dy dt 3 ,9
v = t  ̂ dx dx 2

dt

t ^x = e -‘ ^ ^ _ d L =  2efi^_2-3t
y = e2t dx ^  - e - ‘

dt

|x = cos^t(cost)“’̂
|y = sin^t(cost)"^

dy ^  3sin^t(cost)^+i(cost)"®^sin^t 

^  - fc o s t^ s in t

cost"^.sin^t|3cos^t+ ^

-^ c o s t^ s in t

= _ ^ Ş İîf  . f 3 c o s H + ^
5cosH \ 2

8. a) flx) = X* => İn Hx) = İn x* => İn flx) = x İn x

P ^  = lnx + x i  f(x) = xMln X + 1) f(x) X
b) H:x) = x<**> => İn fi:x) = x’‘ İn 

f'(x)
=  X  ı ı ı ı x  -r i . } ı ı ı x  -t- x  * X= x*( lnx+ l)lnx + x ’‘— = x* (İn x + 1) İn x + x*  ̂f(x) X

r(x) = x̂ **̂  X* ( lnx( lnx+ 1) +

c) Kx) = x^* => lnf(x) = - l n xX
f'(x)
f(x)

= - 4 r l n x  + - - ,  f'(x) = x " * f 4 ^ - A l n x U x ^ = ‘ . ( l -  İn x) x“2 
x2 X X  \x  ̂ X̂  /
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d) =

İn Hx) = tan x İn x

= (1 + tan^ x)lnx + 
f(x) X

f(x ) = x ^ - ( - ^  + t e \
\COŜ X X /

9. a) flx) = — => r(x) = -  x“  ̂ => r'(x) = 2x“
X

f<") (x) = (-1)". n! 

b) y = / x  

f'(x) =

1 - If '(x ) = -  "

f'"(x) = 2.3x-3 ...

2"
c) flx) = sin X

f'(x) = cos X = sin X + /I

f"(x) = -  sin X = sin x + 2 ;r

f"Xx) = -  cos X = sin ( X + 3 •

(x) = sin IX + n • 

d) f(x) = cos 2x

f'(x) = -  2 sin 2x == 2 cos ( 2x + -^

f"(x) = -  2̂  cos 2x = 2‘‘ cos ( 2x + 2

f"'(x) = 2̂  sin 2x = 2̂  cos ( 2x + 3 •

(x) - 2" cos |2x+ n-^
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e) flx) = cos  ̂X

ly/ \ 2 sın2x ( c\ 7tı(x ) = - — - —  = cosl2x + —

f"(x) = -  2 cos2x = 2 cos ( 2x +

f"'(x) = 2  ̂ sin 2x = 2 cos ( 2x + 3n

(x) = 2"  ̂cos ( 2x + n

10. f'(x) = 2xe-*^®- — e-*'  ̂ => f(0 ) = 0 a

f'(x ) = 2e~^  ̂-  —  e-*+ f '(0 ) = 2

r"(x ) = - - e - » '“+ ^ e - * '^ - ^  ^  r '( 0 )  = - -

f V )  = ^  f^ (O) =
• £L S i 3 . 3 .

n̂) _ (_J)n (n — 1)

11. fU) = 1 =

f(x) = nx"-ı f ( l )  = n= I J

r ( x )  = n (n -1 ) x"-2 => r ( l )  = n (n - l ) = l j j 2 !

12. a) f(x ) = -2xe-*^ => f (0 )  = 0
v2 j  9 _v2f"(x) = -2 e-’‘‘  + 4x2 g-x- ^  = -2

f "  (x) = 12x6-’'̂  -  8x30-='̂  => r \ 0 )  = 0 

f  ̂ '‘)(x) = 12e-*^ -  48x20-*^ + 16x'‘0"*  ̂=> f  = 12
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f  = -2  (n-1) f<"-2)(0) sağlanır.

b) f'2“ -i)(0) = 0

r  (0) = 0 , r "  (0) = o , .. . ,  f ( o)

c) f "  (0) = -1 , (0) = 12, ..., (0) = (-2)“  (2m -l) (2m-3) ... 5.3.1

13. flx)  ̂  ̂ ^  — 1 olduğundanl - x 2  2 \ l - x  l  + x

n! , , , n̂ n!----------- - + (- l)n----- ii----^
( l -x ) " + ı  (l + x)"^ı

olur. X = 0 yazılırsa 

f<"\0) = |[n! + ( -l)"n !]  = n! 1 + (- D" n! , n çift ise 
O , n tek ise

bulıuıur.

14. f(x) = X (1 + x)- '̂2

f'(x) = (1 + x)-^2 _  i  X (1 +

f"(x) = -  (1 + x r /̂2 + M  . x (l + x)-5/2

r-(x )  = i |  ■ 3 (1 + x) X (1 + x)-3»

f{n) ( ) ^ 1.3...(2n 3) ^^^^^ı/2-n_l-3-(2n  D.x :( l  + x ) ^ ^ - ^
2 " - ı  2"

olacağından

f (n) /Q\ _ 1.3...(2n 3) ^
2 " - ı

bulunur.

15. flx) = xe=̂ ®

f  (x) = 6=̂  ̂ + -  e^“= e=̂  ̂( l  + -"l =a \ a / a

f"(x) = — + ~   ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ 0 3̂
a a a
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f  (x) = e*"® => f  (0) =
a" a"

16. “fîx) = x"  ̂ İn X => f  (x) = dir.” önermesinin doğruluğunu
tümevarımla gösterelim, 

n = 1 için

“ ftx) = İn X =» r(x) = — dir.” önermesi elde edilir. Bu önerme doğruX
olduğundan verilen önerme n = 1 için doğrudur, 

n = k için doğru olsun. Bu takdirde

“ flx) = x*‘~̂  İn X f  (x) = ^  dir.” önermesi doğrudur.

Buradan yararlanarak, önermenin n = k + 1 için doğru olacağını, yani 
“ flx) = x*‘ İn X ^  f ( x )  = dir.” önermesinin doğruluğunu göstere­
lim.

(x'̂  İn = (x.x* -̂ı İn = [ (x . İn x)<̂  ̂ ]'

olur. Diğer taraftan

[ x.g(x) = k (x) + X ĝ ’'* (x) 

olacağından

[ (x.x*̂ “  ̂ İn x)*'‘* ]' = [ k (x’'~̂  İn + x . (x'̂ “  ̂g(x)® ]'

= [ k (x*'-ı İn + X . ]'X

= k . (x‘‘-ı İn x)'W + 0 = k . f c l ) l  = M

bulunur. O halde 

(X*' İn = k!

olur ki bu da ispatı tamamlar.

vl/x
17. P(n) : flx) = x"-^ e^* => f ( x )  = (-1)" dir.V  n + 1

P(l) : f(x) = ê *̂ ^  f(x ) = -  

Bu önerme doğrudur.

,lAı
dir.
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Önerme n = k için doğru olsun. Bu takdirde 

“frx) = ê *̂ => f  (x) = (-1)'^ -4 - 7  dir.”XK+ 1
Önermesi doğrudur. Başka bir yazışla

(xk-ı ei/x)(k)  ̂ (_i)k

dir.
Önermenin n = k -ı- 1 için doğru olacağını, yani

( x k  g l / x ) ( k + D  ^  ( _ l ) k + l  _ e
l/x

n + 2
eşitliğinin doğruluğunu gösterelim.

=  [  (x'‘ ] '  =  [  (x . xk-ı ] '

=  [  k (x*‘-̂ g l / x ) ( k - D  ^ ( x k - ı  ] '

=  [  k (x''-ı g i y x ) ( k - i )  ^  X
,  p V x

• ( - l ) \ k . ı ] '

=  [  k (x*̂ -ı e l / x ) k  ^ ( e l / x  ^-ky  ]

=  ( - l ) ’ ^ k -

p l A t

1 . 1

ê '̂* ke^^
v k  +  1  « k

I Qİ/x 1 < A 1

, k  +  1

= (_l)k^ ı_â Iht
k + 2

bulunur. Bu da ispatı tamamlar.
18. Tümevarım prensibini kullanarak ispatı yapalım.

n = l  için (f.g)'(x) = 2  | ^ jf ‘''’(x)q<̂ ” '‘’(x) =>

f(x) g(x) + flx) g'(x) = j fe )  g'(x) + j f(x ) g(x).

= flx) g'(x) + f(x) g(x) 
n-1. türev için eşitlik doğru olsun. Yani

(f.g)*”“^'(x) = 2  ^jf®‘Hx)g*""'"“ ’̂(x) olsun. (1)

(1) ifadesinin her iki yanının türevini alalım.

(f.g/"’= ^jf(x)g<‘'-l>(x)-l-|^j ^|f'(x)q^‘ 2)(x)... + |^_ J-jf(n-l)(x)g(x)

^jf'(x)g'">"Hx)-k ... +|^_ j^]f‘"Hx)g(x)-f |)g^"iHx)g'(x)n - 1
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olur.
n -  1\ / n - 1

0 h  1
n -  1 

0

olduğundan

(f.g)'“  ̂= |Qj£g<")+ l^ jf 'g t"-1 )+ ...+ |^jfg(") = 2̂  ̂

olur.

-k)

19. flx) = , g(x) = sin X seçelim ve r(x) = 3x  ̂ , f"(x) = 6x , r" (x )  = 6
(x) = f®  = ... = f"(x) = 0

g"(x) = sin |x + n j olduğunu biliyoruz.

Lebiniz Formülüne göre

ĥ ”\x) = (g.£)̂ "̂ (x) = ĝ "̂ (x) flx) + n r(x)g^“"̂ (̂x) + f '(x ) g‘“"̂ (̂x)

+ n ( n - l ) (n -2 )  g(„_3)( )̂

= s in (x  + n-^jx®+n.3x^.sin|x + (n -  1)-^

n (n - 1)+ ■ sin^x + (n -2)-| ^ j+ ^^  ̂ ^^.6  . sin ^ x+ (n -3)-| -

h(30)(x) _ gjjj + 15ti) . x̂  + 90x^ sin |x + 29- + 90.29.x sin (x+  14^)

+ 145.28.6.sin|x + 2 7 | -

= -  x̂  sin X + 90x^ cos x + 2610x . sin x + 25.872 . cos x

dy
20. dy_ dt _ 4cost _ 4 cot (t)dx dx -3 s in t 3

dt
d^y

4 - (
dt 4

dx=̂ 3 ^  V dx 3
d2y 4 2^ -1 6
dx2 9/2

3sint 9 sin  ̂t
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TÜREVİN UYGULAMALARI
TÜREVİN GEOM ETRİK ANLAMI
Bir fonksiyonun bir a noktasındaki türevi, fonksiyonun grafiğine o noktadan 
çizilen teğetin eğimidir. Yani

m = f'(a)

TÜREVİN FİZ İK SEL ANLAMI
Yolun zamana göre türevi hızı, hızın zamana göre türevi ivmedir.

V = s ' , a = v' = s "

TÜ REVLE İL G İL İ TEO REM LER

TEOREM

f : (a, h) —) R fonksiyonu hir c e (a, h) noktasında türevli ve He) 0 
olsun, (a, b) aralığının öyle bir (c -  5, c + 5) alt aralığı vardır ki bu

aralıktaki her x için ile f'(c) aynı işarettedir.
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TEOREM

f  fonksiyonu (a, b) aralığında türevli, c noktası f  fonksiyonunun bir 
duraklama noktası, T'Cc) mevcut ve sıfırdan farklı olsun.

1) Eğer r '(c ) > 0 ise c de bir yerel minimum

2) Eğer T'Cc) < 0 ise c de bir yerel maksimum 

vardır.

TEOREM

f  fonksiyonunun (a, b) aralığında türevi mevcut ve (a, b) aralığı­
nın bir c noktasında

r(c) = r '(c ) = ... = = o ve f"\c) ^ o

olsun. Ayrıca fonksiyonu c de sürekli olsun.

(1) Eğer n çift ve f̂ "̂ (c) > 0 ise c de bir yerel minimum vardır.

(2) Eğer n çift ve f  ” (̂c) < 0 ise c de bir yerel maksimum vardır.

(3) Eğer n tek ise c de ne yerel minimum ne de yerel maksimum 
vardır.

TEOREM (Rolle Teoremi)

f : [a, b] —> R fonksiyonu sürekli ve Vxe (a, b) noktasında türevlenebi- 
lir olsun. Eğer f(a) = ftb) ise (a, b) aralığında. He) = 0 olacak şekilde 
en az bir c noktası vardır.

TEOREM

Kapalı bir aralıkta sürekli ve iç kısmında türevlenebilen bir fonksiyo­
nun iki sıfır yeri arasında türevinin sıfır olduğu en az bir yer vardır.

TEOREM (Diferensiyel Hesabının O rtalam a Değer Teoremi)

f ; [a, b] —> R fonksiyonu [a, b] aralığında sürekli ve Vx 6 (a, b) nok­
tasında türevlenebilir olsun. Bu taktirde, (a, b) aralığında

. _ f(b)-f(a) 
b - a

olacak şekilde en az bir Xq noktası vardır.
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TEOREM (Genelleştirilmiş O rtalam a Değer Teoremi)

f  ve g fonksiyonları [a, b] aralığında sürekli ve aralığın iç kısmında 
türevlenebilir olsunlar. Ayrıca Vx e (a, b) için g'(x) ^ 0 olsun. Bu tak­
tirde, (a, b) aralığında

f(b)-f(a) 
g'(Xo) g(b)-g(a)

olacak şekilde en az bir Xq noktası vardır.

TANIM

K c  R X R olsun. Eğer K kümesinin herhangi iki noktasını birleştiren 
doğru parçası K kümesinin içinde kalıyorsa, K ya bir konveks küme adı 
verilir.

TANIM

K c  R X R olsun.

K konvekstir Vx  ̂ , Xg £ K ve Vk £ [0, 1] için Xx  ̂ + (1 -  X) X2 e  K

TANIM

Her Xj , Xg £ [a, b] ve her X e  [0, 1] için

f  [Ax j+ ( 1 -  A ) x 2] <  A  f(Xj) +  ( 1 -  A ) f ( x 2 )

oluyorsa f  fonksiyonu [a, b] üzerinde konvekstir denir.
Her Xj, X2 £ [a, b] ve her X e  [0, 1] için

f [ A x ^ + ( l - A ) x 2 ] >  A  f ( X j )  +  ( l - A ) f ( x 2 )

eşitsizliği sağlanıyorsa f  fonksiyonu [a, b] de konkavdır.

TEOREM

f : [a, b] - 1  R fonksiyonunun (a, b) üzerinde ikinci türevi var olsun.
Eğer her x £ (a, b) için f"(x) > 0 ise f  fonksiyonu [a, b] de konveks­

tir.

TANIM

Bir f  fonksiyonunun konvekslikten konkavlığa veya konkavlıktan 
konveksliğe geçtiği ve fonksiyonun sürekli olduğu noktaya büküm nok­
tası veya dönüm noktası adı verilir.
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PRO BLEM LER

1. y = x^— 6x + 2 eğrisine teğet olan ve y = 6 x — 2 doğrusuna paralel olan
doğrunun denklemini bulunuz.

2.

3.

y = l  + x2
eğrisine orijinde teğet olan doğrunun denklemini yazınız.

(0, 3) ve (5, -2 ) noktalarından geçen doğrunun y = c(x + 1)  ̂ eğrisine 
teğet olması için c ne olmalıdır?

4. y = ax
a^+x^

eğrisinin hangi noktalarındaki teğetleri y = y/2ax- x^

eğrisinin x = a noktasındaki teğetine paralel olur.

5. x̂  + 4y  ̂ = 4 elipsine teğet olan ve (4, 0) noktasından geçen doğruların 
denklemini yazınız.

6. noktasından geçen ve x̂  -  4y + 4 = 0 parabolüne teğet olan 

doğruların birbirlerine dik olduklarını gösteriniz.

7. c herhangi bir sabit olmak üzere, x = -c  doğrusu üzerinde alınan her­
hangi bir noktadan = 4cx parabolüne çizilen iki teğetin dik kesiştik­
lerini gösteriniz.

8. y? -  2xy + ŷ  + 2x + y = 6 eğrisine A(2, 2) noktasında teğet olan doğ­
runun denklemini yazınız.

9. y = 2x doğrusunun y = x̂  + ax + b parabolüne A(2, 4) noktasında teğet 
olması için a ve b ne olmalıdır?

10. y = - X  doğrusunun y = x̂  -  6x  ̂+ 8x eğrisine teğet olduğunu gösteriniz. 
Bu teğetin değme noktasını bulunuz. Bu doğru eğriyi keser mi?

11. y = x̂  eğrisinin (0, 0) noktasındaki teğetini bulunuz. Teğet değme nok­
tasında eğriyi keser mi?

12. m nin hangi değerleri y -  mx doğrusu x̂  + ŷ  -  4x + 3 = 0 çemberine 
teğettir?

13. xy = 2 ile x̂  -  ŷ  = 3 eğrilerinin kesim noktalarında bu eğrilere çizilen 
teğetlerin dik kesiştiklerini gösteriniz.

14. x̂ '̂  + = a^  ̂ astroid eğrisine, bu eğrinin y = -x  doğrusu ile kesim,2/3^y2/3
noktasından çizilen teğetlerin denklemini yazınız.

15. ŷ  = 4px parabolüne üzerindeki bir (x^, ŷ ) noktasından çizilen teğetin 
denklemini yazınız.



168 TÜREV

y2 y2
16. —  + ^  = 1 elipsine üzerindeki bir (xj, ŷ ) noktasından çizilen teğetin 

denklemini yazınız.

17. y -  x -  x̂  eğrisine x = 0 apsisli noktasından çizilen teğetin Ox- ekseni 
ile yaptığı açısın ölçüsünü bulunuz.

18. y = arc sin X -  1 eğrisine, bu eğrinin x -  eksenini kesim noktasından
çizilen teğet ve normalin denklemini yazınız.

7119. X = t cos t, y = t sin t parametrik denklemi ile verilen eğriye t = — nok­
tasından çizilen teğetin denklemini yazınız.

20. Aşağıdaki eğri çiftlerinin dik kesiştiklerini gösteriniz.

a) ŷ  = 6x + 9 ile ŷ  = 9 -  6x

b) x̂  -  ŷ  = 5 ile 4x  ̂+ 9y  ̂= 72

21. ŷ  = x̂  eğrisine x̂  ̂== 0 ve Xg = 1 apsisli noktalarından çizilen teğetlerin 
denklemini yazınız.

22. x™y" = eğrisinin (xq, yg) noktasından eğriye çizilen teğetin den­
klemini yazınız.

23. 4x  ̂+ ŷ  = 72 eğrisinin, (4, 4) noktasında kesişen teğetlerinin denklemi­
ni yazınız.

24. c bir sabit olmak üzere f(x) = x̂  + cx̂  + 1 olsun, f  nin artan ve azalan 
olduğu yerleri (aralıkları) bulunuz, f  nin ekstremumlarmı hesapla5anız. 
Bundan faydalanarak c = 18 ve c = -18  için fonksiyonun grafiğini çi­
ziniz.

25. Aşağıdaki eşitliklerle verilen fonksiyonların karşılarında yazılı aralık­
lardaki mutlak maksimum ve mutlak minimum değerlerini bulunuz.

a ) f(x) = x^ -  3 x  4- 2  , [ - 3 ,  10]

b) f(x) = x 2 - 3 x  + 2  , [ - 2 ,  10]

c) f(x) = X + ^
ÎÖ ’

d) fix) = 2 ’' [ - 1 ,  5]

a  ̂ X^+ 1 0 0
e) u x )  _ [ - 1 ,  3]

x 2 - 2 5

f) fix) = e* sin  X , [0 , 2 ti]
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g) f(x) = v/5-4x

h) fîx) = x̂  + 1
, [ - 1, 1]
, [-1, 3]

26. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan fonksiyonların

a) Kritik noktalarını bulunuz.

b) r  türev fonksiyonunun işaretini inceleyerek artan ve azalan olduğu 
aralıkları bulunuz.

c) Yerel minimum ve yerel maksimum noktalarını bulunuz.

1) «x) = l  + x2

3) flx) = (x -  1)2 (x + 2)

2) fi:x) = x + -  (X7i0)
X

4) f(x) = xe~

27. f : R \ 10} —> R, Rx) = x̂  + ^  fonksiyonu veriliyor, k ne olmalıdır ki f 
fonksiyonu

a) X = 2 de yerel minimuma

b) X = -3  de yerel minimuma,

c) X = 1 de büküm noktasına

sahip olsun. Bu fonksiyon bir yerel maksimuma sahip olabilir mi?

28. x2 -  y2 = 1 hiperbolünün (0,1) noktasına en yakın olan noktasını 
bulunuz.

29. A(0, 5) noktasının 4y = x̂  parabolüne olan uzaklığını bulunuz.

30. x2 + y2 = 1 çemberinin hangi noktası (3,4) noktasına en yakındır.

31. Kx) = arc tan x -  arc tan -I- eşitliği ile verilen f  fonksiyonunun ekstrem 
değerini bulunuz.

32. a yarıçaplı bir çember içine çizilebilen dikdörtgenin alanı en fazla ne ola­
bilir?

33. Köşeleri orijin, x -  ekseni, y - ekseni ve y = 4 -  x̂  parabolü üzerinde bulu­
nan bir dikdörtgenin alanı en fazla ne olabilir?

34. İki köşesi x -  ekseni, iki köşesi de y = 16 -  3x  ̂ parabolü üzerinde bulu­
nan dikdörtgenler içinde alanı en büyük olanın alanını bulunuz.
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35. Toplamları 1000 ve kareleri toplamı mümkün olduğu kadar küçük olan 
iki sayı bulunuz.

36. Yarıçapı a olan bir küre içine yerleştirilebilecek dairesel silindirin 
hacmi en fazla ne olabilir?

37. a yançaph bir küre içine yerleştirilebilecek dairesel dik koniler içinde 
hacmi en fazla olanın hacmini hesaplayınız.

38. L uzunluğunda bir tel iki parçaya bölünerek bir çember ile bir kare 
yapılmak istenmektedir. Kare ile dairenin alanları toplamının en büyük 
olabilmesi için çemberin yarıçapı ne olmalıdır? Karenin kenar uzunluğu 
ile toplam alanı hesaplayınız.

39. Bir hareketlinin hızı, zamana bağlı olarak, v = t (t + 2) + 2 şeklinde 
değişmektedir. Bu hareketlinin minimum hızını bulunuz.

40. Bir doğru üzerinde hareket eden bir cismin ivmesi zamana bağlı olarak

a = sin (t )̂ . (t > 0)

biçiminde verilmektedir. Bu hareketlinin ivmesi ne zaman maksimum 
olur?

41. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

a ) X + — > 2  ,
X

b) tan X > X 

1

(x > 0 )

0<x<f
c) < arctanx < x

l  + x2

d) (1 + x)“ < 1 + ox ,

e) I sinx -  sint | < | x -  11

0  I arc tan x -  arc tan y I < I x -  y I 
, x - a , x x - ag) ------ < ln —< ------- , (0 < a < x)

X a a

(x > 0 )

(x > -1  ve 0 < a  < 1)

h)
l  + x

< ln (l  + x )<  X , (x > 0 )

42. flx) = X -  x̂  şeklinde tanımlanan f  fonksiyonuna [0,1] aralığında Rol­
le teoremi uygulanabilir mi? Uygulanabilirse teoreme uyan c sayısını 
bulunuz.
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43. e* = 1 + X denkleminin x = O dan başka kökünün olmadığım gösteri­
niz.

44. Rolle teoreminden yararlanarak 5x‘* -  4x + 1 = 0 denkleminin ( 0 ,1) ara­
lığında bir köke sahip olduğunu gösteriniz.

45. ftx) = X -  x  ̂ şeklinde tanımlanan f  : R —> R fonksiyonu [-2, 1] aralı­
ğında ortalama değer teoreminin şartlarını sağlar mı? Sağlarsa teorem­
de adı geçen x̂ , noktasını bulunuz.

46. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan eğrilerin konveks ve konkav olduğu 
aralıkları belirtiniz. Bu eğrilerin büküm noktalarını bulunuz.

Xa) y = 2x  ̂+ 1 d) y =

b) y = -2x^ + 3x  ̂-  12x e) y =

c) y = j

47. Ortalama değer teoreminden yararlanarak

sin (x -I- h) -  sin x = h . cos Xq

olacak şekilde bir Xq € (x, x + h) sayısının varlığını gösteriniz.

48. flx) = sin X ve g(x) = cos x şeklinde tanımlanan f  ve g fonksiyonları 

o, aralığında genelleştirilmiş ortalama değer teoreminin şartlarını 

sağlar mı? Sağlarsa bu teoremde adı geçen Xg sayısını bulunuz.

49. Ortalama değer teoreminden faydalanarak Rolle Teoremini ispat ediniz.

50. Tek fonksiyonun türevinin çift, çift fonksiyonun türevinin tek fonksiyon 
olduğunu gösteriniz.

51. İspat ediniz ki, eğer [a, b] aralığının her x noktasında r(x ) = 0 ise f 
sabit foksiyondur.

52. f  fonksiyonu [a, b] aralığının her noktasında türevlenebilir olsun. T 
fonksiyonunun Ha) ile Hb) arasındaki her değeri en az bir defa ala­
bileceğini gösteriniz. (Darboux Teorem i).

53. Sıfir yerleri reel olan bir polinomun türevinin kompleks sıfir yerlerinin 
olmayacağını gösteriniz.
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ÇÖZÜMLER ------

1. y = -  6x + 2 m = y'(xo) = 3xq -  6 = 6 => 3xq = 12 , Xq = ± 2

Xq = 2 => yg = -2  olur.

Doğrunun denklemi => y -  yg = m (x -  Xq) => y + 2 = 6 (x -  2)

=> y = 6x -  14

Xq = -2  ise yo = 6 bulunur.

Bu durumda doğru denklemi

y -  yo = m (x -  Xq) => y -  6 = 6 (x + 2) => y = 6x + 18 olur.

2. y' = 1 + x 2 - 2 x ^ l - x 2 m = y'(0) = 1 olur.(l + x2)2 (l + x2)2
Doğru denklemi y -  yo = m (x -  Xo) y = x olur.

3. (0, 3) ve (5, -2 ) noktalarından geçen doğrunun denklemi

y -  3 _ X -  0 ^  q
- 2 - 3  5 - 0  ^
olur. Bu doğnmım eğimi m = -  1 dir.

(xo> Yo) noktasında y = c (x + 1)“  ̂ eğrisinin teğetinin denklemini 
bulalım.

yo = X q+ 1 , y =
- c - c

=> y -
- c

Xq+1 (Xo+1)'
: (x -x„)=> y = -cx cx

(x„+ 1)2 (x„+ 1)2 X„+ 1 •

Bu doğru y = 3 -  X doğrusuna eşlenirse

1 ve
cx

“  + —^  = 3 Xn +0 ■ X„+l = 3(Xo+l)2 (Xo+l)2 Xq+1

=> Xq -  2xo + (c -  3) = o => Xq -  2xq + [ (xo + 1)̂  -  3 ] = 0 

^  Xq = 1 bulunur. Xo = -1  olamayacağından Xo = 1 dir. 

c = (xo + 1)̂  = 4 olur.

4. y = v/2ax- x2 eğrisinin x = a noktasındaki teğetinin eğimi 
2 a -  2x

y = 2v/2ax-x2
y'(a) = 0 dır. Dola3asıyla
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, a (a^+x^)-ax(2x)  ̂ ,
y = =0

=> â  -  ax  ̂= 0 => â  = x̂  => x = ± a

x = a => y = -^-----2 " ö ’ x = - a  => y = -
a ‘‘+ a '“ ^ a^+ a^

1
2

bulunur, istenen noktalar (^>^1 ve noktalandır.

5. Elipse (xq , Yg) noktasında çizilen teğetin eğimi

2x + 8yy' = 0 y' = "  ^  m = y' (xq , yo) = -  ^

=> Teğetin denklemi y -y ( ,  = - —̂ ( x -  Xq) ^  4ygy -  4y^= x^-  xxq
"*yo

=> 4ygy + xxq = x2 + 4y2 (*)

olur. Bu doğru (4,0) noktasından geçtiğinden 4xo = Xg+4yg olmalıdır.
2+ 4y2 .o oDiğer taraftan (xq , yo) elipsin bir noktası olduğundan XQ+4yg = 4 olur

Bu iki denklemden Xo = 1 olduğu görülür.
_ /ğ

Xo = 1 => yo = + - ^  dir. (*) denkleminde,

Xq = 1, yo = alınırsa 6y + /3x -  4/3 = 0 , Xo = 1, yo = -  alınırsa 

6y -  /3x + 4/3 = 0 denklemi elde edilir.

6. x̂  -  4y + 4 = 0 parabolüne (Xo , yo) noktasında teğet olan doğruların 
denklemi :

2x -  4y' = 0 => y' = 2 y' (jto-yo) 2 ’

y -  yo = - ^ ( x - X o ) ,  y -  x - ^ = y o 2

olur. ( 0  ) bu denklemi sağlayacağından

- f x o  = y o - ^  ^  2 x ^ -3 X ( , -4 y o = 0  ve

(xo , yo) parabol üzerinde bulunduğundan Xq -  4yo + 4 = 0 olur.
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2xo-3xo-4yo=0 ,

Xo-4yo+4=0

îu durumda ı 
teğetler diktir.

sistemi çözülerek Xq = 4 veya Xq = -1  bulunur.

Bu durumda m  ̂ = 2 ve mg = -  ğ  olur, m̂  . mg = -1  olduğundan

7. X = -c  doğrusu üzerindeki herhangi bir (-c, k) noktasından çizilen te­
ğet parabole (a, b) noktasında teğet olsun, (a, b) parabol üzerinde bu­
lunduğundan

b̂  = 4 ac (1)

dir. Parabole (a, b) noktasından çizilen teğetin eğimini bulalım.
9 2cy = 4cx => 2yy' = 4c => bm = 2c => m = -^

olur. Dolayısıyla teğetin denklemi

y -  b = ^  (x -  a)

olur. Teğet (-c, k) noktasından geçtiğinden

k -  b = %  (-c-a) b kb -  b̂  = -  2c  ̂-  2ac

b2bulunur. (1) den ac = —  dir. Bu değer son eşitlikte yerine konur ve 
gerekli düzenleme yapılırsa 

-b^ + 2kb + 4c  ̂= 0

denklemi elde edilir. Bu denklemin kökleri çarpımı 

b^. bg = -4c^

dir. Teğetlerin eğimleri çarpımı

m̂  . m, = 2c 2c 4c^ 4ĉ = - l
‘2 - b ,  b  ̂ bjb^ - 4 c2 

olacağından çizilen teğetler birbirine diktir.

8. x̂  -  2xy + ŷ  + 2x + y = 6 => 2 x - 2 y -  2xy' + 2yy' + 2 + y' = 0 => (2,2) 
noktası için 4 -  4 -  4m + 4m + 2 + m = 0 => m = -2  bulunur. Teğetin 
denklemi

y - 2  = - 2 ( x - 2 )  => y = -  2x + 6 

olur.



TÜREV 175

9. y' = 2x + a

= 4 + a => 4 + a = 2 => a = -2  olmalı.
( 2 ,4 )

(2, 4) parabol denklemini sağlayacağından 4 = 4 + (-2) . 2 + b => b = 4

10. -X = -  6x  ̂ + 8x => x̂  -  6x  ̂+ 9x = 0

X (x  ̂-  6x + 9) = 0 =» X (x -  3)  ̂= 0 => Xj = 0 ve Xg = Xg = 3 

=> Yi = 0. Y2 = Ya = “3 bulunur.

Doğru eğrİ5d (0, 0) da keser, (3, -3 ) de teğettir, çünkü 

y'(x) = 3x2 -  12x + 8 ^  y ' (3) = _ ı  dir.

11. y = x2 => y'(0) = 0 = m

Teğetin denklemi y = mx => y = 0 olur, 

y = 0 doğrusu y = x̂  eğrisini orijinde keser.

1 0 0  0 ' . < r > ' 4 - 2 x 2 x12. 2x + 2yy - 4  = 0, y = —  = --------2y y y

Çemberin (a, b) noktasından geçen teğetin denklemi

olur. Bunun y = mx olması dolayısıyla (0, 0) dan geçmesi gerekir. 

(0,0) noktası için ^ j ^  a  ̂+ b̂  -  2a = 0

(a, b) çemberi sağladığından

a2 + b 2 - 4 a  + 3 = 0 => 4 a -  3 -  2a = 0 =>a  = ^ => b =

9  _  3̂  9  _  ^

2 1 _  2 1
S  ~ / 3 ’ _ / 3  /3
2 2
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13. xy = 2 ^  y = I  => “  ( f ) = 3 => x‘* -  3x2 -  4 = O

^  (x2 -  4) (x2 + 1) = O => Xj = -2  V Xg = 2 olur.

Xj = 2 => y = 1 ve X2 = -2  => yg = -1  => A(2, 1) ve B(-2, -1 ) kesim 
noktalandır.

A(2, 1) noktasındaki teğetlerin eğimleri, y = y = -  -X

=> m  ̂= - ^ = - ^ ,  x2 -  y2 = 3 2 x - 2 y y '  = 0 => 4 -  2mg = 0

=> mg = 2 olur, m^. mg = j  2 = -1  olduğundan (2,1) noktasındaki 

teğetler birbirine diktir.

B(-2, -1 ) noktasında y'= -  => m  ̂= - ^ ,  2 x -  2yy' = 0 -  4 + 2mg = 0

=> mg = 2 olur, m̂  . mg = -1  olduğundan bu noktadan eğrilere çizilen 
teğetler de birbirine diktir.

14. x2/3 + (_x)^^ = a^  ̂ ^  2x^  ̂ = a^  ̂ ^  Xı_g = ± , ŷ  g = T'>2/3 _  „2/3 2/3 _  „2/3

2 / 2 2/2

2 _ı/a , 2 _i/a - „ , x- X  ^ + - y  ı^ .y  = 0 ,  y

olacağından teğetlerin denklemleri

_ a / . a \ I ay + — ^  = |x± -----

1/3

m = y

^ , = > x - y = ± - ^
2 / 2  \ 2 / 2 I v/2

olur.

( * 2^ ’’' 2^ )
= 1

15. y2 = 4px => 2yy' = 4p ^  y' = 2p m = y
ötı.yı) Yi

olur. (X]̂ , ŷ ) noktasından çizilen teğetin denklemi 

y -  Yi = (x -  Xı) => yyı -  y2 = 2p (x -  Xı) =>
y 1

yyı = 2px + y ̂  -  2pxj , yy  ̂= 2px + 4px  ̂-  2pxj yy  ̂= 2p (x + Xj)
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1 f i  I D X-' x b ^~2  ̂ ^  ’ y -------2y a ‘‘
m = y

X? y2^  1 j r  1 A 1

üzerinde olduğundan 2 "*” ^ ^  y ~ y ı  = ~ ~  (x -  x )̂

(*ı.yı) yjU 

Xjb2

X b̂
——  , (xı , ŷ ) elips

yyıa^ -  (y^r â  = -  x x̂b  ̂ + Xjb^

yıa '

yyia

olur.

2 ,.̂  ̂ ,.2 . 2̂ 2 ,. 2̂,2 . x.x, yy, (x,)2 (y,)2 , xx yy,
+xx,b =(y,) a +(x,) b ^  —  + => + İ T  "  ^b2

17. y' = 1 -  2x => y'(0) = 1

X  = O ise y = O olur, y -  0 = 1 ( x - 0 )  => y = x

tan 0 = m =  l  => 6 = -r 4

18. X eksenini kestiği noktada y = O dır.

n  . X - 1O = arc sın — • A x - l ^ r >  x - l _  . sın O = —t;— O = —r — => X = 1

y =

1
2

- M

=■ => y '(l) = 1  => m = i  olur.

Teğet denklemi y = ^ ( x - l )  ^  x - 2 y = l  olur.

m.p . mjj = -1  => mf̂  = -2  bulunur. Buna göre Normalin denklemi

y = -2  (x -  1) =î> y + 2x = 2

olur.

19  y" _ ^  = sint + tcost 
’  ̂ ~ ^  cos t-  tsint 

dt

m = y
X  + ^  A .

7 t \ _  J 2  4 / 2  _ A  +  n

^  _1_ 4 - ; r
v/2 4 72

olur.

m - . j ı ı  • n 1 4 + n n 1
 ̂ 4 / 2  4 - ; r \  4 72

(4 + 7t) X + (ti -  4) y = olur.
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20. (a) Eğrilerin kesim noktalan : 

y2=:6x + 9
^  6x + 9 = 9 - 6 x = »  12x = 0 => x = 0=>y^ = 9 => y = ± 3

y 2 = 9 - 6 x
olacağından eğriler A(0, 3) ve B(0, -3 ) noktalannda kesişirler. A(0, 3) 
noktasında eğrilere çizilen teğetlerin eğim leri:

2yy' = 6 => 2.3 m = 6 => m̂  = 1

2yy' = -6  => 2.3 m = -6  => mg = -1  olur, m̂  . mg = l . ( - l )  = -1

olduğundan teğetler, dolayısıyla eğriler, A(0, 3) noktasında dik kesişir­
ler. B(0, -3 ) de dik kesiştikleri benzer şekilde gösterilebilir.

(b) Eğrilerin kesim noktalan :

x2-y2=5 1 9x2-9y2=45
4x2+ 9y2,, 72j ^  4x2+ 9y2^ 72

=> 9 - y ^  = 5 => ŷ  = 4 => y = ± 2  olur.

Eğriler A(3, 2), B (-3, 2), C(3, -2), D(-3, -2 ) noktalannda kesişirler. 

A(3, 2) noktasında eğrilere çizilen teğetlerin eğim leri:

2x -  2yy' = 0 => 2.3 -  2.2 mj = 0 => mj = ^

13x2 ^ 4 4 7  ^  ^ 9  ^  X = ± 3

8.3 + 18.2 mg = 0 => mg = -  —

= -1  olduğundan teğetler, dola3nsıyla eğriler dik

8x + 18yy' = 0 =

olur, m^. mg = I  . ^

kesişirler.

B, C, D noktalanndaki durum benzer şekilde gösterilebilir.

21. Xj = 0 => Y2 = 0

X2 = 1 => Y2 = - 1 .  ya = 1
,3/2y = ± x“'“ için y = ± ^  x "“ olacağından3 V̂2 

2
(0, 0) da m = y'(0) = 0 dır. 

Teğetin denklemi y = 0 dır.

2yy = 3x2 , y = -  —  , y

y-0 = 0 (X -  0) , 

=> y = 0

2  y

y - l = | ( x - l ) ,  

y = I  (3x -  1),

= 0, y 3
=  9 ,  y

x = 0 (1,1) ^ a - i )
y + l = - | ( x - l )  

y = --| ( 3 x -  1)

3
2
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22. y" + nx“  y“"^ y' = O , y' = -
mx'n" ly "
I j ^ m y n - l

m y 
n X

= — —  => Teğet denklem 
(*o.yo) ^0

my„
y - y o  = Tr7 ^ÖC“ X(,), nXo (y -  y,,) + my,, (x -  Xq) = o dır.

nxQ

23. Teğetin değme noktası (a, b) olsun. Eğimini bulalım.

4x  ̂+ ŷ  = 72 => 8x + 2yy' = 0 => 4a + bm = 0 =» m = -  ^  

olur. Teğetin denklemi

y -  b = -  (x -  a) => by -  b̂  + 4ax -  4a  ̂= 0

olur. Bu doğru (4, 4) noktasından geçtiğinden 

-  4a  ̂-  b̂  + 16a + 4b = 0

olur, (a, b ) , 4x  ̂+ ŷ  = 72 eğrisi üzerinde bulunduğundan 

4a  ̂+ b̂  = 72 olur.

-4a^-b^+ 16a + 4b = 0
4 a 2 + b 2 - 7 2 - 0

16a + 4b -  72 = 0 b = 18 -  4a

=> 4a  ̂+ (18 -  4a)^ = 72 => 5a  ̂-  36a + 63 = 0 bulunur. Bu denklemin 
21kökleri a j = 3, 3  ̂= —  dir. 

a = 3 için 4.9 + b̂  = 72 => b̂  = 36 => b = ± 6,

= ^  için 4 4 ^  + b2 = 72 b2 = ^  =>için 441 36
25 25

olur. Yandaki şekilden de görüldüğü gibi 

değme noktalan A(3, 6) ve

Teğetlerin denklemleri :

8x + 2yy' = 0 => 8.3 + 2.6 m  ̂= 0 m̂  = -2  

y -  6 = -  2 (x -  3) => y = -  2x + 12 ve 

68 ~  + 2 “ m2 = 0 => m2 = -14 ,
O D

y -  ^  = -  14 ^ x- y = -14x  + 60 olur.
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f(x) =:  4x  ̂ +  2cx =  0 => 2x(2x̂

c >  0 olsun. r(x) = 0 0 X  =  0

X — 00 0 +  t»

r 0
1

+

C <  0 olsun.

X -V-c/2 0 V

f
1

-  0
________ _̂___

1
+  0

1
-

(-00, 0) da azalan 

(0, +°o) da artandır.

ve 0, y ^ j  de azalan, ve + ooj da artan

25. a) flx) = y? -  3x + 2 , [-3, 10] , r(x ) = 2 x -  3 = 0 o  x = —

f'(x)

« X )

-3 3/2 10

20 -V4: ^ ^ 1 2

3 3 1X = ^  mutlak minumum nokta, ^ ^   ̂~ “ 4 nıutlak minimum değer

X = 10 mutlak maksimum nokta, fi 10) = 72 mutlak maksimum değer
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b) flx) = x2 -3x  + 2, I = [-2, 10]

X ■2 3/2 10

f'(x )
1

-  0 +
1

flx) 12 -1/4 72

3 / 3 \ 1X = — mutlak minimum nokta,  ̂ I ~ mutlak minimum değer

X = 10 mutlak maksimum nokta, fUO) = 72 mutlak maksimum değer

c) flx) = X + — ,
X

, r(x ) = 1 ----- T = 0 <=> x = T l

X 1 /1 0 1 1 0

f '(x ) -
1
0
1

+

flx) l o ı - ^ . 2  , 1 0 1
10 10

X  = ^  ve X  = 10 mutİ2ik maksimum nokta, fi 10) = mutlak maksi­
mum değer
X = 1 mutlak minimum nokta, fU) = 2 mutlak minimum değer

d) l̂:x) = 2 ^  [-1,5]
r(x ) = 2* İn 2 > 0 monoton artan fonksiyon 

X = -1  mutlak minumum nokta,

ft-1) = ^  mutlak minimum değerdir.

X = 5 mutlak maksimum nokta, 
fl5) = 32 mutlak maksimum değerdir.

\ İV  \ X̂ 4" 100 r 1 O Te) nx) = — , [-1, 3]
x 2 - 2 5

2 _  o r r ı_  OvC.,,2.İ.İ . 2x (x 2 - 2 5 ) - 2 x (x 2+100) _ -2 5 0 c  „ i.
(x 2-25)2 " ( x 2-25)2

-1 0

f '(x )

fix) 101
24

-  0
____ 1_

109
16
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X = O mutlak maksimum nokta, flO) = -4  mutlak maksimum değerdir.
109X = 3 mutlak minimum nokta, fl3) = -  mutlak minimum değerdir.

f) flx) = e* sin X , I = [0, 2ti]

r(x) = e* sin X + e* cos x = e* (sin x + cos x ) ,

r(x ) = 0 <=> sin X + cos X = 0 <=> x  ̂ = ^  , Xg = ^

f '(x )

f(x)

37t/4 7n/4 2kî-----------------
0

____ i ^
+

./̂ 2ê n/4 _

Mutlak maksimum değer f  = - ^ e  ^

Mutlak minumum değer f  ® “*

g) f(x) = / 5 - 4 x  , [-1, 1]

r(x ) =- - 2 < 0 azalan bir fonksiyon
/ 5 - 2 x

X = -1  mutlak maksimum nokta, fl-1) = 3 mutlak maksimum değerdir. 

X = 1 mutlak minumum nokta, fU) = 1 mutlak minumum değerdir.

h) f(x) = x'‘ + l ,  [ -1,3]

r(x ) = 4x® = 0 <=> X = o

X - 1 0 3

f  ' ( x ) ;
1

-  0  
1

+

2 1 82

X = o mutlak minumum nokta, f(0) = 1 mutlak minumum değerdir.

X = 3 mutlak maksimum nokta, f(3) = 82 mutlak maksimum değerdir.
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26. 1) flx) =
l  + x2

a) f'(x) =

b )

l  + x^-2x^ l - x ^
(l + x 2 ) 2  (l + x 2 ) 2

= 0 <=> x‘‘ = l  <=> x = T l

X - 1 1

f ' -
1

+  0 
1

-

f ^ ^ - 1 / 2^

-1 ) ve (1, oo) da azalan (-1, 1) de artan

c) x = - l  => fi:-l) = - | ,  x = l  ^  « i )  = |

-1 , -  ^ j  yerel minumum, 2 j  y®’*®! maksimum noktalardır.

2) ftx) = x + - ,  x;^0X

a) r ( x )  =  1 -  ^  =  0  <=> x^ =  l  <=> x  =  T l

b )

X

x=^

- 1  0  1

f '
1

+  0  -
____________1__________

1
-  0  +

1
f

(+00, -1 ) ve (1, 00) da artan, (-1, 0) ve (0, 1) de azalan

c) X = 1 => fU) = 2 , X = -1  f l- l )  = -2

(1, 2) yerel minumum, (-1, -2 ) yerel maximum noktadır.

3) «x) = (x-l)2 (x + 2)

a) r ( x )  = 2 (x -l)  (x+2) + (x-l)^ = (x -l)  (2(x+2) + x -  1) = (x -l)  (3x+3) 

r ( x )  = 0 <=> x = l  ve x  = - l

b )

X - 1 1

f '
1

+  0
____________1

1
-  0 +

________ 1_____________
f ^  \  ^

( -00, -1 ) ve (1, +00) da artan (-1, 1) de azalan
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c) « -1 ) = 4, fU) = 0

(-1, 4) noktası yerel maksimum, (1, 0) noktası yerel maksimum nok­
tadır.

4) f(x) = xe“’‘

a) f'(x) = e“* -  xe“’‘ = e“’‘ (1 -  x) 

f(x) = 0 <?=> X = 1

b)

X 1

f '
1

+  0
____________1____

-

f

(-°o, 1) de artan, (1, <>o) da azalan

c) fil) = e“  ̂ olduğundan (1, e” )̂ yerel maksimum noktasıdır.

27. a) r(x) = 2x -  ^  = 0 , 2x® = k => x = 2 olduğundan k = 16 
x'“

f"(x) = 2 + ^  => r '(2 ) = 2 + = 1 8 > 0 = > x  = 2 yerel minumum
X"* 4

noktasıdır.

b) f  (x) = 2x -  ^  = 0, n - 3 )  = 0 => -  6 -  ^  = 0 => k = -5 4
x^

r x -3 )  = 2 +

noktasıdır.

2 .(- 54) 
(-3)3

c) r ( x )  = 2 + ^ - 0  
X3

f ' ( l )  =  2  +

= 2 + 4 = 6 > 0 = > x  = - 3  yerel minumum

3̂ = -k  , X = 1 ^  k = -1

6k= 0 ,  r '(x )  = -  — ,

6 ( “  1)r " ( l )  = — —- = 6 ^ 0  yerel maksimum olmaz.

28. Eğri üzerinde aranan nokta A^x,yx^- 1^, 

bu noktanın (0, 1) noktasına uzaklığı 

d= / x 2 + ( / x 2 - l - l ) ^
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dir. d jd minumum yapan değer f(x) = + (/x^- 1 -  1̂  fonksiyonunu
minumum yapan değerdir. Bu fonksiyon x > 1 ve x < -1  için tanımlıdır.

f'(x) = 2x  + 2 f / x 2 - l - l )  = 4x -
'' ' / x 2 - 1 A ^ - ı

= = 0 o  2 x ( 2 / x 2 - l - l )  = 0 x = 0 ve x = T
V X 1

bulunur. 

f '(x ) = 4 -

A
2

(x^-

T "
A  1
2 ’ 2 bir< 0 olduğundan 

yerel minumum noktasıdır.

0 olduğundan 

yerel minumum noktasıdır.

Hiperbolün (0,1) noktasına en yakın nok-

r  - f  <■ A  1
2 ’ 2 bir

talar, 7 5  l '
2 ’ 2 noktalandır.

29. Parabolün üzerindeki nokta ^x, — ) biçimindedir. Bu noktanın (0,5) 

noktasına uzaklığı d olsun.

d = ^ x ^ + | 5 -^ j ifadesini, dolajnsı ile Kx) = x̂  + | 5 - f o n k s i y o ­

nunu minumum yapan x noktasını bulmalıyız.

n x ) = 2x + 2 ( 5 - ^  U -| )  = x x2

r(x) = 0 <=> X -  3 j = 0 <=> x = 0 ve x = + 2 / 3

f"(x) = -|- x̂  -  3 , f"(0) = -  3 < 0, O’da yerel maksimum, 

f"(T 2 / 3 ) = 6 > 0  , T2/3 noktalan yerel minumum noktalandır. 

d(T2/3)  = yi2-H(5-3)2 = y i2  + 4 - 4  olur.
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30. Çember üzerindeki nokta ^ x , j  . Bu noktanın (3,4) noktasına

uzaklığı d olsun, d = (x - 3 ) ^ + ( v/ 1 - x 2 - 4 )
2' 1/2

olur. Bu ifadeyi mi- 
2

numum yapan, dolayısı ile f(x) = (x -  3)  ̂+ -  x^ -  4 j  fonksiyonunu
minumum yapan x noktasım bulmali}az.

f'(x) = -  6 + : => f'(x) = 0<=5>x = -|-, x = -|-=^y = -|-=> aranan
yi_x'= 5 o 5

nokta noktasıdır.

31. f(x) =
1
4

1-Hx / X
ı  + f|

f(x ) = o «

2 l  + x2 1 6 + x2 

4 - 3 x 2 + 2
l  + x2 1 6 + x 2 (1 + x 2 ) ( 1 6 + x 2)

r(x ) = 0 => 3x2-12 = 0

=> x2 = 4 => X = +2
X = —2 yerel minimum, x = 2 yerel maksimum noktasıdır.

X - -
Kx) = arc tan x -  arc tan 4  = -  arc ta n ----- 4- = -  arc tan —

4 j^ x ^  4 + x 2

Yerel maksimum değer

f(2) = -  arc tan ,

Yerel minimum değer

f(-2) = arc tan -y 4
olur.

X - 2  2

f ' - +  (

f

32. x2 + y2 = a2, A = x.y = x.ya2-x2 

A'(x) = 7a2-x2  -

A'(x) = 0 «  x2 = a2 -  x2

=> 2x2 = a
/ 2

Dikdörtgenin alanı en fazla 

aA(2) =
/2
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33. A = x.y = X (4 -  x̂ ) 

A'(x) = 4 -  3x  ̂= 0

^ 3  ( 4  3

=> X =

16/3

/3

34.  ^  = x ( 1 6 - 3 x2)

A = 2x ( 1 6 - 3 x2)

A '( x ) = 3 2 -  18x2 

A'(x) = 0 « x  = |-

Amax = 2 - 3 ( 16 - - ğ - j  = 3 ■-3-=8 32_  256 
9

35. X + y = 1000, x̂  + ŷ  = fi;x, y) ifadesini minimum yapan x ve y bulu­
nacaktır. y = 1000 -  X olduğundan

F(x) = x2 + (1000 -  x)2 fonksiyonunu minumum yapan noktayı bulalım.

F'(x) = 4x -  2000 = 0 «  X = 500 
ve 500 dür.

y = 500. O halde bu iki sayı 500

36. V = n r2 . h

(2r)2 + = (2a)2

= 4 (a  ̂-  r̂ ) 

h = 2/a2- r^

V(r) = 27ir2 /a^- r^

V'(r) = 4nr /a^-r^ 2nv^

V'(r) = 0 <=> 4 71 r /a^- - 27lT^ = 0
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<=> 4 7 i r ( a ^ - ı ^ )  = 27ir^ <=> a ^ - r  = -^ <=> r  =
v/3

V  = 7I . a  ̂ 2 /a^- — a  ̂ -  — â  n —
ys j / 3^  -  3 ^  •' '•/s

4/3 71 a

37. = â  -  (h -  a)  ̂= 2ah -  olduğundan

V = |-7ir2h = |  ̂ (2ah - h )̂ h = -|- (2ah2-h3)

V'(h) = (4ah -  3h2) = O h = - ^

Maksimum hacim

2 a l ^ - M a 3
^̂  9 27 ^

32
81 t: a

38.

L r - X

a=L —x/4 r=x/27t

P(x) ile karenin ve çemberin alanları toplamım gösterelim.
_  2 / \ 2

p(x)= r 2n /

_ _ (L -  x) ^ jc_ _ ;rx -  h n  + 4x
8 2n Sn

P'(x) = 0<=> x (7i + 4 ) - L ti = 0 x = ~Ln
n + 4:

r =
2n 2(;r + 4)

h n  \ j'L ~Ln
n + 41 \4: 4(n + 4) + n L2

2(;r + 4)/ 4;r+16
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39. V ' = t -  2 + t = 2t -  2

V' = O o  t = 1 , V(l) = (1) (-1) + 2 = 1

40. a'(t) = 2t cos (t )̂

a'(t) = 0 <=> t = 0 veya cos (t )̂ = 0 <=> t = 0 veya

= (2k -  1) f  (k = T 1, + 2, ... ) t = / ( 2 k - l ) f  2 V 2

41. a) X + — > 2 (x > 0)X

fi:x) = X  + -  => f(x) = 1 - ^  = 0 x = + l

X 0  1

f '(x )
1

-  0  +
1

«x)
J__________________________

ftx) fonksiyonu minimum değerini 1 de alır.

f(l) < flx) 2 < X + ^  gerçeklenir.

b) tan X > X 0 < x < n

[0, x] aralığında tan x fonksiyonuna ortalama değer teoremini 
uygulayalım.
tanx -  tanO

x - 0
tanx

= 1 + tan^ c , 0 < c < X  => = 1 + tan^ c > 1

> 1 tan X > X

c) < arc tan x < x (x > 0)
l  + x2
arc tan x fonksiyonuna [0, x] aralığında ortalama değer teoremini 

uygulayalım.
arctanx -  arctanO 1  ̂ . . arctanx 1

x - 0 , 0 < c < x
1 + c^ 1 + ĉ

0 < c < X için — r < —^  < 1 olduğundan
l  + x2 l  + c= 

bulunur. x > 0 olduğundan

1  ̂ arctanx ^
l  + x2

l  + x̂
< arc tan x < x elde edilir.
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d) (1 + x)“ < 1 + a  X (x > -1  ve 0 < a  < 1),

f(x) = (1 + x)“ fonksiyonuna [0, x] aralığında ortalama değer teore­
mi uygulanırsa

f(x)-f(0) r't \ (l-ı-x)“- l  „̂_ı' = f  (c) ^  —  = a  (1 c)“ ^X - 0 X - 0
bulunur. Buradan 0 < c < x  ve x > - l  olduğundan 

 ̂< a  (1 -ı- 0)““  ̂ = a => (1 -t- x)“ < a  X + 1X
bulunur. x = 0 için eşitlik durumu elde edilir,

e) I sinx -  sint | < | x - 11

flx) == sin X fonksiyonuna [t, x] aralığında ortalama değer teoremi uygu­
lanırsa
sinx -  sint

X -1
sinx -  sint

: cos(c) t < c < X

X -1 = |cos(c)|<l => |sinx-sint| < |x-1| bulunur.

f) e) şıkkındaki yolla yapılır.

0 < a < Xx - a  1 X x - ag) ------ < l n - < -------X a a
[a, x] aralığında flx) = İn x fonksiyonuna ortalama değer teoremi uy­
gulanırsa
l n x - l n a  1 , , .t------------ = — , a < c < X yazılabilir.X -  a c

1 1  1 1  1 1 1  1 l n x - l n a  1a < c  => , c < X => — < — => — < — < — => —< -------------< —c a  x c  x c a  x x - a  a
x - a  1 1 x - a  x - a  ı x x - a  u  j -t=> ------ < l n x - l n a < -------- => -------< ln —< -------  elde edilir.

h) 1-1-X < ln(l -t- x)< X , (x > 0)

flx) = İn (1 -I- x) fonksiyonuna [0, x] aralığında, ortalama değer teore­
mi uygulanırsa,
ln(l -I- x) -  ln(l) _ 1 ln(l -ı- x) _ 1

x - 0
1 1< ------< 1

1-TC
1

1 -I- X 1 4- c H-x

X 1 -I- c
ln(l -I- x) 1 — ------ - < 1 =>

, 0 < c < X

l-)-x < İn (1 -H x) < X

42. flx) = X -  x̂  fonksiyonu [0, 1] de sürekli Vx 6 (0, 1) için türevlenebilir 
ve fU) = ÜO) = 0 şartları sağlandığından Rolle teoremi uygulanabilir.

=> f'(c) = 0 olacak şekilde c s (0, 1) vardır.
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f'(x) = 1 -  3x  ̂= O => 3x  ̂ = 1 :=> X  =  +
/3

43. x = 0 => e*’ = 1 + 0 => 1 = 1 => x = 0 bir köktür. Kabul edelim ki ver­
ilen denklemin x =  O dan başka X q gibi bir kökü daha vardır. Bu 
durumda e’̂  -  x -  1 = O ve flx) = e* -  x -  1 denilirse flO) = flXQ) = 0 dır. 
f  fonksiyonu Rolle Teoreminin hipotezlerini sağladığından

Bc G (0, Xq) vardır 3  f'(c) = 0 dır => f'(x) = e’' -  1 => f'(c) = e“̂ -  1 = 0 
=> ê  ̂ =  1 = >  c =  0. Bu ise bir çelişkidir. Yani c g  (0, X q) olmalıdır. 
O halde verilen denklemin Xq = 0 dan başka kökü yoktur.

44. flx) = X® -  2x  ̂ + X denirse flO) = fil) = 0 dır. Rolle teoreminden, (0,1) 
aralığındaki en az bir c için f'(c) = 0 dır.

f'(x) = 5x‘* -  4x + 1 olduğundan (0, 1) aralığında 5c  ̂-  4c + 1 = 0 ola­
cak şekilde en az bir c vardır.

45. f(x) = X  -  x̂  fonksiyonu [-2, 1] aralığında sürekli ve (-2, 1) aralığında 
da türevlenebilir olduğundan ortalama değer teoreminin şartlarını 
sağlar.

3x  ̂ olduğundanf'(x) = 1

f(b)-f(a) f ( l ) - f ( -2 )  0 - 6  , 0..2 o .
b - a  "  1 + 2 -  3

=> 3xq = 3=> Xq=1=> X q = + 1

X q g  (-2, 1) olduğundan X q =  -1  olmalıdır.

Xq < 1

46. a) y = 2x  ̂ + 1
y' = 4x , y "  = 4 > 0 => y fonksiyonu °°) da konvekstir,

b) y = -2x^ + 3x^ -  12x 

y' = -6x^ + 6x -  12 

y "  = -1 2 x  + 6

X 1/2

y " + d -
y Konveks 1 Konkav
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fonksiyon aralığında konveks, + oo ) aralığında konkavdır.

/1\ o 1 1 ıo 1 11

Konvekslikten konkavlığa geçtiği nokta olan 

noktasıdır.

1 _ 11 
2 ’  2

noktası büküm

c)  y : y = y =

X 0

y " - +

i-°°, 0) aralığında konkav, (0, +°o) da konvekstir. Büküm noktası yok­
tur. Zira fonksiyon x = 0 da tanımsızdır.

d) y = x̂  +2 . 1

o  1 , ,  n 2 2x^+2y = 2 x ----- r ,  y = 2  + —  = -----—
X'* X'’

-1 0

x3 - -  c +

2x3+2 -  ( + +

2x3+2 +
(

-  II +
)

=> i-°°, -1 ) ve (0, °o) da konveks, (-1, 0) da konkav, (-1, 0) noktası büküm 
noktası

e) y = e',-x2

y' = -2xe , y "  = e (4x  ̂-  2)

-1 / İ Y  l/\IY

+ 0

-oo,— ^1 ve ( -I- 00 I da konveks, | de konkavdır.
/2/ \/2 / l /2 V 2 /
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/2 ’
1

e 2 , e ^  noktalan büküm noktalandır.

47. h > 0 dır. [x, x + h] aralığında fTx) = sin x fonksiyonuna O.D.T. uygu­
lanırsa

sin(x + h) -  sinx = cos Xq , X < Xq < X + hx + h - x  -  —  - 0 . - - - o  

sin (x + h) -  sin x = h cos Xq 

bulunur.

48. f  ve g fonksiyonlun 0. n aralığında sürekli ve ( 0. aralığında

türevlenebilirdir. Aynca g'(x) = - s i n x  fonksiyonunun aralığın­

da bir kökü olmadığından genelleştirilmiş ortalama değer teoreminin 
şartlan sağlanır. Buna göre

f(b)-f(a) _ nxp) 
g(b)-g(a) g'(Xo)

olacak şekilde en az bir Xq noktası vardır
Tlsin ^  -  sinO 

cos^  -  cosO

cosx„
-sınx^

nXq e (a, b) => cot Xq = 1 => = T

49. f : [a, b] ^  R fonksiyonu sürekli ve Vx € (a, b) noktasında türevlenebi- 
lir olsun, fla) = Hb) ise (a, b) aralığında f'(c) = 0 olacak şekilde bir c 
sayısının varlığını göstereceğiz. Bu hipotezler altında ortalama değer
teoremi gerçekleneceğinden = f'(c) olacak şekilde c e (a, b)D â.
vardır.

flb) = üa) olduğundan He) = 0 olur.

50. fl-x) = -  flx) ise f  fonksiyonu tek fonksiyondur.

Bu eşitlikte iki tarafın türevi alınırsa

(f(- X))' = -  f'(x) -  f'(-x) = -  r(x) ^  n -x )  = r(x)

bulunur. Bu da T türev fonksiyonunun çift fonksiyon olduğunu gös­
terir. Ajmı şekilde çift fonksiyonun türevinin tek fonksiyon olduğu gös­
terilebilir.
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51. [a, b] aralığının her noktasında türev 0 ve ve Kg , [a, b] aralığında 
herhangi iki nokta olsun. Ortalama değer teoreminden

fCK^-fİKg)
 ̂f'(c)

olacak şekilde bir c e (xj, Kg) vardır. He) = 0 olduğundan flx^) = flxg) 
dir. Bu da f  nin sabit fonksiyon olduğunu gösterir.

52. f'(a) = A , r(b) = B ve A < C < B  olsun, (a, b) aralığında fCc) = C ola­
cak şekilde en az bir c £ (a, b) noktasının varlığını gösterelim.

g(x) = flx) -  C(x -  a)

biçiminde tanımlanan g fonksiyonu için 

g'(x) = f  (x) -  C

olacağından, g fonksiyonu [a, b] aralığında türevli, dolayısıyla sürek­
lidir. Bu nedenle [a, b] aralığında en küçük değerini alır.

g'(a) = f(a ) -  C < 0 ve g'(b) = f'(b) -  C > 0

olduğundan g fonksiyonu en küçük değerini [a, b] aralığının bir c iç 
noktasında alır. Fermat teoreminden g'(c) = 0 olur. Bu da

f '( c ) -C  = 0 =i. f(c) = C

olmasını gerektirir. Yani f ' fonksiyonu f'(a) ile f'(b) arasındaki her 
değeri en az bir defa alır.

53. P(x), n -  ninci dereceden bir polinom olsun. P(x) = 0 denkleminin reel 
kökleri x̂  , Xg , ... , k^̂ olsun. Rolle teoreminden P'(x) in sıfır yerleri 
t j £  ]xj , Xg[  , tg £ ]xg , Xg[  , ... , t„_ı £ ]x„_ı , x„[ olur. P'(x), n -1 inci 
dereceden olduğundan başka kökü yoktur.
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BELİRSİZ ŞEK İLLER

Bir f  fonksiyonunun bir noktadaki limiti hesaplanırken, belirsiz ifadeler 
denilen

,oo -  00, O.oo, 1~, 0°°,ooü oo
o

İfadeleriyle karşılaşıldığında aşağıdaki teorem yardımıyla bu limitler kolay­
ca hesaplanabilir.

TEOREM (L’Hospital kuralı) :

f  ve g, A c  R de tanımlı ve sürekli fonksiyonlar; a, A nın bir yığılma 
noktası ve D de a’nın, bir delinmiş komşuluğu olsun, f  ve g fonksiyonla­
rı A ile D nin her ortak x noktasında türevli,

lim f(x) = lim g(x) = O ve lim g'(x) ^ O

ise

dır.

lim İŞ^ = lim ^Ş4x-ag(x) x-ag(x)

SONUÇ

f  ve g fonksiyonları sabit bir M reel sayısından bü3dik ve her x nok­
tasında türevlenebilir olsunlar. A3TTca

lim f(x) = lim g(x) = O
X - *  +  0O X  —  +  00

ve her x > M için g'(x)  ̂ O olsun. Bu taktirde

1. f(x) f'(x) hm —r r  = hm —77̂X-cog(x) x-oog(x)

dır.
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PRO BLEM LER

1. Aşağıdaki limitleri hesaplayınız.

a) Hm
X -  0

X - tanx
X  -  sinx b) lim

X -  0

sinx -  X 
X3

c) lim
X -  0

arctaıiK ç) lim
X -  1

lnx
sinx x ^ + x -2

d) lim
X -  0

1 -  cos(x^) 
x^sin(x^)

e) lim
x - 0

ln(l +  x) -  X 
1 -  cosx

0 lim
X -  0

x(e*+ l)-2(e=‘-  1)
g) lim

X -  0

a * -  1
x3 b’' - !

h) lim
X -  0

cos(sinx)- cosx 
x4 ı ) lim

X -  0

a * -b *
X

i) lim
X -  0

3tan 4x- 12tanx
j ) lim

X -  0

ln(cosax)
3sin4x- 12sinx ln(cosbx)

k) lim
X -  0

a x _ a « n x
1) lim

X — OO

sin—X
X3 arctan—X

m) lim
X -  0

x co sx - sinx n) lim
X -  1

l - x
x3

o) lim
X  -  0+

ln(sinmx) lim
4

co sx - sinx
ln(sinnx) 0) ln(tanx)

P) lim
x - 0

tanx -  sinx 
X -  sinx r) lim

X 0

(arctanx)^ 
ln (l +  x2)

s) lim
X ^  1

x ‘̂ ~ c x + c -  1 ş) lim
X -  0

e“ -  e* -  X
(x -l)2 x2

t) lim
X - *  00

x + lnx 
xlnx u) lim

X -  0+

ln(sinx)
ln(tanx)

ü) lim
X -  1

ln(x -  1) V) lim
X — OO

ln(x + e*)
ln (x 2 - l ) X

y) lim
X — oo

e*+ lnx
e’‘ + X

z) lim
X -  0

v/l-C0SX
sinx
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2. Aşağıdaki limitleri hesaplayınız.

a) lim (c o tx -  — I 
x~o \ x /

b) lim ( —-  ^
o \x e * -  1,

c) lim (x ^ - /x '* -  x^+ 1)
X  -•  oo  '  ^

e) lim
X -  0

/ 1  n

\sin^x )

lim
X -  1

1 ^\ X -  1 lnx

g) lim
X  -  0 (co t^ x -x “ )̂

ç) lim ( —
x - 0  \x /X

h) lim
X- o cos|x+ ^

1
X

d) lim
o \1 -  cosx sin^x

3. Aşağıdaki limitleri hesaplayınız.

lim (l-cosx)cotx b) lim . a 
X.  sın—

X -  0 X  - *  0 0 X

lim lnx. ln(x -  1) d) lim x^^sin(-^
X -  1 X  —  0 0 \yx

(e) lim — \ =  ■ i a.Arctan—  -  b .A rctan -^  
x - o x / x \  s h

4. Aşağıdaki limitleri hesapla3anız.

a) lim (1 + ax)^
X -  o

c) lim (tan x)^" x̂
X -  ^* 4

e) lim e ^  +,lAc . 1

g) liın /̂ arcsinx \Vx2

X -  o ■

ı) lim [ln(l + x)]’
X- 0+

b) lim
X  -  o

d) lim (sin x)‘“"*

f) lim
X -  o

(l + x )^ ~  e
X

1

h) lim (Ş in x y -
x - 0  V X  /

i) lim (-^-arctaiBcj
]/lnx
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5. 3; > O olmak üzere

lim
a -  o

a f+ a f+ .. .a “
n

Va
= "Aı.a2...a„

olduğunu gösteriniz.

6. a, b > 0 için lim (a*+ b * -  l )  * = ab olduğunu gösteriniz.X -  o' '

7. Aşağıdaki sayıların yaklaşık değerini bulunuz,

a) ye b)

c) V82 d)

8. flx) =
ln(l + x) -  ln(l -  x)

X
m

, x?tO ise 
, X = O ise

biçiminde tanımlanan f : (-1, 1) ^  R fonksiyonunun sürekli olması için 
m ne olmalıdır?

9. Aşağıdaki limitlerin hesaplanmasında L’Hospital kuralının yararlı ol­
madığını gösteriniz. Bu limitleri başka yollardan hesaplayınız.

a) l i m ^ ^ ^ ^  
X -  «> / x  + 1

b) lim

” - ( f )

secx
-tanx

10. bmx^ |e X -  e * +1 j limitini hesaplayınız.

1. a) lim X- tanx
X -  o X -  sınx

ÇÖZÜMLER

lim X - tanx = lim l - ( l  + tan^x)  ̂ _ tan2x /O
X -  o X -  sinx X -  o 1 -  cosx 

= lim

■ o 1 -  cosx \ O

X -  o sınx \ cosV ))s‘‘x/

= -  2 lim
x-0  cos^x

= - 2
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b) lim
X -  o

sınx -  X

Hm = lim
X -  o X -  0

= lim
X- o

3x2

sinx
6x

M § )
1 1. smx= -  lım ------
6 x-o  X 6

c) lim arctaiK
X- o smx

lim arctanx
X -  o sınx

= Hm = 1
X -  o cosx

ç) lim lnx
-1  x 2 + x -  2

lim lnx = lim = lim
- 1  x 2 + x - 2  x - 1  2x + 1  x - 1  2x 2+

d) lim l - c o s ( x 2 )  /O
x-o x2sin(x2) \0

2xsinx2_____
x -0  2xsinx2+2x^cosx2
lim = lim sınx^

x - 0  sinx2+x2cosx2

2xcosx2= lim
x - 0  2xcosx2+2xcosx2-2x^sin2x

= lim cosx^
X -  o 2 cosx2-x2sinx2 2

e) H m l î î J İ İ ^
X -  o 1 -  cosx \ o

H m M l ± 2 ^  = l i m l ± ^  
X -  o 1 -  cosx X -  o sınx

- 1
= lim- ( l  +  x)2

X -  o cosx
= - 1
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f )  l i m
X -  o

lim

x ( e * + l ) - 2 ( e = ‘ - 1 )  / O  

O

X -  o

x ( e ’‘ +  1 ) -  2 ( e ^ ~  1 )  _  l  +  x e ’‘ -  2 e *  _  e ’‘ ( x -  1 ) +  1

X -» O 3x̂ X — O 3x^

= lim
X -  o 6 x

 ̂ e ^ (x - l )+ e ’̂ +e’‘  ̂j.
X -  o

g) lim a * - l  /O

o b * - l  \ 0

T „  a ’' - 1  V  a * l n a  İ n a  

x - o  b * - 1  x - o  b * l n b  I n b

l i j n  c o ş  ( s i n x )  -  c o s  x  / 0

x - 0  x^

lim cos(sinx) -  cosx _ -sin(sinx). cosx + sinx / 0
x-o  4x®X -  o

_   ̂ ^  -  c o s  ( s i n x ) .  c o s  ̂  X  +  s i n x .  s i n (  s i n x )  +  c o s  x  /O
x - o  12x^

sin( sinx) cos3 x + 2 cos x sinx cos (sinx) + cos x sin( sinx) + cos (sinx) cos x sinx -  sinx ( 0= lim
X -  0 2‘fe

. s i n (  s i n x ) (  c o s ^ x  +  c o s x )  +  3 c o s x s i n x c o s ( s i n x )  -  s i n x= lim
x - o  2 4 x

. c o s ( s i n x ) (  c o s ' *  X  +  c o s ^ x )  +  ( -  3  c o s ^ x s i n x  -  s i n x ) .  s i n ( s i n x )= lim
X — o 2 4

cosx(3cosxcos(sinx)- 1)+ (- 3sinxcos(sinx)+ sin(sinx)cos2x). sinx _ 1̂
24 ' 6

s a^'-b* /O
■' '■i"o (ö

lim a M n a -b - ln b ^ ,„ ^ _  ,„ b  = l „ ( f
x - o x x - o  1 \b

.. y 3 tan 4x- 12tanx /O 
x-?o 3sin4x-12sin x U

y 3 tan 4x- 12tanx _ 
X™ 3sin4x-12sinx
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3(1 + tan^4x)4 -  12(1 + tan^x) _ tan^4x-tan^x
x -0 3.4cos4x- 12cosx x -o  cos4x-cosx

_ (tan4x -  tanx)(tan4x + tanx)
x -o  cos4x-cosx

= lim
X-  o

sin4x sinx \j sin4x ^ sinx
cos4x cosx/\cos4x cosx 

cos4x- cosx

_ (sin4xcosx-cos4xsinx)(sin4xcosx + cos4xsinx) 
x -o  cos4x. cosx(cos4x-cosx)cos4xcosx

= lim lim sin3x. sin5x
X -o cos^4xcos^x x-»o _ 2 s in -^ s in -^

- ' ■ i H - İ - -

j) lim

2 2 

ln(cosax)
- oln(cosbx)

sin(ax).a
ln(cosax) cos(ax)

x™ln(cosbx) X™ sin(bx).b 
cos(bx)

lim — cosbx
x -o  b sinbx cosax

A  A  J l 
b ■ b ■ 1

A l
b2

k) lim a * -  a°
X- o X’’ 

a^- a®lim- = lim a * ln a -  a®"“ lnacosx

İn a lim
X- o

X  -  o X'̂  X  -  o 3 x 2

a * ln a -  a®"“ .lna.cos2x+ sinx.a®'"*
6x

(İna) lim
 ̂  ̂ x -0

2 o X_çj sinx /»rto 2 ̂a * -  a “
6x + İnalim 

x - 0
"smx

6x

/, \2,. a^lna-a®'™lnacos^x +a®'™2sinxcosx , İna(İna lım --------------------------- ---------------------------- +
 ̂ ’ x - o  6 6

= 0 + İna -İna
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1) lim
sin—X

‘̂ ■'“ arctan— ^

lim-
" arctan—X

1 +

= 1

m) lim
x - 0

xco sx - sınx

lim
X — 0

x co sx - sınx lim
X- o

co sx -x s ın x -co sx
3x2

lim -  x -o  3x
sinx __ 1̂ 

3

n) lim l - x

1 -s in nyj
2

lim l - x = lim
M - s i n 4 ^

- 1
-fcosfx ■ =  00

> T ln(sinmx)o) hm , , :----- TQ+ ln(sinnx) oo/
ln(sinmx)
ln(sinnx)

m -cosmx
= lim m sınx cosmxşmınx  ̂ lim iü  .

sınmx cosnxn+ cosnx• n —:------sınnx

lim
X -  0+

sınnx
nx

mx cosmx
sınmx cosnx = 1 .

..s V cosx-sınxo) lım , ,,-----^^ ln(tanx)
4

cosx-sın x  -s ın x -c o sxlım -1—77-----^  = hm ----------- ;;----n ln(tanx) n l  + tan2x
 ̂ tanx

1
/2
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p) lim tanx -  sinx ( 0
X -  o X -  sınx

tanx -  sinx _ l + tan^x-cosx _ 2tanx(l 
X -  o X -  sinx X -  o 1 -  cosx x -  o

+ tan^ x) + sinx
X — X -• u sınx

2(1 + tan^x)^+ 4tan^x(l + tan^x  ̂_ g 
X -  o cosx

r) lim ( 2 )
* -o  ln (l + x^) \0/

lim (^^tanx)^ ^
x-o ln (l + x2) x-o

2 arctaiK
l  + x̂ / arctaiBc /O

-----------= 1 '”, ^ ^  (ö
1 + X2

= lim —^  = 1 
X -  o 1 + X̂

s) limX- 1
x '- c x + c -  1 (0 î

(X-l)2 \0̂ 1

lim
X  -  1

x '- c x  + c -  1 = lim
X  -  1

cx‘̂ ■  ̂-  c
(x -l)2 2 (x - l) (§!

_ lim c (c ~ l)x ‘  ̂ _ c (c -  1)
X - 1 2 2

 ̂ !•_ e“ - e * - x  (0\
( o )

e “ ‘- e * - x  1- a e ® * - e * - lh m  ---------------- = hm  -------- ^ -------- = oo
x - 0  x^ x - o  2x

t)  l im  M
x-oo x l n x  \oo/

x . ln x  1 ^ 7lim ^X — 00 xlnx X — oo
w

lnx+ 1 : O

lim (22)ln(tanx) \ooj

cosx
lim = lim = lim -— ^  = 1

ln(tanx) x-o+ 1 + tan-^x x-o+ l  + tam x
tanx
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ü) lim --------^
X- 1 ln (x^- l)

ln(x -  1) /oo
O O

lim = lim —^  = lim = 1
ln (x ^ -1 ) * - ı  ^  x - ı  2x

x^- 1
X  -  1

v) lim
ln(x + e*)

lim
X - »  X

£jX «X
: lim ------- = lim — = 1

y) lim

ln(x + e*) 1 , X
= lim -  liı..

X — OO x + e* X —OO 1 + e* X — OO e*

e* + lnx /oo'
X -  OO e* + X

lim e*+ lnx. . . .  -----------= lim = lim = lim _ § 1 ± M İ_
x-oo e* + x x-oo e * + 1 x-oo xe* + x x-oo e* + x e *+ l

-  lim + = I
x - o o  e *+ e ’‘ + xe’‘

z) limX -  o sınx \ 0

y i _ cosx 72lim̂ '̂ — :-------  = lim-̂ —̂ :-------= lim72 .  ̂ = lim7 2 -------—— =X -  o smx X -  o sınx x -  o sınx x -  o cosx 2

2. Aşağıdaki limitleri hesaplayınız, 

a) lim I cotx -  — ) (°° -«>)
x - 0  \ X /

lim ( c o tx - —) = lim ( ~x -o  \ X/ x -o  \sinx X/ x-0
x co sx - sinx / 0 

xsinx \0
lijjj cosX -  Xsınx -  cosx _ X s 1 n X
x - 0 sınx + xcosx x-o  sinx + xcosx \0

ı- -Sinx-XCOSX n= hm  ------------- —̂  = 0
x -o  2 co sx -x s ın x

b) lim ( ~  “ ^X- o e * -  1

lim ( 1 — ^
x -o  \x e * - 1

(oo — oo)

= lim l - x
X -  o xe*

§ l= l im e * -  1
x - o  e ’‘ + x e ’‘ -  1
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= lim ---------------- = lim -- -----= —
x-o e’‘ + e’‘ +xe ’̂  x-o 2 + x 2

c) lim (x^- /x‘̂ - x^+ 1) (oo -  cxj)
X  — oo '  '

lim (x^- /x^- x^+ 1) = lim  ̂ x +x 1
X  — o o '  '  X  —  oc

= lim • x 2 - 1

= lim

X^+ yx‘‘ -  X^+ 1 X- o)X^+ /x^- x^+ 1

c2 11 -

ç) lim
X  -  o

lim
X -  o

1 1 W  ^--------J= (oo -  oo)
X y^/

v/)̂
1 - ^ 1 =  lim

-  1

X- o X^ X-0

l-2v/x
2

= lim
X- o 3x

lim
x -0

1 2
\1 -  cosx sin^x

lim(
X- o\

2 \
1 -  cosx sin  ̂X /

(oo — oo ) belirsizliği

T sin^x -  2 + 2cosx = hm ------------------ -—
x -o  (l-co sx )sim x

= lim

2 sinx coş X  -  2 sinx 
x -o  2sinxcosx(l- cosx)+sin^x

2cosx- 2______
x -o  2cosx(l- cosx)+sin^x 

-2sin x

= lim
X- o

= lim

 ̂00 - 2 s in x ( l-  cosx) + 2cosxsinx + 2sinxcosx
-2= lim-o  -2 ( l- c o s x )  + 2cosx + 2cosx

1
2

e) lim
X- o

lim

 ̂ 1 (°° -  °o) belirsizliği
sin^x

x -o  \sin^x x^
= lim x-‘ -  sın‘‘x = lim

X- 0 x^sin^x X -  0

= lim /l^sinx\ lim -
X -  0 \ X / X -  0

X + sınx X -  sınx
X

X - sinx 
o xsin^x

xsım x
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= 2 . lim 1 -  cosx

= 2 . lim

x -o  sin^x +2xsinxcosx 
1 -  cosx

x -o  sin^x + xsin2x

= 2 . lim sınx

= 2 . lim

x -o  2sinxcosx +sin2x +2xcos2x 
1

x -o  2 cosx+ ^  + 2- ^
sınx sınx cos2x

=  2 .

f) lim , 1  1 IX -  1 \ x - 1 lnx/
( o o  —  o o )

lim lim .̂ ln x - x + l  /g\ l n x + l - l
x - ı  ln x (x - l)  \0/ x - ı1 \ X -  1 l n x  /  X -  1 l n x ( x (x -  1) + lnx

= lim
1 l - -  + l n x  —2 ^

1
2

g) lim [ cot^x -  ^ ]  = lim ( ^
x -o \  x^/ x -o  \sın^x

( o o  —  o o )

= lim x^cos^x-sin2x
x - o  x ^ s i m x  \U

(xcosx + sinx)(xcosx -  sinx)
X- o x^sin^x

_ xcosx+sınx 2-^ x co sx - sınx
X -  o X- 0 xsin^x

/ , sinx \ xco sx-sın x= hm cosx + ------  • hm
x - 0  \ X  / x - 0

xco sx - sinx= 2. lim-

xsıri'‘ x
cosx -  xsinx -  cosx

xsın“x
2 lim
X -  o sim X  + 2x sinx cosx

OT -xsın x= 2hm -------- —------ TX -  o sınx (sınx + 2x cos x)
olur. Pay ve payda sin x ile sadeleştirilirse,

X- o
lim cot^x -  ^  -  21im

- - 2

x -o  sinx + 2xcosx 
1 2

-2  lim --------- ---------- ——:—x -o  cosx + 2cosx-2xsm x

bulunur.
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h) lim
x - 0

lim
X- o

cos|x + f '  ^

COS X + f)

( o o  —  o o )

X -  COS
= lim

X- o
I - )

’h l )
= - lim x + sınx

= -lim  —

xcos|

1 + cosx

x -o  xsınx

x -o  sınx + xcosx

ı) lim (esc X -  cot X + cos x) ( OO —  o o )
x - 0

( 1 COSX \^ ----------:----+ COSX
sınx sınx /

(1 - cosx)+ sinxcosx /O 
~ X -  o sinx \ 0
= lim

X- o
sinx + cos  ̂X -  sin  ̂x 

cosx = 1

3. Aşağıdaki limitleri hesaplayımz.

a) lim (1 -  cos x) cot x (0.°o)
X -  o
V /I X 4. T (1 -  cosx). cosx /0\hm (1 -  cos x) cot x = hm -------- -----------  —
X -  o X -  o sınx \ 0 /

lim X sin a_ (O.oo)
X  —  OO X

• asın—
lim X sin a lim ^

X  —  OO X X  — t »  s

_ sinxcosx -  sinx + sinxcosx 
~ X -  o cosx
= lim 2 sinx -  tanx = 0 

x - 0

. a = a

c) lim İn X İn (x -  1) (0 . °°)
X -  1
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lim İn X İn (x -  1) = lim ^  = lim — ^ —İ—
X  — 1  X  — 1  1 X  —  1  1 1

lnx in2x x
2̂

= -lim  21nx + (lnx)^=0
X -  1  X - 1 X- 1

d) lim x ’̂ ŝin( ) («=. 0)
X- oo \ yx

limx^^sin(-^^ = lim -----
sini -pr  1 cos

lim ----
X  —  0 0  X  X  - »  0 0

V4

.-3 /2

_ 1 y -»4
4 ^

COS

= lim2 -----^ ^ ^  = 0____ vl/4

e) lim —\=  ( a arctan—  -  b arctan-^  
x - o x / x \   ̂ b

lim — i a arctan-^  -  barctan^^ 
x - o x y x \  ® b

= lim
X- o

-- lim
X- o

a arctan-^  -  b arctan-^

,3 /2

l  + JL\2a/^/ " l  + JL '(2 b / ^  
b2

- b

— x ^

b2

lim
X- o

= lim
X- o

a  ̂+ x b^+x (O 
3x \0

a V +  b2 1 1

(°° . 0)

(a^+x)^ (b^+x)^  ̂ b ^ _ a^-b^
3 3 3a2b2

4. a) lim (1 + ax)^* 
X- o (1“)

= (1 + ax)î =̂  İn y =
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lim Iny = lim ^ = —  = a
x -o  x -o  X \ 0 / x - o l  + ax

=lim (1 + ax)^’‘ = e® 
X -  o

b) lim (1 -  2=‘r"M 0'^)
X- 0~
y = (1 -  => İn y = sin x İn (1 -  2’')

lim İn y = lim sin x İn (1 -  2’') = lim l n ( l - 2 ’‘ )
X -  0-

smx
2^1n2

^ ^ M i m
X -  0-

_ 2^1n2 sin^x
“ x lo -  cosx ı_ 2 x

- lim
x - 0 -  x - 0 “ ( l - 2 ’̂ )cosx

2*ln2sin2x /Ô  
O

dn21im 2sinxcosx 
x -o - -2M n2

. lim ( 1 -  2 T ” ’' = e“ = l .  
x -o -

c) lim (tan x)'̂ ®" , y = (tan x)‘‘*" , İn y = tan 2x . İn (tan x)
X -  ^
* 4

lim lny=lim  tan2xln(tanx)= lim
71 _ _ 71 ;r 1 \ ü

X -  ^
4

= lim

X -  ^
4 X -  ^

4 tan2x
1 + tan^ X 

tanx

(tan2x)^
lim (tan x)

2.( 1 + tan^ 2x)
= lim - t a

n 2i 1
-I- tanx

= -  1

(tan2x)'
-1-1

ıtan 2x _  g -1

- I
d) lim(sinx)'^“  (1°

y = (sin x)* "̂ , İn y = tan x İn sin x

T 1 lnsinx Vhm Iny = hm — —  = hm
. . 7 1  .. 71 1  .. 77

cosx
sinx

X  —  ~2 tanx 2 ■ (1 -I- tan^ x)

tanx l-ı-tan^x= lim= h m ------------^  -  u m --------------------- -—
X ^ l-fta m x   ̂ ü 2 ta n x (l-I-tamx)

2 2
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e) lim ( e ^ + —)
v - ^  \ X /

( 1“ )

=> İn y = X İn

lim Iny = lim x ln [e ^ +  —)= lim
X — oo X — OO \ X / X — 00

: lim
X  —  0 0

X

f) m ]
-_n  X \ 0

x2 x2

----- --------  = lim  ̂ , - 2  => lim y = e2
_____ X  -  o o  „ l / x + J _  X -

2 X
•  00

x^0

linı a + .x ) ^ - e   ̂ 1-^ ^  + x)lAcf l ^ . l n O ^
x - 0  X  x - 0  [x (x + l)

: lim (l + x)^ .lim  [x~Oc + l)ln(x + 1) 
x - 0  x - 0  [ x^(x+1)

= nm U T x ;' . um -------- ----------
x -o  x -o  [ x^(x+1)

T_ - ln (x + l)  1= e . hm ---- -------- = e  hm -  ---- -
x -o  3x^+2x x -o  (x + l

- ln (x + l j _______ 1 _ e
3x2+ 2x X™ (X + l)(6x + 2) 2
. X 1Ac2 , / . X;ınx \ 1 İ l /  arcsınx \g) hm y = =

,^farçşhK\
' X / ,.  / l - x 2
— 9------- -------------------- --------------x - 0  2x^

lim
x-*0

11______ 1
lijn / l - x 2

x - o  6 x 2

/ • \^̂ *2 ̂ arçşımç ^^ı/e
x - 0  \ '

2x®

3 ( 1 - x 2)-5/2 
x - 0  112

(l-x2)~3^2 ^ ^ 
■ 6

lim ( ^ V
x - 0 \ X /

X

1/(1 -  cosx)
( 1~)

1 /sinx\
, . x l / ( l - C 0 S X )  ~ 7 “ 1

 ̂ şmx\ ^ l n y =  ^
\ X I 1 -  cosx
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( ^ )

, / sinx \
1/(1-cosx) I

=> İn y = ---------

İn / sinx\

lim lny = lim —------—
x -0  x -o  l - c o s x

1 -  cosx 
xco sx- sinx

V xcosx-sin xlim
0 sinx ~ x*fo x^sinx

cosx -  X sinx -  cosx ,/o \lım
x^0 2xsinx + x^cosx i o )

lim
x-0

-sinx
2sinx + xcosx

lim
X -  0

-cosx 1 
3co sx-xsin x  ” 3

lim ( ^ 1
x - 0  \ X  /

1/(1 - cosx)
= e-ı/3

lim [ln(l + x)]* (0°)
X  -  0+

y = [ İn (1 + x) ]*

lim Iny = lim
X  -  0+ X  -  0+

İn y = X  İn (1 + x) 
1

ln(l + x)
1
X

1in, =
; - 0 + ---L  x-0+

= 0

lim [İn (l+x) f  = e“ = 1
x-0+

/ n \lim I — -  arctanx |
X  —  OO V ^

y = -  arctanx j
VInx

n

(0°)

İn
İn y = (f- arctanx j

lim Iny = lim
ln| -ğ -  arctanx j 

lnx

lnx 

= lim - l  + x ‘̂
X -  OO ^  _ ar(jtanx 

l - x ^= lim
X -oo l + X ‘̂

= - 1  olur.

lim ( ^  -  arctanx 1
X — OO \ ^  /

\ l/ lnx
= e  ̂ bulunur.

6. y =
a f+ a ° + ...  + ag

, V a

n
İn y = — İn •' a

a f+ a ° + ...  + ag
n

lim İn y = lim -
a — o a -  0

İn f ia ? + a ? + ... + a:
n

a
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= lim
a - O

af lnaj +. . .  + a “ lna„
n ln (a ı.a 2 . . . a j

ln(aı .a2.-â„)
n

lim y = = Va^.a2...a„

ln^a* + b * -  l )
6. y = (a* + b’‘ -  1)^* => İn y =

A .

ln fa* + b * -  l )
lim İn y = lim --------------------= lim a* İn a + b* İn b = İn a + İn bx - 0  x - 0  X x - 0

= İn (a.b) =» lim (a* + b * - 1) '̂'’̂ = a.b
X- o

7. fiK + Ax) = ftx) + Ax r(x)

a) /ö  , ftx) /x  , / x +  Ax = /x  + Ax----
2v/x

X =: 625 , Ax = -  0,25 seçelim.

ye = y & ^  + (-0 ,2 5 ) — ^ =  = 2 5 -  Ş ^ b 2 , 5 -  0.05 = 2.45  
2 . / 6 ^  2.2,5

b) , flx) = Vx , flx + Ax) = flx) + Ax . r(x ) = Vîc + Ax . x“^̂O
X  = 27, Ax = —1 ,

V ^ ^ V ^ - 1  • | (2 7 )-^  = 3 -  | - 3 - 2  = 3 -  İ  = |Ş = 2.962

c) flx + Ax) = flx) + Ax . f'(x) 

flx) = t/ x  , Ax = 1 , X = 81

1 1
v/82 = VSÎ + 1- -|(81) ■* = 3 + j İ Y  = 3 + 0.00925 = 3,00925

”6/7
d) V l30 , flx + Ax) = flx) + Ax . r(x ) = Vx + Ax —

flx) = Vx , f'(x) = y  x"®^  ̂ olacağından, x = 128 , Ax = 2

yÎ3Ö = 2 + 2 (128)-^/'  ̂= 2 + 2 ' ^ = 2 +  ğ l i  = ^,004
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8. iin ılnO^-J‘) - M - > ) =lim
x - 0  X x - 0  X

= lim
x~0

l - x + l + x

x) _ 2  ̂ _ 2 => fi;o) = m = 2 olmalıdır.
l  +  x  
l - x

x - o l - x 2

9 . a )  l i m ^ ^ ^  = l i m / Ş 3X- OO /x+ 1
p ^  = lim  / l i m ^ = v / 4  = 2
x + l  x - ® v x + l  V x - o o X + l  

1
b )  l i m  | ^  = l i m  - e e s x _  = i im

t a n x  s m x  s ı n x
Y  —• Y  Y  —*

2  2  COSX 2

10. lim x̂  (O . «>) belirsizliği
X  —  0 0  '  '

flx) = e* fonksiyonuna 

uygulanırsa

l/x _  gl/x+l ^ gC ( i  _
X x + 1

x + l ’ X 

1

aralığında ortalama değer teoremi

x ( x + l )

olacak şekilde bir c e  | »~ ĵ vardır.

X oo için c —> O dır. Yukarıdaki eşitlikte her iki taraf x̂  ile çarpılırsa

x2 e®
\ / x + 1

bağıntısı bulunur. Limit alınırsa

limx^(
r _* 00 'X  —  0 0

bulunur.

g l / x _ g l / x + l j ^  1.1 = 1
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PROBLEMLER
Aşağıda denklemleri verilen eğrilerin grafiklerini çiziniz.

a) y = -  4x  ̂+ 5x -  2 g)
x 2 -3

y=2x-4
x 2 + l

y =  Xb) y = /x^- 2x + 2 h)

c) ŷ  = x̂  -  4x + 5 ı) y = İn (2x -  x'

ç) y = / 6x-x2 i) y = X + sin X

d) j) y = X -  sin X

e) y   ̂ 2  4
h) y = 1 -  x2^

f) x2 - 7 x +10
^ x 2+3x

2. Aşağıdaki eğrilere kutupta (orijinde) teğet olan doğruların denklemini 
yazınız.

a) r = 4 cos 2(p c) r̂  = cos 2cp

b) r = sin 3(p d) r = 1 -  cos (p

3. Aşağıdaki eğri çiftlerinin kesim noktalarındaki teğetlerini bulunuz. Bu 
teğetlerin oluşturdukları açıların ölçülerini hesapla3nnız.

a) r = 2 (1 -  cos (p) 

r = -  6 cos (p

b) r = sin (p 

r = cos 2(p

4. Aşağıda denklemleri verilen eğrileri çiziniz.

a) r = cos 3(p b) r = 1 -  2 cos cp c) r̂  = sin 2(p

5. r = 2 (1 -  cos (p) kardiyoidine noktasından çizilen teğetin kutup

doğrusu {Ox- ekseni) ile yaptığı açının ölçüsünü bulunuz.
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ÇÖZÜMLER
1. a) y = -  4x  ̂+ 5x -  2

1. Fonksiyon polinom tipli olduğundan tanım kümesi T = R dir.

2. Asimtot yoktur.

lim x^ -4x^ + 5x-2 = oo , lim x ^ -4x ^ + 5x -2= -o o
X  — 0 0  X  —  -  00

3. x = 0 => y = - 2

y = o => Xı 2 = 1 , *3 = 2
4. y' = 3 x 2 -8 x  + 5

y' = O <=> Xı = -  , X2 = 1

5. X -  ~ 0 1 5/3 î \ +  oo

y ' + -t- 0 -  0 -H 
1 1

+

y - o o y r -2 ^  0 -4/27 ̂ 3 ^  + oo

b) y = /x 2 -3 x + 2

1. x̂  -  3x + 2 > O olmalıdır. 

x^-3x + 2 = 0 = > x = l ,  x = 2 

T.K = (-00, 1] u  [2, +oo)

2. Eğik asimtot

X 1 2

x2-3x-f2 + - +

 ̂ A ^ - 3 x + 2m = lim = lim
X  —  0 0  X  X  — 00

lim- = 1
n =  lim (f(x)-m x) = lim (/x^-3x-f 2 - x )
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( /x^- 3x + 2 -  X) f /x^- 3x + 2 + X] j .  o
= lim^-----------  -̂---------- ^ = lim  + ^

= lim
X  —  0 0

(v/x^-3x + 2 + x) x-o°/x2-3x + 2 +x

-3 x  + 2 3

x i ; ı - f  + ^ . ı

=> y  = X -  2 eğik asimptottur.

s
X ^  -oo için limit alınırsa diğer asimptotun y = -  x + ^  olduğu görülür.

3. x = 0 = > y  = y2

y = 0 => x = l ,  x = 2

4. y' = =0 «  X = I  g T.K.
2/ x 2 -3 x + 2 2

5.

X - o o  0 1 2 +„

y ' - i 1 +

y + ^  0 0 +  o o

c) ŷ  = x̂  -  4x + 5 (y = y/x -̂ 4x + 5 eğrisi çizilip x eksenine göre 
simetri alınacaktır.)

1. T = R

2. lim /x^- 4x + 5 = oo olduğundan eğrinin eğik yada eğri asimpto-
X  0 0

tu vardır.
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A 2 - 4 x + 5 - y ( x - 2 ) 2 + l  =|x-2l /l+ ^
7  (x -  2)̂ “

=> g(x) = |x-2| alındığında
lim (flx) -  g(x)) = 0 => y = |x-2| eğri asimtottur.

X — oo

3. x = 0 => y = /E

 ̂ ^ _____ 2 x -  4 _ X -  2
^ “ 2/ x 2 -4 x + 5 ~ /x 2 - 4 x + 5
y’ = 0 »  X  = 2. Buna karşılık y değeri y = 1 dir.

5.

X 0 2

y ' -
1

-  0  + 
1

y + "V 5 \  1 ^  +00

ç) y = /6x-x^

1. 6x - x2 > 0  

T.A = [0, 6]

2. Asimtot yoktur.

3. x = 0 = ^ y  = 0

y = 0 = 0, Xg = 6

3 -  X

X 0 6

6x- x 2 “  İİİİİ:|Iİİİİİİİİİ -

4. y' =
/ 6 x - x 2

= 0<=>x = 3 e [ 0 ,  6 ] , x = 3 ^  y = 3



218 TÜREV

5. X 0 3 6

y' + 0 -
________ 1________

y 0 3 0

d) y = x - l  
1. T.A = R \ {1}

2. Um f(x) = lim ----- ^
X — 00 X — o o X — 1

lim f(x) = lim —

lim f(x) = lim —^   ̂
x - ı -  x - ı  x - l

3. x = 0 => y = 0

= 1 y = 1 yatay asimtot

X = 1 düşey asimtot

4 . y
1 ■<0

( X - 1 ) 2 (X-1)2
5. ~ oo 0 1 + oo

y' - - -

y 1 ' ^  ( + 0 = ^ 1
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e) y = 8
x^- 4

1. T.A =R \ {-2, 21

2 .
, ' İ r

x -2 -  x '“- 4

lim
x--2+  x^^-4

X  = 2 düşey asimtot

lim ■=+ oo
-2” x"^-4

X = -2  düşey asimtot

X  —  T  0 0  x'‘ — 4
= 0 => y = O yatay asimtot

3. X = O => y = -2
... . 16x

y  -  (x 2 _ 4 ) 2

y' = o <=> X  = O

5)
X - 0 0 - 2  0 2 + oo

y' + + - -

y 0 “ — o o _ + “ \  0
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f) y = x 2 -7 x + 10
x2+3x

1. T.K = R \ {O, -31

x̂  + 3x = O <=> X (x + 3) = O «=> X = O ve x = -3

x 2 -7 x +10 ,lım   ---------= + oo
2.

■ 0+ x2+3x
x 2 - 7 x + 1 0  h m ----- r--------- --  oo

x-0- x^+ 3x

X = 0 düşey asimtot

x2 -7 x +10hm ----------------- =—oo
x--3+ x ‘“+3x

V x2 -7 x +10 ,hm ------;;— :----- =+oo
X — -  3“ x 2 + 3 x

X = -3  düşey asimtot

lim —— ^ = 1 => y = 1 yatay asimtot
x-To> x “̂ +3x

3. y = 0 x̂  -  7x + 10 = 0 => x̂  = 5, X2 = 2

. 10(x^ -2x-3)
 ̂ (x2+3x)2

y' = 0 <=> X = 3 ve x = -1

5.

+  0 - -  0 +

-9- — o o  +  o o  , -1/9
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g) y =
c2 - 3

2 x - 4  
1. T.A = R \ 121

2.

1- x 2 - 3hm — — -  =  oo 
x - 2+ 2 x - 4

x 2 - 3lım -jr-— 7 =-oo 
x - 2 -  2 x - 4

X = 2 düşey asimtot

x2 - 3

y = ^  X + 1 eğik asimtot 2x

3. x = 0 y =

y = 0

2 x -  3 
2 x -  4

4

X = + / 3

2 x -  4

X + 1

4. y' = 2x (2x - 4 ) - 2 ( x 2 - 3 )  2x 2 - 8 x + 6
(2x -4 )2  (2x -4 )2

y' = 0 o  x2 - 4 x + 3 = 0 => x̂  = l ,  X2 = 3 yi = 1 . y2 = 3

/̂i■ + oo
1

+ 0 + 
________ _̂_______

- - -

+3/4 —  00 +  00 " +  o o
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h) y : x^ + l

1. T.A = R \ {01

2 .

T  x^ + 1hm -------- = 00
X -  0+ ^

T  X^+llım -------- = -  oo
X  -  0 + ^

X = o düşey asimtot

x̂  + 1
-  Xy = X eğik asimtot.

3. Eğri eksenleri kesmez.

.  .  2 x 2 - x 2 - 1  x 2 - 1

y " — 2— = — ~

y' = O = -1  , X2 = 1 ^  yi = -2  , y2 = 2

5.

X — oo 1 0 1 ^  oo

y' + - -  0 +
_______ _̂_____

y
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ı) y = İn (2x -  x̂ ) X 3 2
1. 2x -  x̂  > 0 2x-x2 - + -

T.A = (O, 2)

2. lim ln(2x-x^)=-oo ,
X- 0+
lim ln(2x -  X ̂ )=-00

X- 2"
X = O ve X = 2 düşey asimtot

3. y = 0 2 x - x ^ = l  => x = l

 ̂ . 2 -  2X - r, 1 rv4. y = ------- r , y = 0 = > x = l = ^ . y  = 02x-x^
5.

X c
—

1
1

y ' • jv:;:*:;
^  ? -

y İ İ İ İ İ İ İ İ İ 0 x-:-:-::::-::-x:-

y =ln(2x -  x2 )

i) y = X  + sin X

1. T.A = R

2. Asimtot yok

3. x = 0 ^  y = 0

4. y' = 1 + cos X = O o  cos x = -1  «  x = (2k + 1) ti

5. X - 7t 0  it

y ' + + + +

y - 7t 0  7t
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j)  y = X -  sin X 5

1. T.A = R

2. Asimtot yok

3. x = 0 ^  y = 0

4. y '  = 1 -  cos X
y' = 0 <=> cos X = 1 <=» X = 2k;t

X -2n -n 0 +n 2n

y' + + + + + +

y -2k - 7t 0 +71 27t

h) y = 1 -

1. T.A = R

2. Asimtot yok

3. x = 0 => y = l

y = 0 => X = + l

5. X - o o  -1 0 1 +  oo

y' + + -
1
0 -  
1

y — oo ^ 0 \ - c o
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4. y' = —

3

2. Aşağıdaki eğrilere kutupta (orijinde) teğet olan doğruların denklemini 
yazınız.

a) r = 4 cos 2cp

2cp = -^ + knr = 0 =» 4 cos 2(p = 0 => cos 2(p = 0 

cp = |  + k |  (k e  Z)

(p = — için

tan \|/ = 0 => i(/ = 0 .  Bu durumda teğetin eğim açısı 

0 = V|/ + (p = O + -^ = ^  olacaktır. Teğetin eğimi 

TLm = tan 6 = tan "  ̂= 1 • Orijindeki teğet istenildiğinden

Xq = 0 , yo = 0 => y -  yo = m (x -  Xq) => y = x kutupta teğet olan 
doğrudur.

b) r = 3 sin (p

r = 0 3 sin cp = 0 => sin cp = 0 => cp = kn

(p = 0 için tani|/ = :^ = => ip = 0 . Teğetin eğim

açısı 6 = ip + (p = 0 olur.

m = tan 0 = 0 alçağından orijindeki teğet y -  yo = m (x -  Xo) => 

y = 0 doğrusu olur.

c) r̂  = cos 2cp

r = ycos2çJ için teğeti bulalım.
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r = O => Jcos2(p  = O => cos 2q> = 0

2(p = |  + k;r ^  ‘P = f + 1^1

n  ^ r I f i o i İ ç  I cos2c)) I

■O' 4 ^  ‘ ™ *  = 7 İ ı  = H l Ü £
2jcos2(p

71\|/ = o . Bu durumda teğetin eğim açısı 6 = ij/ + cp = — olacaktır.

nTeğetin eğimi m = tan 0 = tan = 1 y = mx => y = X kutupta 

teğet olan doğrudur, r = -  Jcos2jcp için teğet doğru y = -x  dir.

d) r = 1 — cos (p

r = 0 => 1 -  cos (p = 0 ^  cos cp = 1 => cp = 2k7i 

tan V = ■̂  L  = o ~ ifadesi (p = 0 ve (p = 2ti için tanımsızr 1' -̂“ sınçj

1 -c o sö  sinû) „ „ T ,— :-----— = l ım ---- — = O olduğundan 0 = 0 dolayısı ileçı_o sınç5 p-o cos(p

m = O dır. Teğetin denklemi y -  0 = m ( x - 0 )  => y = 0 olur.

ve lim

3. a) r = 2 (1 -  cos cp) 

r = -  6 cos (p

2 ( 1 -  cos (p) = -6  cos (p => 1 = -  2 cos (p => cos cp = -  —

=> = ^  => r = 3

= = :| Ş î £ |  *
 ̂ r \ç = M 6sııup \Ş- 3 3 ^ 6

Şimdi değme noktasının koordinatlarını bulalım.

2n _ 3 
2X() = 3 . cos g

o ■ 2n 3/3 -a j  r, 71 ^ 2 n  5nyo = 3 . sın —  = — Bu urumda egım açısı “ =

eğim m = tan 0 = -  olur. Buna göre (xq , yo) noktasındaki

teğet denklem y —3 /3 ^ [ x  + -§] => y = — + v/3 elde edilir
/ 3 l ys
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b) r = sin cp , r = cos 2cp

sin (p = cos 2(p => sin (p = 1 -  2 sin  ̂cp ^  2 sin  ̂cp + sin (p -  1 = 0 

sin cp = 1 veya sin (p = --^ ^  9 = -  ̂ veya (p = -  ^  olur.Z 2ı o

71 ■ T l  71 71

» =  2 ‘ “ * ' ' 7  l , . |  = — = ‘^■'2 *  » ' T ̂ 2 cos 77

71 716 = (p + \p = — + -2=7i=>m  = tan 6 = tan n = 0 olur.

71Xq = r cos cp = r cos ~2 ~  ̂ ^  y = 0 teğet denklemidir.

(p = -  ise tan cp = ^
D

0 = a  + cp = IL - IL  
6 6

Xq = r cos cp = sin

İL
3 m = tan 0 = tan

7 l \ _  J Z

7 l\  ■ l 71Yq = r sın (p sın I - sın' 1
3 / 4

olduğundan teğetin denklemi

yay - İ = y s x+ ■ y = /3 X + 1 olur.

4. a) r = cos 3(p

1. T.A = R

2. Peryot : ^

3. fl-cp) = cos (-3cp) = cos (3cp) = flcp)

=i> eğri kutup eksenine göre simetri

f  (^  + -^) = c o s 3 | + -^ j = cos 3cp . cos 71 -  sin 3cp . sin ti

= -  cos 3cp = -  flcp)
71Eğri — uzunluktaki aralıkta çizim yapılır.O

71 -  ^  kadar saat yönünde çevrilir. Aralık E. E  
6 ’  6

tup eksenine göre simetri olduğundan 

kutup eksenine göre simetri alınır.

0 ^  ’ 6

alınabilir. Ku- 

aralığında çizim yapılır ve
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4. r ' = -  3 sin 3 (p O, n aralığında sin 3cp>0 => r '< 0

<p 0 jı/6

r'
r

r 1 \  ̂ 0

b) r = 1 - 2 cos (p

1. T.A = R
2. Peryot; 2n

3. ft-cp) = flcp) kutup eksenine göre simetri alınacak, yani [O, n] 
aralığında çizim yapılır.

4. r ' = 2 s in 6 > 0  (0e[O,:;r])

e 0 n/6 7t/4 ti/3 7t/2 27t/3 k

y' + +  0  +
1

+
1

+  0 +
___________ 1__________

+

y - 1  l - ' f s  l - ' [ 2  0  1 1 3

e = o

c) r̂  = sin 20 , r = + /sin20 eğrisi çizilmeli, sonra da kutba göre simet­
ri alınmalıdır.

sin 20 > 0  => 0 < 2 0 < 7 1 , 0 < 0 < - ^  tanım aralığıdır.

r = 2cos20
2/sin20
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^ O 7t/6 71/4 7t/3 7t/2

2 2
II II
a a

= 1 ^  v  = f

0 = >.-<P = f - f  = f

BOLUM PROBLEM LERİ

1. Aşağıda tanımlanan fonksiyonlann x = 0 noktasında türevli olup 
olmadığını araştırınız.

c) f(x) = x^  ̂sin Xa) flx) = XIXI

b) flx) = 1x1 sin X d) flx) = Vx . (1 -  cos x)

2. Kx) =  ̂ X ’  ̂ ^  ̂ fonksiyonu x = 0 noktasında türevli midir? 
0 , X = 0 ise

r  türev fonksiyonu x = 0 da sürekli midir? x = 0 da f"  türevi var mıdır? 
Bulduğunuz sonuçlan yorumlajanız.

3. 0 < a  < 1 olmak üzere x“ + y“ = a“ eğrisi veriliyor. Bu eğriye üzerinde­
ki herhangi bir noktadan çizilen teğetin eksenlerden ayırdığı parçalann 
uzunluklan u ile v ise

1 2dır, gösteriniz, a  = — ve ot = — özel halleri için bulduğunuz sonuçlan ̂ O
yorumlayınız.
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4. Her x, y e R için

a) Rx + y) = R x). Ry)

b) Rx) = 1 + xg(x),

bağıntılarını sağlayan bir f  fonksiyonunun her x e R noktasında tü­
revli olacağını ve r(x) = ftx) bağıntısının sağlanacağını gösteriniz. (Bu­
rada g, lim g(x) = 1 özelliğine sabit bir fonksiyondur.)X -  o

5. f" , [a, b] üzerinde sürekli ve bu aralıkta f(x) = 0 denkleminin üç kökü 
olsun. r '(x ) = 0 denkleminin [a, b] aralığında en az bir köke sahip 
olacağını gösteriniz.

6. f  ve g konveks ve g artan ise gof de konvekstir, gösteriniz.

7. f, [a, b] üzerinde türevli ve Kb) < f(a) olsun. T fonksiyonunun (a, b) 
aralığındaki en az bir noktada negatif olacağını gösteriniz.

8. f  ile g, [a, b] üzerinde türevli iki fonksiyon, f(a) = g(a) ve Rb) = g(b) olsun, 
(a, b) aralığının en az bir c noktasında f  ve g nin grafiklerinin 
teğetlerinin paralel olacağını gösteriniz.

9. f, R üzerinde türevli bir fonksiyon olsun.

R l) = 1, X  e (-00, 1) için f'(x) < 0  ve x e (1, +°°) için R(x) > 0 ise

a) Vx e R için Rx) > 1 dir, gösteriniz.

b) r ( l )  türevini hesaplayınız.

10. a ve b iki pozitif sayı ve Vx e R'̂  için Rx) = ^  olsun, f  fonksiyonunun
[a, b] aralığında ortalama değer teoreminin hipotezlerini sağladığını 
gösteriniz. Teoremde sözü edilen c sayısının, a ile b nin geometrik orta­
laması olan v/âb sa)asına eşit olacağını gösteriniz.

11. a ile b iki reel sayı ve Rx) = x̂  olsun, f  fonksiyonunun [a, b] aralığında 
ortalama değer teoreminin hipotezlerini sağladığını gösteriniz. 
Teoremde adı geçen c sayısının, a ile b nin aritmetik ortalaması olan 
â "i~ b— — sayısına eşit olacağını gösteriniz.

12. Kabul edelim ki, y = Rx) in türevi y' = (x -  1)̂  (x -  2) olsun, f  nin yerel 
ekstermum ve dönüm noktalarını bulunuz.

13. a bir reel sayı olsun. Vx g (-°°, a) için R(x) > 0  ve Vx g (a, +°o) için 
f'(x) < 0 ise a noktası bir yerel maksimum noktası mıdır?
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1 . a )  f(x ) = X |x|

x - 0  X - 0  x - O X  x - o ' '

b) fîx) = |x| sin  X

f('x')-fîO') |xisinx
f ( 0 )  -  = l im L J -------- = o

x - 0  X - 0  x - 0  X

c) f(x ) = x^^ sin  X

n o ) = = O
x - 0  X - 0  x - 0  X

d) iTx) =  V x  . (1  -  cos x )

f ( 0 ) = I im f ( ^ ) - P  = i i n , ' / ^ a - c o s x )  ^ (1 -  co sx ) /  0

ÇÖZÜMLER

; _ 0  X - 0 X  -  0 X -  0

= lim -^x ^ sin x = lim ^ x ^  = 0.1 = 0
x-o 2 x-o 2 X

2 • 1 x^sın—
2. f'(0) = lim —^ ^  = lim --------- ^  = lim xsin—= 0 => f  fonksiyonu

x - 0  x - 0  „ « „ ^X — 0 X X  — 0 X

X = O’da türevlenebilirdir ve değeri 0 dır.

f(x ) = 2xsin— - c o s — x + 0
X X
o x = 0

f O’da türevlenebilir olduğundan O’da süreklidir.

2xsin— -  cos — 
-------- ^---------^  = limf'(0 ) = lim '̂̂ ^̂  = lim

x - 0  X - 0  x - 0  X
cut değil => X = O’da f"  mevcut değil.

X- o

1  cos — 
2 s in ^ --------5L

X X
mev-

3. x“ + y“ = a“ eğrisine üzerindeki (xq , yp) noktasından çizilen teğetin 
denklemini bulalım, a  x““  ̂ + a  y““  ̂y ' = 0 ,

y = -
a - l

'(xo.yo>

'.a -l

denklemidir.
ol

y -  yo = -
•̂0
yo

a - l
( x - x „ )  teğet

y“- ' y - y “- x “+ x “- ix  = 0, y r ' y - y r ' x  = x “+ y “
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=>yo + = a “ elde edilir. Bu denklemin eksenleri kestiği nok­
tanın uzunlukları

,ûf-ı

X = 0 y =

y = 0 X =

a “ u = a “
„a - 1
•y 0 y r

1

a “ a “
a -  1 
° 2 a2 ^0

1

a i - “ +
a i - c t • = p»

0‘
1-_ -  + ^ - :^  = a i - “ (x “ + y“) = a i - “ .a'^£ 

ŷ o ^0

a  = ^ ise /x + J y  = /a eğrisinin eksenleri ayırdığı parçaların uzun-1
2

luklan toplamı u + v = a dır.

a  = ise x^  ̂+ y^  ̂= a^  ̂ eğrisi üzerindeki bir noktadan çizilen teğetin 
eksenleri ayırdığı parçaların uzunlukları toplamı û  + = a  ̂ dir.

h-o n h-o n h-o n

= lim f(x) • = lim f(x).gQı) = f(x) (lim gQ ı)=l)h-o I l h - O  \h- 0  /

5. ftx) = 0 denkleminin üç kökü Xq, x ,̂ Xg e [a, b] olsun.

Yani fIxQ) = flxj) = flx2) dir.

flX()) = flxj) ve f  türevlenebilir olduğundan Rolle teoremi gereğince 

f'(c) = 0  olacak şekilde c e  ( x q , x ^) vardır.

flxj) = Rx2) ve f  türevlenebilir olduğundan Rolle teoremi gereğince 

a  £ (x  ̂ , X2İ vardır ki r(a ) = 0 dır.

Buna göre He) = f'(a) = 0 ve £" mevcut olduğundan Rolle teoremi 
gereğince f '(e )  = 0 olacak şekilde e e (c, a) vardır. Dolayısı ile TXx)= 0 
denkleminin (a, b) aralığında en az bir kökü vardır.

6. f  konveks ise 0 < t < 1 için fltx + (1 - 1) y) < t Rx) + (1-t) Ry) sağlanır. 

0 < t < 1 için (gof) (tx + (1-t) y) = g (R tx+(l-t)y))

< g(tf(x) + (1-t) Ry)) (g artan olduğundan)

< t g(Rx)) + (1-t) g(Ry)) (g konveks olduğundan) 

= t (gof) (x) + (1-t) (gof) (y)
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7. f, [a, b] üzerinde türevli ise aynı zamanda sürekli olacağından ortala­
ma değer teoreminin şartlarını sağlar. Bu durumda 3 c e (a, b) vardır. 
Öyle ki,

f'(c) = f(b )-f(a )_  /f(a)-f(b)
b -  a b -  a < 0 ( flb) < İta ))

8. f  ve g, [a, b] üzerinde türevli ise aynı zamanda bu aralıkta süreklidir. 
Dolayısı ile genelleştirilmiş ortalama değer teoremine göre 3 c € (a, b) 
vardır ki g'(c) ^ 0 olmak üzere

f '( c )  ̂ f(b)-f(a) _ g(b)-g(a) 
g'(c) g(b)-g(a) g(b)-g(a) 1 => r(c) = g'(c)

Yani f  ve g eğrilerinin c noktasındaki teğetlerinin eğimleri eşittir. 
Yani bu teğetler birbirine paraleldir.

9. a) f  fonksiyonu 1 noktasında tanımlı ( fU) = 1 )  x e 1) için 
f'(x) < 0  ve X e (1, oo) için f'(x) > 0 olduğundan f  fonksiyonu 
X = 1 noktasında minumuma sahiptir. Yani Vx e R için 
111) < flx) => 1 < Rx) dir. 

b) Fermat teoreminden f'(l)  = 0 dır.

10. Vx € için flx) = — sürekli ve f'(x) = -  ^  (a, b) (a > 0) de mevcut-
X

tur.

Bu durumda ortalama değer teoreminden

3 c 6 (a, b) 3  He) = f(b)-f(a)
b -  a

c = /ab (a > 0 ve b > 0)

i _ i
b__ c ^ -a b

c2 b - a  "  ab c2

11. flx) = x̂  fonksiyonu [a, b] de sürekli ve r(x) = 2x türevi (a, b) de mev­
cut. Dolayısı ile ortalama değer teoreminden 3c e (a, b) vardır ki

f(c) = f(b)-f(a)

2c =

b - a  
b 2 -a 2
b - a => 2c = a + b => c = a-t- b
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12. y' = (x -  1)̂  (x -  2) = O <=> x = 1 ve x = 2

y"(x) = 2 (x -  1) (x -  2) + (X -  l)^ = (x -  1) (3x -  5) 

y"'(x) = 6x -  8 => y '" ( l)  = 0 

ŷ '*' (x) = 6 > 0

n = 4 (çift) ve ŷ '*' (1) > O olduğundan 1 noktası f  nin yerel minimum nok­
tasıdır.

y"{2) = 1 > 0 => 2 noktası f  fonksiyonunun bir yerel minumum nok­
tasıdır.

y"(x) = (x -  1) (3x - 5 )  = 0 <=> x = l  ve x = ^

5
y"  türevi 1 ve noktalarında işaret değiştirir. Dolayısı ile bu noktalarU
dönüm noktalandır.

13. a noktasının yerel maksimum noktası olması için yukardaki şartlar yet­
mez. Aynca fonksiyon a noktasında tanımlı olduğunun bilinmesi gere­
kir.



PRO BLEM LER

Aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

1. /(Vir + x2)dx 6. y  (a + x)^ dx

2. J  (2x^- 5x + 3)dx 7.

3. / (l-x )3 y ^ d x 8. / (2 ’'+x2)dx

4. /•x^+3x 2+5 j
f  ^ 9. y ( l  + x)^dx

5. /•3x3 - 4 x2+3x j  

/  x H l
10. / (x 3 + l) 'x 2 d x

dx

ÇÖZÜMLER

1. /(®v  ̂+ x 2 )d x = | x 6 '5 + ^  + C

2. J (2x^- 5x + 3)dx = 2 x^dx-  5 J xdx+ 3 J d x

„ 3  „ 2
= 2 y - 5  y  + 3x + C

3. y^d -  x)  ̂ v/x dx = y^(l-3x + 3x^-x^)x^dx

= y^(x'^-3x^+3x^-x'^'^)dx

=  J x ^ d x - 3  Jx^ dx+ 3  Jx^dx-Jx'^'^dx

= - Ş x » ^ + f  x^ ^ -| x ^ + | x3^ + C  y < o o

4 -  /
x^+3x^+5dx^ /-fx2+3 + A )d x

= J x^dx+J 3dx+ J  dx = + 3 x -  “  + C
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e 4x^+3x j  , 45. /------- — ------d x = / 3 x -4 + ---  -■
■’ x^ + l x^+ l

g
= -^x^- 4x + 4arctanx + C

dx 3x̂  -  4x̂  + 3x 

3x̂  + 3x

2 1 X + 1

3x-4

-  4x
-4x^-4

6. J(.a + x)^dx = y^(a®+3a^x +3ax^+x^) dx

= a  ̂X + â  x̂  + ax  ̂+ ^  + C 2 4

7. / sinx +
/ T ^

dx = -  cos X + 4 arc sin x + C

8. /(2=‘+ x 2 ) d x = ^  + ^  + C

9. y (̂l + x)^dx = y^(l +4x +6x^+4x^+x^) dx = X + 2x  ̂+ 2x  ̂+ x̂  + ^  + C

10. y^(x®+l)^x^dx = y(x®+4x®+4x^)dx=^ + -|-x®+-|-x^+C
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PRO BLEM LER ________

1. Aşağıdaki integralleri hesapla5amz.

\ / * v 2 ı  »\/*/a) J xe*^dx

b) / x 2 (l + x3)'‘dx

d) J sin^xcosxdx

e) /•ârçta^dx
l  + x^

/• sinxdx 
l  + cos^x

g) J x  ̂ / l-x ^  dx

h) /  f " ^ \ dx
x^+x+ 1 

ı) J  e“^dx

i) y^(e’̂ +e~*^)dx

j)  /(3-2x)^dx

» •' cos^5x

1)
X2+1

m) J  tanxdx

n) f  “ ŞLdx 
■’ sin*x

o) J  e“ ®’‘sinxdx

ö) y^e*^x^dx

/ x (l + !nx)

s) f  xe *^dx

ş) ,
r dx
V 4 x - x 2

t) _f  sin2x
A  -  sin^x

u) f  2 ’'
> A - 4 ^

ü) rV x — 1 + 3
’ V x - ı

v) _r dx
1 sinx

y ) .
r dx
' 1 + cosx

z) r dx
 ̂ 1 + sinx

dx

1. a) x̂  = t denirse 2x dx = dt olur.

Jxe^^âx=  y ê‘-^ = ^ e ‘ +C = ie *^ + C

b) 1 + x̂  = t denirse 3x  ̂dx = dt olur. Bu durumda 

/x»(l + x»)‘ dx=/ f  dt= + c  = + c

ÇÖZÜMLER

3

f - ^ =  /■— = lnu + C = ln(lnx) + C •' xinx •' u

c) İn X = u => —  = duX
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ç) 1 -  x‘* = t => -  4x  ̂dx = dt 

1 rx^(-4x3)f ^ - d x  = - \   ̂ ^  ^dx = - ^ f
■’ l - x *  4-' l - x ^  4-'

1 /-ü-t) dt

= -  -^ (In t-1 ) + C = -  -  x ‘‘) -  1 + x^j + C

d) sin X = t => cos X dx = dt

J sin^X cos xdx = y^t^dt = ^  + C= + c

e) arctan x = t  => — dx= dt  
l  + x^

t  ̂ , (arctanx)2 , ^ 
2

f) COS X = t => -  sin X dx = dt 

sinx , /■ dtr sınx j  r
A  + cos2x ‘̂ “ -̂ l  + t2 = - arctantH- C a rc ta n (c o s x )+  C

g) 1 -  x̂  = t => -  2x dx = dt

/ x 3 / r ^ d x  = / ( i - t ) t i ^ . ( - ^ ]  = - | / t ^ - t ^ d t

= i t ^ - h ^ + c  = h ı - x ^ ) ^ - h ı - x ^ ) ^ + c
5 o 5 o

h) x  ̂ + x +  l  = t= >  (2x + 1) dx = dt

f  ̂ dx= ^ ^  = İn t + C = İn (x̂  + X + 1) + 
x ^ + x + l ■’ t

dt

ı) -3x  = t => -3  dx = dt

J e  ^dx= J e' dt 4 e ‘ + C = - ie -3 * + C

i) ■ 2 = t = > d x  = 2 d t

f [e^ +  e -^ )  dx= / (e ‘ + e -‘) 2dt = 2e‘ -  2e-‘ + C = - 2e~^  ̂+ C
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j)  3 - 2 x  = t = ^ - 2 d x  = dt

/(3 -  2x)^dx= = - i  t5+C ^  (3 -  2x)5+C

k) tan 5x = 5t

/

dx = dt
cos  ̂5x

^  = / d t= t+ C  = ita n 5 x  + C
cos^5x

1) x̂  + 1 = t =» 2x dx = dt

m) cos X = t => -  sin x dx = dt

dtftanxdx= f  —— dx= T -— = -ln t  + C =-ln(cosx)+Cj  ■’ COSX J t

n) sin X  = t => cos x dx = dt
I--3c cosx J .._  rdt _ t  ̂ 1 .

sin‘‘ x  ̂ t* 3 3(sinx)^

o) cos X = t => -  sin X dx = dt

y  e"’®*sinxdx= J  eH- dt)=- e‘ + C = -  e“ ®*+ C

ö) = t => 3x  ̂dx = dt

J e*^x^dx= J ^ • e‘ + C = + C

p) 1 + İn X = t => —  = dt

r = /■  ̂= ln t+ C  = ln(l + lnx)+Cx (l + lnx) ■' t
dt
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r) /x = t =

lv4t
2/x

■dx= dt

f^ j= dx=  T2e‘ dt= 2e*+C = 2e'^+C 
/x

s) x̂  = t => 2x dx = dt

J x e  *^dx= f e  ‘ +C = - i e - V C

ş) / 4x-x2  = / 4- ( x -2 )2

x - 2  = t dx = dt

/• dx _ /- dt _ 1 r___ ^
74x - x  ̂ /4-1^ 2 J

^ = arcsin-^ + C* J,

X - 2  .= arc sın —^ ^

t) [sin  ̂X = u => du = 2 sinx cosx dx = sin 2x dx] 

sin2x j  r sin2x , r du
/ 7 P O T ‘*>‘ = / - d x  =  J -

/l-(sin^x)^ / l-u ^

= arc sin (sin  ̂x) + C

= arc sin u + C

u) 2̂  ̂= t => 2’̂  ln2 dx = dt

2=̂ 1 r 2*ln2r 2=̂ j_. 1 f
 ̂ A -4 ^  ln2 J  y i - ( 2 ’')2

dx= 1 f  dt
\n2J AAT^

arcsint + C = arcsin2*+ Cln2 ln2

ü) ebob 13, 4} = 12 , x -  1 = t̂  ̂ , dx = 12 t̂  ̂dt

f ^ ^ ^  l 2 t “ dt=12 fti^+at^dt
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v) tan ^  = t ^  sin $  =
2

sin X = 2 . sin ^  . cos ^

dt = (1 + t a n ^ d x  => dx = —^-r2/ 2 l  + t2 dt

/ - ^ = /sınx
1 + t  ̂ 2 
2t l  + t2dt= y^ydt=ln|t| + C = ln ta n f + C

y) tan^  = t => cos x = c o s ^ -  sin  ̂̂  , dx = ^ - ^ d t

r  d x  _  r  1_______ 2 _

■ l̂ + cosx I l - t ^ \ l  + t^
dt = y^dt=t + C = tan^  + C

z) tan ^  = t 

dx

sın X = 2t

f  ^  = f1 + sinx J

l  + t^
1 2

, dx =
l  + t2

dt

1 + 2t l  + t 2d t  =  J

l  + t2

= / ^ d u  = -  -  + C = - - ^  + C = -u2 U t+ 1

t 2+ 2t+  1 

2

dt = /- ■dt

1 + tan i

(t+1)2 

+ C [t + 1 = u, dt = du]

PRO BLEM LER

1. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

a) J arcsinxdx= x. arcsinx + / l -  x  ̂+ C

b) y^x2e*dx= e *(x 2 -2 x  + 2 ) + C

c) J sin(lnx)dx= ^[sin(lnx)-cos(lnx)] + C

d) y^x2e*^dx= ^x2e*^-^e*^+C

e) J^x2lnxdx= ^ x 2 ln x -^ x ^ + C

f) J^x2sinxdx=-x2cosx +2xsinx +2cosx +C
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2. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

a) J  arctanxdx

b) j" e^sin3xdx

c) J x^lnxdx

d) J  e*sinxdx

e) J e“ sinbxdx

f) f  (lnx)^dx

g) J x^e *dx

h) J x (x - l) ^ d x

i) fx ^ e^ d x

j)  J x^e“^dx

k) y^cos(lnx)dx

m) y^(ax^-2x + 5 )e  *dx

n) r ^ ^ d x
/x

o) J arctanx dx 

ö) J xln(x^)dx

p) J xsec^xdx 

(lnx)21) y^(x^-2x + 5)e*d x r) J '  dx

ÇÖZÜMLER

1. a) u = arc sin x , dv = dx => du =
y î ^

dx , V = X

J arcsiiK dx = X arc sin x -  j  /  ̂  ̂ [l-x^ = t => -2 x  dx = dt]
V X X

= X arc sin x + ^ = x arc sin x + + C
/ t

=  X arc sin x + /l -  x  ̂+ C

b) x̂  = u , e* dx = dv =» du = 2x dx , v = e*

J x^e*dx = x̂  e* -  2 ( x̂e^~ J e*dx) = x̂  e* -  2 (x e *-  + C

= e=‘ (x 2 -2 x  + 2) + C

c) sin (İn x) = u , dx = dv => du = cos (İn x ) . — dx , v = x 

J s in i ln  x) dx = X sin (İn -  f  cos (İn x) dx 

[cos (İn x) = u , dx = dv => du = -  ^  sin (İn x) dx , v = x] 

y^sin(lnx) dx = X sin (İn x) -  (xcos(lnx) + J  sin(lnx)dx)

=> 2 J  sin (İn x) dx = x sin (İn x) -  x cos (İn x) + 2C 

=> J sin (İn x) dx = ^  (sin(lnx)- cos(lnx)) + C
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d) = u , xe*  ̂dx = dv => du = 2x dx , v = ^ 

J x®e*^dx= J xe*^dx= C

9  1 X ®e) u = İn X , dv = X dx => du = — dx , v = -^
X 3

J x^lnxdx= ^ x ^ ln x - y^^dx = x^lnx- ^  + C

f) u = x̂  , sin X dx = dv => du = 2x dx , -cos x = v 

J x  ̂sin X dx = -  x̂  cos x + ŷ 2x cos x dx 

u = X , dv = cos xdx => du = d x , v  = sin x 

J  x^sinxdx = -  x̂  cos x + 2x sin x - 2  J  sinxdx 

= -  x̂  cos X + 2x sin x + 2 cos x + C

2. a) u = arc tan x , dv = dx => du = — dx, v = x
l  + x ‘‘

f arctan x dx = x arc tan x -  f  — dx = x arc tan x - ^  f  ^  „ dx 
J  J l  + x  ̂ 2 J  l  + x^

j arctan x dx = x arc tan x -   ̂ x -  i  İn |t| + C

= X arc tan x -  İn (1 + x )̂ + C

[1 + x̂  = t , dt = 2x dx)

b) = u , sin 3x dx = dv => du = 2e^* dx , v = -  cos 3x

I = J sin 3x dx = -  ^  cos3x + ^  / cos3x dx

u = , cos 3x dx = dv ^  du = 2e ’̂' dx , v = -I- sin 3x1 .

, 2 x

I = ----COS 3x + — ^  sin3x “ ^ / sin3xe^ dx

g -cos3x + ^ e ^ sin 3 x - ğ  J sin3xe^dx 

I = J sin 3x dx = -  ^  cos 3x + ^  sin 3x + C
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c) u = İn X x̂  dx = dv => du = —  , v =X 4

f x^lnxdx= ^ x ‘‘ ln x - ^  f x -̂ —  = ■7 x ‘* ln x - 4" f x^dx 
J  4 4 ^ x 4  4  J

= - jx ^ l n x - ^  + C 4 16

d) (b) şıkkına benzer olarak yapılır.

e) (b) şıkkına benzer olarak yapılır.

f) u = (İn x)  ̂ , dv = dx => du = 2 (İn x) . — dx , v = x

 ̂= f (lnx)^ dx = X  (İn x)  ̂ J lî^xdx

u = l n x ,  dv = d x = ^ d u  = — d x , v  = x
X

I = X (İn x)  ̂-  2 (xlnx -  J dx) = x (İn x)  ̂-  2x İn x + 2x + C

g) u = x̂  , e * dx = dv => 2xdx = du , v = -  e 

J e^e“* dx = -  x̂  e”’' + 2 J xe~*dx

= -  x̂  e“* + 2 ( -x e " ’‘+ J e"*dxj 

= -  x̂  e”* -  2x e“’‘ -  2e“* + C 

= -  e-* (x2 + 2x + 2) + C

h) u = X , (x -  1)® dx = dv => du = dx , (x-D®
= V

/ x  (x -  D® dx = i  X (x -  D® -  -|/(x- 1)9 dx

= | x ( x - l ) ® -  ■ ^ (x - l ) io  + C

i) u = X® , e®̂  dx = dv => du = 3x® dx , e®* = v
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J x ^ e ^ d x =  ^ x^e^~  ^  Je^ x ^ d x
u = k’* e^dx=dv 

du = 2xdx, i  = V

"  2^  ® 2 ^x^e"^~ Jx e ^ d x
u = x, e^dx=dv 

du= dx, V =

= |x3e2>‘-| x 2 e 2 *+ |  | x e2 '-/ | e2*d x

= ■̂ x3e2>‘-4x2e2=‘+|xe2=‘-|e=^+C  2 4 4 8

j) u = x“̂ , e dx = dv => du = 2x dx , v = -  -̂  e

/ e* e dx = -  ^  f xe"^dx
o o

-3x

u = x, e"^dx=dv

du= dx, 1  „ - 3

. _ x ! e - 3 x + 2
3 3 - ^ e  ^ + 4  f e ^dx

= -  ^  ^  ^  e-3" + C3 ® 9 ® 27® ^

k) u = cos (İn x ) , dv = dx => du = -  sin (İn x ) . — dx , v = x

u = sin(lnx)

du= cos(lnx) — dx v=xX
J  COS (İn x) dx = X cos (İn x )  +  J  sin (İn x) dx

= X cos (İn x) + X sin (İn ^ )  -  f  cos (İn x) dx 

=> J cos (İn x) dx = ^ X cos (İn x) + -̂  x sin (İn x) + C

dv= dx

1) u = x̂  -  2x + 5 , e* dx = dv => du = 2x -  2 , v = e*

J (x^-2x + 5) e’‘ dx = e* (.x^-2x+5)-Je*(2x-2)d x ,

= e’' (x  ̂-  2x + 5) -  [(2x- 2 )e*- J 2e*dxj = e* (x  ̂-  4x + 9) + C

2 x - 2  = u e’‘dx=dv 
2dx=du v = e’‘

m) u = ax^ + bx + c ,  e ’‘ dx = dv => du = 2ax + b , v = -e
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J(.ax^+ bx+ c) e * dx = -  e (ax  ̂+ bx + c) + J (2ax+ b) e * dx

u = 2ax + b e ‘ *dx=dv
du=2adx v = - e “*

= -  e * (ax  ̂+ bx + c) -  (2ax + b) e * + J e  * 2a dx 

= -  e”* (ax  ̂+ bx + c) -  (2ax + b) e”* -  2ae“* + C 

= -  (ax  ̂+ (2a + b) x + (2a + b + c ) ) + C

n) u = lnx , dx = dv => du = —  , v = 2/x

f e d x  = 2 / ^ l n x -  [ 2 . / ^ -d̂x

= 2v/x İn X -  2 J  = 2v/x İn x -  4 /x +
V X

2o) u = İn (x )̂ xdx = dv => du = — dx, v = —
X  ^

ŷ x İn (x )̂ dx = ^ l n ( x ^ ) - •■|•dx=^ln(x2)-^ + C .

p) u = X , sec^x dx = dv => du = dx , v = tan x

J X  sec  ̂X  dx = X tan f  tanx dx = x tan x + İn|cosx| + C

r) u = (İn x)  ̂ , ^  = dv => du = ^  lnx . dx , v = -  1̂
X

/ • ( l n ş ) :d x = - i ^  + 2 / '^ d x
 ̂ v-2 X J  ^2

(lnx)^
X

İM
x2

u = lnx —  = dv x2
j  dx 1du= —  V ------

X  X

(lnx)'
+ 2 lnx ^

X X/ i * "
0 î î L _ 2 İ n x _ 2 ^ C

X  X X
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PRO BLEM LER

1. Aşağıdaki indirgeme formüllerinin doğruluğunu gösteriniz.

a) fcos"xdx= — sinxcos"” ^x + — ^rcos""^xdx (Vn e N)■> n n

b) 7 dx _ - 1  cosx  ̂ n - 2  r dx 
sin" X n -  1 sin" “  ̂x n — 1 sin"sın“ * X sın" '■X

c) fcot"xdx=-----^ c o t "  ^x- Tcot" ^xdxJ n - 1 J

d) / • Ç ^ d x = - ^ c o s " - i x + / '^ î ^ ^ d xJ sınx n - 1  sınx

X r sın" X j  - 1  • n - 1 . /* sın"  ̂x ,e) /--------dx=------;-sın" ^x+ /-----------dx
J  nosx n — 1 J

f i  /

cosx

cos'”x
sin"x

dx= —cos'”'̂

cosx

^ _  ,m - n  + 2 ^
" lY n - 1 sm""^x

(n> 1) 

(n > 1) 

(n> 1) 

(n > 1)

(n -l)s in "  ‘ x n - i  -- sın‘‘"^x 

m —1 rcos™"^''g) f̂ oş::U L ^ =  . _ m z ^ / -Ç O g :i^ d x  Cm^n)
■’ sin"x (m -n)sin""^x m-n-^ sin"x

ı) y^(lnx)'’d x= x(ln x)"-n y ^ (ln x)" ^dx (n e N)

i) /'x"(lnx)''dx= — 7 ( ln x )"-----^  f  x"(lnx)""^dx (n -1 )
J   ̂ ’  n+1' -  ' n + l - '

j)  y^x"cosaxdx= ■ l[x"sin ax-n  y^x"“ ^sinaxdxj

k) J x"sinxdx=-x"cosx + n  J x"~^cosxdx

2. l„ =  f  dx olduğuna göre n > 2 için" ■’ sınx
j  2sin(n- l)x j

n - 1  "-2
eşitliğinin gerçeklendiğini gösteriniz.
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/ X ̂  dx------ - olduğuna göre n > 1 için
l  + K"'

L  =
, n -  1

- I .n - 1 ""2
eşitliğinin gerçeklendiğini gösteriniz.

4. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

BELİRSİZ İNTEGRALLER

a) J  sin'*xdx f) /■“ ." '^ d x  sınx « / ( r )

b) J  cos'^xdx g) /  5 dx k) dx j  cosx

c) J  sin^ cos® X dx h) J  cot^x dx 1) / ^ ^ d x

d) J  tan®xdx ı) J x^°lnxdx m) J  ( 4 -  x^)^dx

e) /■«i^'^dx cosx i) / sın"x
n) dx ■' sınx

—  -----  - ÇÖZÜMLER

1. a) cos"”  ̂X = u , cos x dx = dv => du = -(n -1) cos"“  ̂x . sin x, v = sin x 

J  cos"xdx= y^cos"-^x. cosxdx

= cos""^ X . sin X + (n -  1) J coŝ " ~ ® x . sin  ̂x dx 

= cos"“  ̂X sin X + (n -  1) J cos""^x (1 -  cos  ̂x) dx 

= cos"~  ̂X sin X + (n -  1) J cos" "  ̂x -  (n -  1) J cos" x dx 

=> n y^cos"dx= cos"" ^xsinx +(n-l)y^cos""^xdx

=> f  cos" X dx = — cos"“  ̂X sin x +  ̂ f  cos" "  ̂x dx■' n n

b)
sin"  ̂X

u, ^  = dv => -  (n-2) — — dx = du , v = -cot x
sin""^’̂sin^x

r dx _ r___
sin"x =’^"

dx
sın" ^x. sin^x

cotx 
sin" "  ̂X

-  (n -  2) f  cotx — 52Ş2İ— jx  
sin" ■ ^

^__çpş2^-----(^_2) / -ço ş !x ^
lY J GİT̂ Ŷ

! ı
sm"x
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-------------------(n -  2) f  . \  dx+ ( n - 2 ) f  . ^ dxsın” ^ G i r » ”v •' cır̂ "sın" X sın"

-----? _ _ Ç 0 Ş 2 ^ + n : i l / - ^ _ d x
■' sin" X n -  1 sin"  ̂x n -  1 sin" ~  ̂x

c) y^cot"xdx = y^cot""^x. cot^x.dx

= y^cot""^x(l + c o t^ x -l)d x  

= y^cot‘" “®x.(l +cot^x)dx-y^cot""^xdx

= -----^ c o t " f cot"" X̂ dxn - 1 J

d) f £ ^ d x =  dx■> sınx J  sınx

_ rços -̂--- ^ d x - f  cos""^x sin x dx

= / 'u " -M u = fJ sınx

cosx = u 
du = -  sinxdx

sınx
~ ,n  -  2

n  -  1

sınx n -  1
n -  1_ r cos“ X  ̂ cos“  ̂

J  sinx n -  1

r sin" X ^  r sin" ^x.(l-cos^x)
J cosx J  cosx

_ rşin-----5.dx- f  s in ""^  . cos x dx
■' COSX ■'

= f ^̂ "̂~-- d x- fu "-2d uCOSXcosx

= / a s L 3 i d x — L _ „ . - ı

= /

cosx n -  1

sin“- ^ x ^ ----- l^ s in " - ix
cosx n -  1

sınx = u 
du= cosxdx

f) f  sin'bc cos"*x dx=----- sin*̂  x̂ cos™'̂ x̂+ ^  f  sin^ % cos""x dxJ m + k m + k-'m + k
olduğunu biliyoruz, 

k -  2 = -n  dönüşümü yapılırsa 

k = -  (n -  2) olur.
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r cos 
 ̂ sin"

dx=-
1 cosm+1^

m -  n + 2 sin" "  ̂x
_ n - 1 r cos‘“ 

m — n + 2 sin"
X

sın“x
r cos” x ^ _  1 cosm+ix m -n  + 2 r cos'”x ^

sin"x n - 1  sin""^x n - 1  sin"“^xsın“ X 
bulunur.

ıin- 1r cos“‘x cos‘*‘ ^x _ m -  1 r cos*” ^x ^
sin"x (m -n)sin"~^x m-n-^ sin"x

u = cos"’“ x̂ => du = -  (m-1) cos™“ x̂ sinx dx 

ox => V =  ^
sin"x

j  cosx 1 ^  1dv = --------dx => V =
1 - n  sin""^x

fcos’”x j  r m- 1  cosx j  —-------- dx =  / cos"" X — :--------- dxcı-n*̂ v  ̂ Gin̂ Ysın“x sın̂ ‘x
_ 1 cos*”"^x _ m -1  rcos*"" ^

1 - n  sin"~^X n - 1  J
X. sımx dx

_ 1 cos"* X̂ _ m - 1  /-cos*” ^x ^   ̂ m -  1 r cos*"x ^  
1 - n  sin"“ x̂ n - 1 - *  sin"x n - 1 - '  sin"x1 - n  sin" ix  n - 1 - *

,/-cos-Xdx=
\ n -  1 j sin"x

rcos"*x 1 cos*"

_ 1 cos*" ^x _ m - 1  r cos"‘
1 - n  sin""  ̂X n -  1 sin"

sin- 2,

m -  2 ,
dx

sın“x

sin" X (m -  n)
cos“‘ ^x m - i  r cos“‘ 
sin"~^x m-n-^ sin"3

dx

h) u = (a^ -x ^ )” =» du = -  2n x d x ,  dx = dv=>v = :

/ ( a 2 - x 2 ) ”d x - x ( a 2 - x 2 ) ”+ 2 n J { a ^ - x ^ Y ~ \ ^ â x  (1)
ve

/ (a 2 -x 2 )”dx = / (a 2 -x 2 )" ’ ^(a2-x2)dx

= a 2 / (a 2 -x 2 )" ’ 'd x - / x 2 ( a 2 -x 2 ) " ' 'd x  

/ x 2 (a 2 -x 2 )" ''d x = a 2  / ( a 2 -x 2 ) " ' 'd x - / (a 2 - x 2 ) " d x  

eşitliğini ( l) ’de yerine yazarsak

y^(a^-x^)"dx=x(a^-x^)"+2na^y^(a^-x^)” ^dx-2ny^(a^-x^)”dx 

=> (2n+I)y^(a^-x2)“d x= x (a^ -x 2 )‘’+2na^y((a^-x2)'' ^dx
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ı) (lnx)"= u =» du= n(lnx)“  ̂—dx, dv = dx=^v =X

J (lnx)“dx= x(lnx)“- n  J (lnx)“" ■ xdx

= X (lnx)" -  n J^(lnx)"“^dx

i) x"dx = dv
rH + 1

n+ 1

(İn x)“ = u => du = n (İn x)”“  ̂ . — dxX
+ 1

fx " ( ln x )"d x  = ——7 -(lnx)"-----/ x̂"’̂ ( ln x )"   ̂ —dxn + 1  n+1- '  X

= ——7 (İn x)" -  — f  x" (İn x)“~̂  dx n + 1  n+ 1

j)  u = x" => du = nx”  ̂dx , cos ax dx = dv => — sin (ax) = v 

y^x" cos ax dx = i x “ . sin (ax) -  ^  y^sin(ax).(nx''~ ^)dx

= -i |^x''sin(ax)-n J^x"~ ^sin(ax)dxj

k) u = x“ => du = nx"~  ̂ dx

sin xdx = dv => v = -  cos x 

J  x"sinxdx=-x"cosx-y^ ( - cosx)(nx“" ^)dx 

= -  x" cos x + n J x " “ ^cosxdx

2 I -  /~sinnx _ r sin(n -  l)xcosx + cos(n -  l)xsinx ^
J  sinx J  sinx

- I

sin(n- l)xcosx
sınx J cos(n -  l)xdx

_ 1̂ r sinnx + sin(n -  2)x , 1 „•
~ 2  ̂ sinx

+ ----- 7 sin (n-1) Xn -  1

^  ^n-In-2+ n _ ı

= ^  + ^  + sin (n-1) X2 2 n - 1
2 sin(n -  l)x
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vH -  1

' n  =  n - l - ^n-2 ^  +  ^n-2 “  n  -  1

+  In -2  = l  +  x ^  l  +  x ^

p ° + x " - ^  r  n - 2 ^

1 +  X 2  J

olduğunu gösterelim.

»n -  1

4. a) y ŝin‘*xdx = y(sin^x)^dx= J l-c o s 2 x \ ‘ dx

= i  y ( l-2 c o s 2 x  + cos^2x)dx

= v  X -  v  sin2x + -T r 4 4 A J
1 + cos4x

= T X -  y  sin2x + X +  7^  sin 4x + C 4 4 8 32

b) f  cos"x dx = — sin x cos" x̂ +  ̂ f  cos" ^x dxn n
eşitliğinde n = 7 alınırsa 

J cos'^dx=Y sin X cos®x + y  / cos®x dx 

son integral için (1) eşitliğinde n = 5 alınırsa 

J cos® X dx= ^ sin x cos  ̂  ̂ ^  Jcos^x  dx

= sin X cos"̂ x + ^ fO--  sin^x). cos x dx 5 o ■'

= ^ sin X cos  ̂x + -|-y(l-u^)du

1 • 4 4 4 3= — sın X cos X + — u -  T? u 5 5 15
1 . 4 4 .= — sın X cos X + -=r sın x ■ 
5 5 15 (sin x r

( 1)

sın x = u 

du = cos xdx

J  cos  ̂X dx = ^ sin x.cos® x + ^|■^sinxcos^x+ ■|■sinx- •^sin®x j + C7\5

61 . fi= 77 sın X . cos X + 7̂  sın x cos’  x + „_ 
7 o5 ûö

 ̂  ̂—  sin X -  tPt sin^x + C
3 5
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c) f  sin"xcos‘"xdx=----- —  sin" x̂ cos“ '̂ x̂+ ^  f  sin" ^x cos'" dx■' m + n m + n-^
indirgeme formülünde n = 3, m = 6 yazılırsa 

J  sin® X cos® X dx = -  ^ sin̂  x coŝ  x + ^ sinxcos®xdx

= -  sin  ̂X cos’ X + ^ (- u®) du

= -  i  sin  ̂X cos  ̂X -  cos’ x + C 9 63

cosx = u 

du = -  sinx

d) ftan"xdx=—^ t a n "  ^ x - f t a n "  ®xdx J n - 1 J
indirgeme formülünde n = 5 alınırsa 

J  tan®xdx = ^  tan‘*x -  J  tan®xdx

= tan‘*x — J t a n x  ( l  + tan®x-  l )  dx

= ^  tan‘*x -  J tanx ( l  + tan®x) dx + J tanxdx

= Y tan^ X -  -  İn I cos x 1 + C4 2

e) / sın“x dx = — ^  sin"-ı x + f  n - 1 J

sin"~®x
cosx n -  i  cosx

indirgenme formülünde n = 4 alınırsa

cosx

dx

/

sin®x
cosx dx

3 /-l-cos®x j  = -  TT sın X + /------------ dx1 .
3 cosx

= -  sin®x + f —^  d x- f  cosxdx 3 J  cosx

= -  i  sin^x -  sin x + İn 1 + sinx
cosx

n > 1

+ C

f) / • ç ^ d x  = - ^ c o s " - i x + / ' ^ 5 ^ d x  
J sınx n - 1  J  sınx
olduğunu biliyoruz, n = 5 alınırsa
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4
1

/ 'Ç ^ d x = i c o s ^ x + / '^ d x
J  sınx 4 J  sınx

/
4 /•(!-sin^x)cosx j= — cos’  X  + / —̂  -------dxsınx

- 11 2 -,1 4 j  1= - r  COS X +  ; ---------- du = T cos4 u 4

=  - j  cos'* X + İn (sin x) -  Q4 2

[sin X  = u => du = cos x dx]

x + l n u - ^  + C

g) f  ^  ^  — 1- 7  f  — indirgeme formülündecos"x n - i  cos" ^x n - 1 - '  cos" ■̂x
dxdx

cos"x n - i  cos“"^x n - i - '  cos" '■X 

n = 5 alınırsa

j  dx 

n 

/

1 sinx
cos®x 4 cos^x

n = 3 alınırsa 

dx 1 sinx

! /
dx

cos^x

- f -2 J  (
dx _ 1̂ sinx ^ i  

cos®x 2 cos^x 2-  ̂ cosx 2 cos^x 2
1 + sinx

cosx + C,

/
dx 1 sinx , 3 sinx . 3 1 + 77  ---- ;;— L mcos®x 4 cos‘*x cos^x

l  + sinx
cosx -ı-C

bulunur.

h) /•Ç2Ş!LXdx=cır»*̂ v
- C O S m+ 1 ,

n ly n - 1  sin" ^xsın“x (n -İls in "  x̂ 
indirgeme formülünde

cos®x 2 /•cos‘*x

m = n = 4 alınırsa

) = f  cot^xdx=— 22Ş-JS—  
sınx/ J 4sın^x 3 '

m = 4, n = 2 alınırsa

‘x

sin^x
dx

r cos'*
c ı n 2 dx=- cos®x
sm'‘ x sınx f  cos'*xdx

J cos^ ^  = f  (cos^x) ^dx = J l - c o s 2 x y  
2 /

= \  f{^ ~  2cos2x + cos^2x)dx

dx

=  T  X -  T  sin2x + ^  f  4 4 4
1 /•l-cos4x dx

(1)

(2)
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= 4=‘ “ 4 * "
(1), (2) ve (3) den

1
8

4sin^x 3 sinx

^  sin4x (3)

| x - | s in 2 x + | x - ^  sin4x + C

bulunur.

ı) u = => du = 10 X® dx , İn X dx = dv => V = X (İn X -  1)

J  x^°lnxdx= x^ °.x (ln x-1 )-1 0  y^(x^°lnx-x^°)dx

= x̂  ̂ (İn X -  1) -  10 / xi“ln x + 10 fx^<^dx

=> 11 y^x^°lnxdx=x^^(lnx-1)+^x^^+Cj

=> / ■ x io in x d x = ^ (ln x -l)+ :^ x iı+ C  11 1.̂ 1

/■ dx _ 1 cosx
sin"x n -  1 sin" “ ^

1
X n -  1 •

n = 6 yazılırsa

f  dx 1 cosx 1 4 C dx
sin®x 5 sin®x 5 sm^x

n = 4 yazılırsa

r âx _ 1 cosx 2 r dx
sin‘*x 3 sin®x 3 sin^x

/• dx 1 cosx 4 cosx
—̂ / • R•' sın®x 5 sin®x 15 sin^x

sın”

r cos^x ^  _ -cos” '^̂ x _ m - n  + 2 r
 ̂  ̂ sin‘’x fn — İlsin”“ n —1 J

m -n  + 2 r cos™x
sın“x (n - l)s in ” "x 

indirgeme formülünde

n = m = 5 alınırsa
5

sin"  ̂X
dx (n > 1)

r ( cosx\ cos^x l r cos^Xj^
J \ s in x )  4sin‘*x 2-̂  sin®x

m = 5, n = 3 alınırsa
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/■çoşfx d x = - -  2 dx
J  cırı3-v ^G-în^v • ' S1T1Xsin^x 2sin2x sınx 

cos®x /•(l-sin^x)^.cosx/•cos‘'x  _ n  
J sinx J sınx

2

dx [sin X = u => du = cos x dx]

= d'̂  = / ^ - 2 u  + uMu

= ln lul -  u2+-!^ + C = ln|sinx|-sin2x+^İ^ + C

/ (
cosx \ j  cos®x , 1 cos®x , 1 I • I • 2 . sin^x ^■- + İn sınx -  sın‘‘x + — :—  + Csınx dx=-

4sin‘‘ x 4 sin^x

J m s x  J cosx 

ı - u 2 '

[cos X = u => du = -  sin X dx]

= - / ( i ^ ) d u  = ^ - l n u  + C = ^ - l n  lcosxl +C

1) f £ O ş ^ â x =  c o s - i x
■' sin"x (m -n)sin“ ^x m -n-^ sin"x

indirgeme formülünde m = 5, n = 2 alınırsa

m -  1 r cos™  ̂■'

f cos£x j  cos'*x 4 rcc
sin^x ^lsınx  ̂  ̂ cı

cos‘*x 4 fcos^x
3sinx S-' sin^x

dx = cos^x , 4 1  , 4 .+3sinx 3 sinx 3+ ^  sinx + C ,

m) / (4-x2)^ d x

/ ( a " - x 2 ) ' d x  indirgeme 

formülünde a = 2, n = 3 alınırsa

/ (4  -  x«) = dx -  + f / ( 4  -  dx ,

a = 2, n = 2 alınırsa

/ ( 4 - x » ) ' d x . ^ ( İ ^ . f / ( 4 - x « ) d x

x ( 4 ^  64 ^
^  +  5  X  1 5 ^  +  W
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n .  x ( 4 - x 2) 24 9 ^ , . 1 5 3 6  364j ( 4 - x * )  d x --------- -̂----- + 3 5 X (4 - x » ) » + -3 ğ -x - j^ x » + C

n) I„ =" J  sı
sınnx ^  j  _ 2 sin(n -  l)x  ̂j  
sınx " n - 1  " "  ^

rr 1 ç  s ın 5 x  j  s ın 4 x  , r  s ın 3 x  ,
n  =  5  a l ı n ı r s a  / — :------- d x =  — -------1- /  — :---------d x

J  sınx 2 J  sınx
sin4x , ( sin3x

sınx 2

n = 3 için f  dx= sin2x + f  dx = sin 2x + x + C J sınx J sınx

sınx

/
sın5x j  sın4x , • o. . . n—̂-----dx= — + sın2x + x+Csınx 2

PROBLEM LER

1. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

x - 2
a )  f ^ ^ l n'  J  x2 - 4  4

W =x 3+ x 3 -6 x

(3x + 5)dx _ 
3 - x 3 -x +  1

+ Cx + 2

(x - 2 ) 3 '1 0 ( x  +  3 )-3 '15

C) /

d) /

, 1/6

4 1 1 x+ 1
x - l

+ C

+ C

dx
x2+7x + 6 5

4  İn x + l

x + 6 + C

2. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

/ (x -3 )(x  + 2)

M x + 2)(x+l)2

1 f  X dx 
 ̂ (x+l)2(x + 2)2

x^- 1 
x2+2x + 7

«  / x3+ x3- 2x

yîc +1

dx

k) x+ 1 dx

xdx
/ (x+ l)(x  + 2)(x + 3) 

x + 2d) /
X̂  + X

dx

f) ■' x(:

»  /

x^+ x+  1 
:x2+1)

dx

i) /

dx
x^ + l

(x+l)3
dx
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ÇÖZÜMLER

1. A B
4 X - 2 x + 2 

_ x(A + B )+ 2A -2B
x2 - 4 x 2 - 4

A + B = o ve 2A -2 B  = 1

=> B  = -  i  A  = i

= ]-ln | x -2 | -iln | x  + 2İ + C - i l n x - 2
x + 2 + C

b) x + l x + l x + l ■ = A ^ . B C
x®+x^-6x x(x^ + x-6) x(x + 3 )(x -2) x x + 3 x - 2

X + 1 = A(x + 3) (x -  2) + Bx (x -  2) + C X (x + 3)

2
X  =  -3  =i .  -2  = B(-3) (-5) B = -  

x = 2 => 3 = C .( 2 ) . ( 5 )  => C =

15
3̂
10

x = 0 => l  = A .3 . ( - 2 )  => A = - i
6

/
x + l dx= / - i i -

x 3+ x2 -6 x
1 + .3

6 x  15x  + 3 1 0 x - 2 dx

= -| ln | x | -^ ln | x  + 3| + A in | x-2|  + C 

= ln|x-"s| + ln|(x + 3)-2/i5| + in|x-2|®'^°+C 

(x + 3)-^^(x-2)3^°= İn + C

c) 3x + 5 3x + 5
x 3 - x 2 - x + l  (x - l)2 (x + l)

A B
( x - l )  (x - l)2  x + l

=> 3x + 5 = A(x -  1) (x + 1) + B(x + 1) + C (x -  1)̂  
x = l  ^  8 = 2B B = 4

x = - l  2 = 4C => C = iZi
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x = 0= > 5 = -A  + B + C ^ A  = -  i

C (3x + 5) j  f i  1 j  , f  4 j   ̂ f i  1
J  x 3 - x 2 - x + l  2 ( x - l ) ‘̂  / ( x - l ) 2 ‘̂  / 2 ( x + l )

= - | l n l x - l |  + | l n | x + l | - 4 ^

+ C

dx

d)

4 ^ 1 1 
= - x - l * 2 ‘"

x + l  
X -  1

1 1 .  A B A(x + 6) + B(x+ 1) 
x^+7x + 6 (x+ l)(x+ 6) x + l ' x  + 6 ~  (x+l)(x + 6)

A + B  = 0 
6A + B = 1

dx

X (A + B) + 6A + B 
(x + l)(x + 6)

= | ln | x+ l| -iln | x+ 6|  + C = i l n x + l
x + 6 + C

a) A ^  B A(x + 2) + B (x -3 )
(x -  3)(x + 2) x - 3  x + 2 (x -  3)(x + 2)

x (A + B )+ 2A -3B

A + B = 0 
2A -3B =  1

dx

(x -  3)(x + 2)

/ (x -3 )(x  + 2) ^ 5 - f x - 3 ^ ~ 5 - f x  + 2 ^  

= | ln | x-3| -| ln| x + 2| + C

+ CX -  3
x + 2

b) A C
(x + l)(x + 2)(x + 3) x + l  x + 2 x + 3

_ A(x + 2)(x + 3)+ B(x+ l)(x + 3)+ C(x+ l)(x + 2) 
(x+l)(x + 2)(x + 3)
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X = A(x+2) (x+3) + B(x+1) (x+3) + C (x+l) (x+2)

x = - l  A = - i

X = -2  => B = 2

x = -3  ^  C = - |

/
X dx

(x+l)(x + 2)(x + 3) 2 / x + l  ‘̂ ■*'/x + 2 ‘̂  2 - f x  + 3 ^

= ln|x+l| + 21n|x +2| -  ^ ln|x +3| + C

= İn (x + 2)2
(x+l)>^.(x + 3)^

+ C

c) B + •
(x + 2)(x+l)2 x + 2 x + l  (x+l)2

_ A(x +1)2 + B(x +1)(x + 2)+ C (x + 2)
(x + 2)(x+l)2

1 = A(x+1)2 + B(x+1) (x+2) + C(x+2) 

x = - l  => 1 = C 

X = -2  => A = 1

x = 0 =^A + 2B + 2C = 1 ^  2B = - 2 = > B  = -1

dx
/ (x + 2)(x+l)2 -^x + 2 ^  - ^ x + l ‘̂ '^ / (x + l)2

= ln|x + 2 | - ln | x + l| - ^ ^  + C

dx

= İn x + 2
x+  1 x + l + C

d) / x + 2 dx

x + 2 _ A  +
x2+x X  x + l

B x(A+B) + A
x (x + l)

A + B =  1 
A =2

=> B = - l

/
x + 2 dx = f —d x -  f  —^ d x  ■> X J  x + l

= 2 1n|x|- ln|x+l| + C = ln x + l + C
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e)
( x + l ) 2 ( x  +  2)2 X + 1  ( x + l ) 2  x  +  2 (x  + 2)2

x  = A (x + 1 ) ( x  + 2 ) 2 + B ( x  +  2 ) 2 + C ( x + 1 ) 2 ( x  +  2 ) + D ( x + 1 ) 2  

X = -1  -1  = B

X = -2  => -2  = D

x = 0 =i.4A  + 4B + 2C + D = 0= >  4A + 2C = 6

X = -3  -3  = -2A  + B + 4C + 4D 4C -  2A = 9

=> A -  10 , L -  5

/
xdx

A .  12

(x+l)2(x + 2)2 " i x + l ^ ^ f  (x+l)2‘^ ’^ - ^ x  +  2 ^ ^ f  (x + 2)2
= ^ l n l x + l l  + ^  + ^ ln | x  + 2| + ^  + C

dx

x + l x + 2

x ^ + x +  1 _  A   ̂ B x + C  
x(x2+l) “ X x^ + l

A x 2 + A + B x ^ + C x  _ x^(A + B ) + C x + A
x(x2+l) x(x2+l)

A + B = l, C = l ,  A = 1 = > B  = 0

f x + x  + 1 f  — dx = İn |x| + arc tan X + C
J  x(x2+l) -1 X -/ v2+1 I I

g) x ^ - l
= 1 +

x ^ - l
= 1 +

(x -l)(x + l)(x 2 + l)

= l  + ^  + _ B _  + Ç x ± D  
x - l  x + l  x 2 + l

1 = A(x + 1) (x^ + 1) + B (x  -  1) (x^ + 1) + (Cx + D) (x  -  1) (x  + 1)

x  = - l  = » l  = - 4 B = > B  = - i
4

x = l  = > l  = 4 A = i.A  = |
4

x  = 0  => 1 = A — B  — D =>D  = — i

X = 2 =̂ > 1 = 15A + 5 B  + (2C + D ) . 3 => C = 0

dx
4 x - l  4 x + l  2 x^+ 1 )

= x+ •jln|x- l| -  -jln|x+ l| + -  4  arc tan x + C
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ı) + 1 = (x  ̂+ 2x  ̂+ 1) -  2x  ̂= (x  ̂+ 1)̂  -  (v/2 x  ̂^

= ( x 2 + y 2 x + l ) ( x 2 - / 2 x + l )

1 _ Ax+ B  ̂ Cx+ D
x '*+ l ~ x 2 + ^ x + l  x 2 - v ^ x + l  ^

1 = (Ax + B) (x^- /2 x+ l )  + (Cx+ D)(x^+ /2 x+ 1̂  =>

1 = (A + C) x̂  + (B-v/2 A +/2 C + d ) x2+ (A - ^ B  + C + v/2 d )x

+ (B + D)

A +C = 0

B-v/2 A +v^C  + D = 0 
A - y 2 B  + C + /2D  = 0 
B + D = l

-v/2 A + v ^ C + l = 0 = » -v ^ .2 A -l 
-v/2B + v/2D = 0=»B = D

1
2/2

/

■/;

—  f -
x+ /2 : - / 2dx

x^ + l "  2 / 2 x 2 + / 2 x + 1 ^  2 / 2 x 2 - / 2 x + 1 

2x + y/2 j „ ,  _ 1 _  f ____ ______ jy  1 /"_ 2x~/2
/I /q ^ . 1 A /Ö J  .4/2-^  x 2 + / 2 x +1

1 r J2&x. 
4 / 2 x2-v / ^ x+ l

1 , x=^+v^x+l
4/2 ” x 2 - / 2 x + 1 4

4 / 2 x 2 + / 2 x +1 4 / 2 -^ x 2 - ^ x +1
dx

î /
dx • + ı f

dx

X - / 2
4

1 , x ^ + / 2 x + l , /2 j. 2x+/2 i 2x.~ J 2— İn —-— arctan p?— + ^  arctan---- — + C
4/2 x 2 - v ^ x + l  4 /2 4 ^

1 , x ^ + / 2 x + l , /2 j. 2^/^x ^
4/2 x 2 - / 2 x + 1 4 l - x 2

»  /
x2+2x + 7 dx
x^+x^-2x 
x^+2x + 7 j  r x^+2x + 7r x ‘ +2x +V , /-

- ' x 3 + x2 - 2 x ^  ‘
dxx (x - l) (x  + 2)

= - ^ / - d x + ^ / —İT rd x + ^ / -^ ^ d x  27  X 3 7 x - l  67  x + 2

= -^ln|x| + Y İn | x -l|  + ^ln|x + 2| + C
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i) f  — - — r dx integralinde x + l  = u => du = dx değişken değiştirme-
(x + 1)'̂

si yapılırsa

/

=  ( x + l ) - 3 1 n | x + l l - - ^ -  + ----------— r  +  C
' ' x + l  2 (x + 1 ) 2

u 3 - 3 u 2+3u - 1
(x+l)3

bulunur.

k) X = û  , dx = 2u du değişken değiştirmesi yapılarak

/
/ x  + 1 dx, _ =  du = 2 f - ^ d u +  f - p ^ d u
x + l  J u^+1 -^u^+l -^u^+1

= 2 f  d u -2  f  ^  du+ f  du 
■'  ̂ u^+1 u^+1

= 2u -  2 arc tan u + İn |û + l| + C 

= 2y/x -  2 arc tan v/x+ln|x+l| + C

bulunur.
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PRO BLEM LER

1. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

dx r dxa) /
/x 2 -2 x - 8

b )/
/4x^- 4x + 5

O / dx
/ 15- 4 x -  4x^

2. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

(x+l)dx r xdx
■̂ ’/ 2x-x2

b )/
/x^- 2x + 5

0 / (1 - x)dx 
/8 + 2 x -x 2

3. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

a) f ----------b) /■
■' (x - 1 ) / x 2 - 2 x  +  2 X v / l-x 2

4. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

x^dx r x®dxa )/
/ x 2 - x + l

b )/ 0 / x^+ 1
/x 2 -4 x +1

dx

5. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 

dx
- ^ x V x 2 - l  

c) /
(x+ l ) V x 2 - x + l

dx

b )/

d)/

dx
(x + 1 ) V x 2 - 2 x  +  2  

x  ̂+ x+ 1
Xv/x^- x+ 1

dx

6. Aşağıdaki integralleri hesapla3nnız.

a) J x ^ { l  + 2x.^^ ^  dx h )  J  ^
V + A

c) /  

e) /

dx
X Vl + x®

Ac dx
/ î T W

d ) / dx

x^dx

" / ( - '- 1 ) ’
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1. a) / dx
/x 2 - 2 x - 8

— 2x — 8 = (x — 1)̂  — 3^ [x -  1 = u =» du = dx]

/

/

dx r du
y ( x - 1 )2-9 yu 2-32

= İn ( | u + y ü ^ | )+ c

= İn (| x - l  + y ( x - 1)2-9] y c

= İn ( x - l  + y x 2 -2 x -8 | ) . c

x̂  -  4x + 5 = (2x --1)^ + 4 [2x -  1 = u . 2dx =

dx f dx 1 f du

= ■|ln|u+ /u2+4| + C 

= • l̂n|2x -  1 + y4x^-4x + 5| + C

ÇÖZÜMLER

c) 15 -  4x -  4x  ̂= -  (4x  ̂+ 4x -  15) = -  [(2x+ 1)^- 16] = 16 -  (2x + 1)̂  

dx /• dxf _____ ^
 ̂ / l5 -4 x -4 x 2  ■’ / 16-(2x +1)2

_ Â f _ d u  
"2-^  y i6 -u 2  “ 2

[2x + 1 = u, 2 dx = du]

1 . u ^ l  . 2 x + l / ~ ,= 7T arcsın— +C = arc sın — :—  +C 4 2 4

2. a) / (x + l)
/2x-x^ ^  = - 2 İ

1 r - 2 x - 2
2-  ̂ /2x - x 2 

1 r -2 x  + 2
2 J

dx

- f2 Jv/2x-x2 2-/ y i - ( x -  1)2

= -  y2x-x^  + 2 arc sin (x -  1) + C
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f  ̂ rl-r ^ r 2 x - 2  + 2
h x ^ - 2 x  + 5  ̂ y x 2 -2x  + 5

-   ̂ f 2 x - 2  , j dx
2 J y x 2-2x  + 5 y ( x - 1)2+4

dx

= /x^-2x + 5 + ln ^ | x-l + /x^- 2x + 5 +  C

0  /  

/

l - x
/8 + 2 x -x 2  

l - x

dx

ys + 2 x - x 2  2 J  / 8  + 2x - x

3. a) —^  = t => X = => dx = — ^ dtx - l  t

/
dx

(x - 1 ) / x 2 - 2 x + 2 h
t2 dt

t2
v/t^+l = - /

dt

= -  İn|t+ /t^+ 1 1 + C = - İ n l  + y/x^-2x + 2
x - l

+ C

b) — = t  => x  = 7  => d x  = — ^ d t  
X t

- A d t dtf  dx  ̂ r t^_______ f
x / î ^  - ^ l / ı T T  / t ^

t

= -  İn

 ̂ t2

= -  İn |t+/t^- l| + C

l  + / l - x 2 + C

4. a) J
A ^ - x + l

dx = (ax + b) / x^ -x+  1 +  ̂f
/ x 2 - x + l

dx

■ = ayx^ -x+  1 + (2x- l)(ax+ b)
/ x 2 - x + l  2 / x 2 - x + l  y x 2 - x + l

2x  ̂= 2a (x  ̂- X + 1) + (2x -  1) (ax + b) + 2A,

2x  ̂ = x̂  (2a + 2a) + x (-2a -  a + 2b) + (2a -  b + 2X)
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4a = 2= > a = ^ => - 3 a  + 2b = 0 => b = 4  2 4

2 a - b  + 2X = 0 => X = -  Ô

/ /x^- x+ 1
dx = ( t  + f ) A 2 - x + ı - i /

1\" 3
^ - 2  n

X , 3= ( f - L - i y x ^ - x + l - | l n  ̂ 2 21 ' 4

2x + 3 ! 2 TT 1 1 — ğ— / x ^ - x  + 1 - ğ l n 2 x -  l  + 2 / x ^ -x +  1 
2

+ C

b) J  (ax^+ bx^+ cx^+ dx+ e )A  -  x  ̂ + A J - j =

y r ^
= (4ax^+ 3bx^+ 2cx+ d) y i-x ^

y r ^ x ‘
(ax  ̂+ bx  ̂ + cx  ̂+ dx + c) + ^

[2 y i - x 2

=> X® = (4ax^+3bx2+2cx + d) (l-x2) -  x (ax  ̂+ bx  ̂ + cx  ̂ + dx + c) + A

a = - | ,  b = 0, c = - ^ ,  d = 0, e = - ^ ,  X = 0

0  /

f x̂
’ y r ^

x 2 + l
y x 2 -4 x + l

dx=- 8 + 4x 2+3x * 
15 y r ^

dx=(ax2 + bx+ c)y x2-4x +  1 + A dx
y x 2 - 4 x + l

= (2ax+ b)yx2- 4x+ 1 + , - (ax2 + bx+ c)
y x2 -4x+  1 y x2 -4x+  1

y x 2 - 4 x + l
x̂  + 1 = (2a X + b) (x  ̂-  4x + 1) + (x -  2) (ax  ̂ + bx + c) + X

^  o _ i  K -  5 _ 1Qâ — D— C — 2 y A — lö

/ y x 2 - 4 x + l
dx = | (x2+ 5x + 2 8 )y x 2 -4 x + l + / 

= (x  ̂+ 5x + 28) yx2- 4x+ 1O

18 dx
y ( x - 2 ) 2 - 3

+ 18 İn x - 2 + y x 2 - 4 x + l  + C
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 ̂ 1  ̂ 1 a) — = t = > x  = -
X t

dx

dx = -----r dt
t2

x ® y ^
f ___ t !_______ / - _ t i

I  •'v/rn
dt (t = sin u, dt = cos u du)

i l
cosu

= -  r^İîLJl cosudu = f  sin  ̂udu 
J cosu J

1 3  3= 4  sin^u cos u + 4  sin u cos u -  4  u + C 4 8 8
1 3 3= 4  cos (arc sin t) + 4  t cos (arc sin t) -  4  arc sin t + C 4 8 8

= Y  + i" t / l- t^  -  •§ arc sin t + C4 8 8

1 1  L 1 ^ 3 1  /ı 1 3 - l ^ n= — —r- 1 ---r +  — — /I---- arcsın— ı- C4 x3 8 X

1ı—
X

/
dx

= /-(x + 1 ) V x 2 - 2 x  +  2 ■’  1 /( l - t ) ^ - 2 t ( l - t ) + 2 t ^
t2

- f
t dt

tJ -
lO t-4  + 4

y st2 -4 t+  1 10-  ̂ / 5 t2 -4 t+ l
•dt

- T ö f
lO t-4

f -■[OJ1 0 v/5t2-4t+ 1 1 0 / 5t2-4t+  1
:dt

= - i ^ t ^ r î f T Î - f / dx

^ v / 5 t 2 - 4 t + l
5

2 ,
5v/5 ‘ - 1 ^ H

+ C

1 / x 2 - 2 x + 2 2 İn 1 2 1 1 4 x 2 - 2 x + 2
5 x + 1 5v/5 x + l 5 45 x + l + C



BELİRSİZ İNTEGRALLER 269

c) 1 .  1 - t  j  1 j .

I :
dx

- f
- i d t

( x + l) V x 2 - X + l  1  y a - t ) 2 - t ( l - t ) + t 2
t3

t*
v/3t2-3t+ 1

dt

/ / 3 t2 -3 t+ l
= (At+ B). / 3 t2 -3 t+ l + A/ dt

/ 3 t2 -3 t+ l

:A y 3 t^ -3 t+ l+ (A t+ B )( + ■
y3t^-3t+ 1 "" '\ 2y3t2 -3 t+ l  / ‘ y 3 t 2 - 3 t + l

2t  ̂= 2A (3t  ̂-  3t + 1) + (At + B) (6t -  3) + 2A 

2t  ̂= t̂ . 12A + t (-9A + 6B) + 2A -  3B + 2X

12A = 2=>A  = ^ ,  6 B - 9 A  = 9 = ^ b  = i  
D 4

2 A -3 B  + 2A = 0 = 24

/
t2

y 3 t 2 - 3 t + l
d t = ( | + i ) y 3 p = 3 t T î  + ^ / 1

= ı i a
6 4 2 - 3 t + l  +

24v/3
İn

/
dx

(x + 1)̂  y x ^ -x +  1
1 l \ y x ^ -x + l 

6 (x + l) 4/ x + l

24/3
İn p _ _ ı

x + l  2 J l x + 1  2 12 + C

d) / x2+x+ 1 dx= f  dx+/-J V /-,x2_ XX j- 1
dx

x y x ^ -x + 1
dx

X yx^ -  x + 1 

= Iı + lo .

X yx^-X +1

= dx+/- ______
y x 2 - x +  1 x y x 2 - X +  1

I, = r — d x = A y x ^ -x + ı+ A r . ^  =  
 ̂ y x 2 - x + ı   ̂ y x 2 - x + ı
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X + 1 _ A(2x -  1) A
v/x^-x+ 1 2 7 x ^ - x + 1 v/x^-x+ 1

2x + 2 = 2Ax - A  + 2A .=>A =1, X = ^

iı = A 2 - x + ı + | / dx
1\" 3

^ ~ 2  n

= / x 2 - x + l  + | l n ( x - i  + / x 2 - x + l ) .

dx
x/x^- x+ 1 1 /_1_ -  i  + 1 A ^ -1 +  1

t/ t2  t
l2 = /

I=Ij+l2 = / x ^ -x + l + -| -ln | x -i + / x ^ - x + l j  -  İ n -  ■ ^ y x ^ -x + lj.

6. a ) r = l , p  = 2 , q  = - | .  = 1 e Z -4-2 p

x̂  = y => 2x dx = dy y(l + 2y) ^dy = J x ^ ( l  + dx

1 + 2y = => dy = t dt

* c = i ( y î T ^ . ^ ) . c

w h r = 0 ,p  = 4 ,q  = - i * Z , î ^  + q = 0 e Z

+ 1 = , x̂  =
f * -  1

X = (t  ̂-  !)■-1 / 4

dx = -  (t'̂  -  1) - 5 / 4

/
dx

V l + x^
t^ -1

1/4

^dt
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t2 _ A t+ B  C D p i p i m i .  
t 4 - ı -  t^ + ı + t ^  + t T T ’ ■ * - 2 '  ° - 4 >  "’ - î '

dt

= --^arctan t- - j l n l t -  l| + -jln|t+ l| + C

= -  arctanVx  ̂+ 1 + t  İn 2 4
Vx-*+ 1 + 1
Vx-*+ 1 - 1

+ c

c) / dx
X V l  + x '

• = f x - H l  + x ^ y ^ d x

r = - l ,  p = 5 ,  q = - i ,  —   ̂ -  Oe Z => l  + x® = t̂  =>O D

dx = 4 t2 ( t3 - l) -^ d t5X  =  ( t ^ - 1 ) ^ ®

/ X -l(l + x5)-l'3dx= / (t3- | t2 (t3 - l)-'‘/5dt= |  f - ^ d t

A ^  Bt+ C
t=*-l t - 1  t^ + t+ l

t = A(t  ̂+ t + 1) + (t -  1) (Bt + C) ^  A = C = i  B = -  ^«J O

1 _ i + ı
f ___dx___ ^ 3  3 f _ 3 _ 3 _
 ̂ x V Î T ^  5 ^ t 2 + t + l

dt

5
1

i  c Z t+  i  J  , CS ;
10-/ t 2 + t + l ‘̂  l o J

 ̂ 1
t^ + t+ ı

- ıo in | t* + t+ ı| + ıo / - 1

1̂ 2 )  4

1 |2 -  ^ In | t2 + t+ l|  + v/3 , 2 t+ 1 -;r- arctan— y=— 
5 /3

1 , ( t - l )2  , v/3 .  2 t+ l  . ^= —  In-^---- —  + ^  arctan—j= -  + C
ö /3

= s ‘"

10 t^ + t+ ı

(V l + X® -  i j '

(V l + x5) + V Î + x® + 1
+ arctan o

2 V l + x  ̂+ 1  ̂ p 
v/3
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d) 1 = / dx

r+  1 2 r+  1

= + ^dx ( r = - | ,p  = | , q  = -  -|)

3 ’ P
+ q = - İ 6  Z => x-^^+ 1 = t

=> X = (t  ̂-  1)̂ ^̂  , dx = - 1  (t̂  -  . 3t  ̂dt = -  4t  ̂ (t  ̂-  dt

/ 1 \ -1/3

1 = j f t 3 - 1)2(1+ - ^ ^ J  .(-4).t2(t3-l)-2-3dt = - 4  / td t

= -  2t^ + C = -  2 3, + c

e) 1 = J ^ M ^ d x  = f x ^ a  + x ^ ) - ^ d x ,  r = ^ ,  p = i  q = - |

r+  1 = 4 6 Z , 1 + x '̂" = X = (t̂  -  I)-" , dx = 6t (t  ̂-  1)̂  dt
p

1= Z '( t2 -l)t- ı .6 t .( t2 -l)2 d t= 6  / (t2 -l)3d t = 6  / t6 -3 t^ + 3 t2 - ld t

= 6 7 s ’' ^ + c

-  I  (1 + Xİ'3)5/2+(1 + x ^ )3 '2 -1 -  xl'3 + c

^  ̂ "  •̂ V(x^^l)2 ^  1 ) '" "  dx , r = 5, p = 2, q = - |

= 3 6 Z x̂  -  1 = , X = (t̂  + 1)̂ ''̂  , dx = -̂  (t̂  + 1)“^̂  3t  ̂dt
P 2

1 = 1 /  ft3+ D^.t-2.t2(t3+ l)-l^dt = | /  ft3+ l)2dt

= | / t6 + 2 t3 + ld t = ^ t ^ + | t “+ | t  + C

= A ( x ^ -  iy^+^(x^~  l) '^ + | (x 2 - 1)^+C 14 4 2
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BOLUM PRO BLEM LERİ

Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 

x + l
/

3- /

5. /

V3x+1
dx

x / x 2 - 1 

dx
x^+ ax^

7. J^cos(lnx)dx

9- /
sinxdx 

a^+ cos^x

11. / ^ d x
e^+ 4

13. f ^ ^ d x  J sınx

1 r f  arcsin/îc , 15. / ^ ^ d x

dx
+ tanxh

21 . / xdx
v / l-2x2 -x“
cos^xdx 

sinx
(1 + sinx)dx

23.

25 f _^
J sinx(l + 2cosx)

27. / v / 1 3 ^ dx

29. / ^ = ^ ü j =
y/x + 1 + v/x + 1

31.
v/x3+2 

dx33.
■’ l  + e=‘

dx

4. f -
xcos^(lnx)

dx6 . f - -----------------

8. y^xcos^xdx

10. f —  ^J  ^ G1(sinx + cosx)^ 
dx

'2 - / î ^

-

16.
a^+ 1

18. /'— dî------
 ̂ 2x^- 4x + 9

20. f  ^

22 . /

(x + 1)2(1+ x2)

______ dx______
2sinx + 3co sx - 5

dx24 f —J  l  + 3sin2x

26.
Zx 2 -4  

dx
■ ^ y î( ı+ y j)

30. j  J l  + J x  dx 

32. l)^e*dx

34. ye*sine*dx
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35. / ^ d x

Q7 f __ dx__
■ J  (l + x2)2

39. /  ^
■' x / x ^ + x - 1

41. //T + sinx dx 

43. / xarcsınx
y r ^

dx

45. J sin/x dx 

47. sinxdx

49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

63.

65.

67.

69.

71.

/
dx

x^+ 16

Q ^  C l

dx

h

a^sin^x + b^cos^x 
dx

(ab;<tO)

+ acosx 

xdx

(a > 0)

dx

•^v/3-x2

r /x^+x 
J  X

r xdx 
v/x̂  + x+ 1

f_ dxJ s

f --------—  (a2 + b̂  ^ 0)

f -

h

sınx+ cosx 
dx

acosx + bsinx
dx_______

a^cos^x- b^sin^x 
dx

f i

/

5 + 3cosx 
sinxdx
+ sınx

sinxcosx
a^cos^x + b^sin^x

dx

36.

38.

40.

42.

44.

46.

48.

50.

52.

54.

56.

58.

60.

62.

64.

66 .

68 .

70.

72.

/ î
cosx
+ cosx 

dx

dx

1 + sinx + cosx 

J"|x|dx

/-
dx

x^v/x^+x- 1

Jsinx.t

f
(x 2 + l)

‘ dx

x2<ix
»2

/ r ^ İ î ^ d x  
■' l  + sın‘‘x

dxf ----------------------
■' (asinx + bcosx)^ 

J /3 - x  ̂ dx

f / E ^ â xJ  Y

(a^  0)

y/x^+ 5 dx 

y v / 2-x -x^

/

dx
x^

sinxdx 
5 + 4sinx
a + tanx 

atanx
dx

f f İ  

h  

/

/

dx

/

+ cosx 

dx
2 + sinx 

dx
sinx(l + sinx) 

dx
:/x2“- , ,2n
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7 3  y ^ .± l ) e -  ^

75. f ---- T
Tv cı

x2dx

77. f -  
 ̂ 1

(xsinx + cosx)^ 

dx

1 / x+ l

81. y^cos/xdx

dx

74. 1 UA
' x (x + l ) (x  + 2)...'

76.
’ v/^

78. r  xdx
' l  + x ta n x

80. / ( ' " f  dx
) x2

82. f ^  , ̂ (1 + sinx)2

(p e N)

83. J sı
sin x - 5cosx
sınx + cosx dx

[Yol gösterme : sin x -  5 cos x = a (sin x + cos x) + b (cos x -  sin x) eşitliğini 
sağlayan a ve b sa3nlannı bulunuz.

ÇÖZÜMLER

1. 3x + 1 = t ’ => X = t 3 - l dx = t̂  dt

f  x + l  , _ r (t3+2) , t%  t  ̂ p _ (3 x + l)^  (3 x + l)^

2. ekok (2, 3) = 6 => x = t® => dx = 6t® dt

^  = 6 f  A  dt = 6 /■(t 2 -1  + 1 -  dt
■’ v ^ + y ^  t^+t^ -^ ı+ t  -^ı ı + t j

= 6 ( y - Y  + t- ln | l + t|) + C = 2 y ^ -  3x^̂3 + 6x^®- ln|l + xî | + C

3. X = cos t dx = ^ d t
cos^t 

sint
dx _ r cos^t

sint
r dx _ f ___

■' x / i ^ “ -̂  _A.
dt-1 = f ^ ^ d t  = / d t= t  + C

cost cos^t 

= arc cos f ~ ) + ^

sint
cos^t
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4. İn X = u => du = — dx
X

/
dx = f  - = tan u + C = tan (İn x) + C

xcos^(lnx) cos^u

5. X = ^ => dx = — ^ dt
t t ‘‘

/
dx f __ d x _   ̂ r____ tf___dt = -  /■-

J  xHx + a) ■> m  . \ ■' 1x'^+ax^ ■' x^(x + a) , + at dt

- I

1
1 __a
a a t+ 1 dt = ^  ( - ^ d t - i  [d tat+ 1 a  7

^ ln | a t + l | - -  + C = ^ l n  
a  ̂ ' ' a

-  + 1 ax + C

R 7 dx _ r öx _ r______c
y x ( i - x )  ■' ■’ f i  r

= J

dx dx

4 - 4 ^ ^ -^

dx 2 -X
= - arcsin-^——  + C

/ ( i )  - d -

= -  arc sin (1 -  2x) + C

1
2

7. u = cos (İn x) , dv = dx => du = -  — sin (İn x) dx , v = x

j' cos(lnx)dx= xcos(lnx)+ J  sin(lnx)dx, u = sin(lnx)=» du=cos(lnx)- —  
dx

dv = dx V = X

=  X cos İn X +  X sin (İn -  f  cos(lnx)dx

f  cos (İn x) dx = ^  cos İn x -  ^  sin (İn x) + C J Z Jı

8. u = X , dv = cos  ̂X dx => du = dx ,
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y  -  f  cos  ̂X  dx = ^  y^d + cos2x) dx = ^  ^  sin 2x olur.

J xcos^(x)dx = ^  • sin(2x)+ ^  sin(2x) + | ld x

= — sin (2x) + -X- + 4 2
 ̂ , cos2x x^

8 - ^  + C 4

277

9. cos X = t ^  dt = -  sin x dx

__sinx__ j  __  r du 
a  ̂+ cos^x a^+/ = -  — arc tan — + C = -  — arc tan a \ a

10. tan X  = t => dx = —^  d t , sin x = , cos x = , .
l  + t2 y r + t ^ ’ /TTt2

^  ̂  cı
dx

= /■

dt
1 + t^

(sinx + cosx)^ -' / y = /
dt

(l + t)2 1 + t ̂ + C - - - — i -----+ C1 + tanx

u2+4 !•
-2x

l  + 4e-
1 r -8e -2x

8 •' 1 + 4e‘ 2* dx

= -  i  İn ( 1  + 46 -2= ') = -  1  İn f  ^,2x

olduğundan

/ ^ d x = la rc ta r  + 4-ln f^ ^ ^ ^  1 + C
e2*+4

bulunur.

,2x

[e^ = u]

12. tan = t sın X = 2t
l  + t2 ’

dx =
l  + t2

dt

/
dx

1 + sinx /
l  + t2

1 + 2t -dt= J"

l  + t2
(l + t)2

:dt = - 1 + t + C = --
1 + tan^

+ C
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13. sin X = u => du = cos x dx 

dus i ^  dx= = ln|u| + C = ln|sinx| + C

x^ + l , 1 , 114. —r----- T =  X  -  1 + -------- r  +
x^+x2 x + l  x3+x2

-  1)^^+/iTTT

(1 + t) 1 + t dt

^ _ y l  + L. l d t= -t  + In|l + t| = - ^  + ln !  + ■

1 + + c

x = — =>dx = — ^ d t 
t  t2

15. v/x = u => du=
2y/x

dx

j  a r c ^  X = f  2. arcsinudu = 2.(u arc sin u + 7 l  -  u^) + C 

= 2 v̂/x arcsin/îc + /l -  x ) + C

16. a* = u => a* İn a dx = du

f —  dx = f  arctanu + C = arctana* + C
■^a^+1 İna-^u^+l İna İna

dx
17. .■’ l  + tanx

tan X = u => (1 + tan^ x) dx = du => (1 + u )̂ dx = du

r dx _ r du _ 1̂ r du _ 1̂ r u - 1 ,
7 l  + tanx (1 + u^Xl +u) ~ 2 1 + u 27 1  + ^2 ^
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= ^ İn 11 + u I -  İn (1 + û ) + ^  arc tan u + C

= İn 11 + tan x I -  -y İn (1 + tan^ x) + x + C 2 4 2

18. 2 x ^ -4 x  + 9 = 2

/

x 2 - 2 x + 1 - 1  + ^ - 2 ( X - 1)2+1 = 14

dx
2x 2 -4 x + 9 14h f (— /

1 +
x - l
/ 7

K
14 arc tan

( ■ ? )

x - l
/7

+ C

+ 1

19. f - / - - 5. - d x  = \ \  
J x 2 -2 x + 2 27

2 x -  10 
27  x2 - 2 x + 2

dx

= \ f  ^  d x -4  ------ dx27  + 9 7 x ^ -2 x + 2

1 c 2 x - 2 j  . /• 1 j
~ 2-1 x^-2x. + 2 ^  A x - 1 )2 + 1 ^

= ■^ln|x2- 2x + 2İ -  4arctan(x- 1) + C ̂ I I

20. / dx
(x + 1)2(1+ x2)

1 A B Cx+ D
(x+ l)2(l + x2) x + l  (x+l)2 l  + x2 

1 = A(1 + x) (1 + x2) + B(1 + x2) + (Cx + D) (x + 1)2

X = -1  ^  B = -

x = 0 1 = A + B + D => A + D = —
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x = l  ^  1 = 4A + 2B + (C + D ) .4  =» C = - i

X = 2 => 1 = 15A + 5B + (2C + D) 9 5A + 3D = I

Bu denklem sistemleri çözülerek A = ^  , D = 0 bulunur.

/
dx 1 /- 1 , İ r  1 . _ l f

(x+ l)2 (l + x2) 2 - ' x + l “ ' 2 - '(x + l)2  2 ^ l  + x2

= | l n | x + l | - | ^ ^ - ^ l n ( l  + x2) + C

dx

21. /
v/ l-2x2-x '‘

d x = /
v/(l-x2)2

dx = f — 
1-

dx = 1 r “ 2x j
- 2 / î T ^ * =

= - ^ l n  l - x 2  +C

22. ta n |  = t => sin x = , cosx = J ^ ,  dx = j ^ d t

/
dx

2sinx + 3co sx - 5
= f ---------- l ± t L _ ------ dt

■> 4t , 3(1- t2 )  
l  + t2 l  + t2

= -  f  — ------ dt = -  f
J 4 t2 - 2 t+ l  ^

dt

t - ^ r4 16

= - i a r c t a „ ( i ^ )  + C 

= - i a r c t a n ( ^ l a n f - i )  + C

23. f   ̂ &x. -  f  ■ • cosx dx [u = sin X , du = cos X dx ]r 1 -  sınx ■' 1 -  sınx
2

= J i l  + sinx). cos X dx = / d  + u)du= u + ^  + C

, sin2x , rı 
=  S i n x H ------- —  +  C
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24. tan x = t sin x = ,  ̂ „ , cos x = , dx =  ̂ „ dt

sin 2x = 2 sin x cos x =

y î+ t^

2t

A  + t2 1 + t̂

l  + t2
1

1 + t̂
1 + 3sin2x

dx r 1 _ r____1
't ^ + e t + l

1 + t̂
(t + 3 )2 -8

dt
t + 3 = u 

du= dt

= f — — d u = ^ 7=  ( f — ^ ^ d u -  f — ^ = d u ] = —  
■' û -8 4/2 V u- / s  - ' 1 1 -4- / 8  I A /u + y s  / 4 J 2 u + ys

+ c

—  ln t + 3 v/^+C = ^ ^ l n tanx + 3  ̂ ç.
4 J 2 t+ 3  + yS 4 J 2 tanx + 3 + ys

r>c 4- X , . 2t25. tan 77 = t , sın x = ----- - ,
A l  + t"'

l - t 2  j  2cos X =  7-----7 , dx = 7— -7 dt
l  + t2

h
1  + sinx

sinx(l + 2 cosx) dx= f -
1 + 2t

1 + t^

l  + t2

= - f3 J  t

2t / j^ 2 - 2t 2\ l  + t̂
l  + t2

■/

l  + t2

2 /-t^+2t + l
t(t2 -3 )

dt = - f - dt

1 rdt 2 + y/3 /• dt 2 - / 3  r dt 
t - y s  3 -^t+v/3

= | l n l t | - ^ ^ l n | t - y 3 | - ^ - ^ ln | t + y 3 |  + C

İn tan| - ( 2  + v/3)ln tan^ -  v/3 -(2 -v / 3 )ln  tan |  + ys + C

26. f  , -:^dx=(A x+B)yx^-4 +A f
 ̂ y x 2 -4

dx

yx^- 4 yx^- 4 yx^- 4

,2 _= 2Ax  ̂ + Bx -  4A + A. => A = — , B = 0 ,  X = 2

• x^dx = ■|'xyx^-^ + 21n(x+ yx^- 4 ) + C
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27. 2x = 3 sin t ^  x = ^  sin t , ^ cos t dt

r ^   ̂ r ^ ş ^ t . I  cos t dt = 3 
- ' X  3 . . 2 J  sınt■ sint

dt

 ̂3 r O^ f i^H) i t = 3 [ 4 - d t- 3 fsin t dt 
■> sınt •> sınt

= 3 cos t + 3 f  dt sınt

Ij = s î^  integralini hesaplayalım.

. t  . , 2u j  2 jtan — = u => sın t = ------ - , dx = -------r du
2 1 + u  ̂ l  + û

I j = / -y ^ d t=  f  -  -------rdu= f —du=  İnlul + C =1 J sınt 2u 1 + u  ̂ u ' '

=> [ >-- dx = 3 cos t + 3 f  ̂ - r  dt = 3 cos t + 3 İn J K J sınt

İn tan

sint

= 3 cos ^arcsin-^^ + 31n

tan|

2

+ C

+ C

 ̂ 1 / . 2xtan — I arcsın-ğ- + C

28. 1 + yîc = u => du = —^  dx
2/x

f  ^  ^  ^  = 2 İnlul + C = 2 İnİ1 +yicl + C
a +  /^ )  ^ ' ' I I

•2du

29. ekok (2, 4) = 4 , x + 1 = t* dx = 4t  ̂dt

/
dx = /-4tM t ^ 4  f  

J +2 , t/ x + l + V x + 1  t^+t 1 + t
 ̂ dt = 4 ^ ( t - l  + : r ^  1 dt1 + 1

= 4/ +1)^  -  (x + + 41n11 + (x + + C

30. r = 0, p = ^ ,  q = 4 ,  q = ^ i Z , r+ 1 = 2 g Z

1 + sfx =i^

2 ’  ̂ 2 ' p

X = (t  ̂-  1)̂  , dx = 2 (t̂  -  1) . 2t dt

j  J\ + v/x dx= J t4 t(t^ - 1) dt = 4 J (t^-1^) dt = 4 ^  j + C
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= 4
( ı+ v ^ ) “  ( ı+ y ^ )

m

+ C

31. + 2 = u => du = 3x  ̂dx

/u

32. e* + 1 = u => du = e* dx

l)^e*dx= y^u^du= ^  + C = + C

33. e’‘ = u => x = ln u  dx = — duu

= İn u
1 + u

+ C = ln
1 + e*

+ C

34. e* = u e* dx = du

^ e* sin dx = J sinu du = -  cos u + C = -  cos (e*) + C

5 5
35. f  —jŞ—  dx = /" -f-—-  dx [x® = u => du = 6x® dx] ■’ X^2_ l  J  (x6)2_ 1

_ İl f  du _ / ■ / ______ J
" 6 İ u 2 - 1  1 2 İ \ u - 1  u + 1 /

= ^ ( ln | u -  l|-ln|u+ 1|) + C = ^ I n u -  1
u + 1 + C

' 1 5 x®+ 1

36. u = İn X  , = dv , du = —  , %pk = v
/x X

dx
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f e d x  = 2 / ) ^ ln x -  [ 2 / ^ - ^  = 2 y ^ l n x -  2
/X - X

= 2 s/x İn X -  4 /x  + C

37. u = — - dv = dx , du = ^l  + x2 (l + x2)2 ’ V = X

 ̂ dx= ^
(1 + X2)‘ 1 + X2

+ 2 / ( x ^ + l) - l
(l + x2)2 dx

+ 2 f  — î ^ d x -  2 f -----  ̂ dxy 1 j. v-2 (1 + x )̂^l  + x  ̂ l  + x^

f  7—  ̂ oso dx= i  f  — r dx+------—— = i  arc tan x + ------— + C
( l  +  x^)^ 2 y i  + x2  2 ( l  +  x 2 )  2  2 ( l  +  x^ )

38. tan ^  = t cos x = - —^  , dx = —^-r dt 
2 l  + t^ ’ l  + t2

r cosx j  /•(cosx+i)-ı j  r j  r 1 j
J T T ^ ^  = J  ı  + cosx =

2
= x -  f ---- —-  dt = x -  r d t = x - t  + C = x -  tan ^  + C

l  + t^

39. — = t => dx = —̂ d t  
X t2

/
dx

z l
t2

= f  — - _____ dt = -  fJ 1 / T T ^  7 J
dt

Xv/x^+X+ 1 ^ : 1. ±. ^
t/ t2  t

A  + t - t 2

= - /
dt = — arc sın ‘ 4

K
2

+ C

2 t -  1 1 ^= -  arc sın | — C = -  arc sın
v/5

2 - 1

v/5
+ C

- -  arc sın |  ̂  ̂ | + C
v/5;
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40. tan ^  = t , dx = — d t , sin x = - , cos x = - —^
2 l  + t2 l  + t ^’ l  + t2

/
dx

1 + sinx + cosx = /
1 + t^------- dt = f  dtl - t 2  1 + t

l  + t2 l  + t2 

= İn |l + t| + C = İn 1 + tan^ + C

41. J /l + sinx dx = J J s in ^ ^  + coŝ -|- + 2sin ^ co s^  dx

c=/(sin|sin^ + cos^ l dx=

= -  2 cos ^  + 2 sin ^  + C

+ cos TT dx

42. X = X x >  0 
- X  x< 0

^ x.x + C X > 0  ̂ _
^ x (-x )+ C  x < 0

ix|x| + C, x > 0  ^
=-7x|x| + C 

■̂ x|x| + C, x < 0  2

dx = dv , arc sin x = u => v = -  7 l  -  x  ̂ , du = dx

/~xarcsınx
 ̂ v / T ^

dx=- v/l -  x  ̂arcsinx + J /l -  x̂
A - x ‘

dx

= -  / l-x ^  arcsinx + x + C

— = t => dx = — ^ d tX t̂

/- dx r - A d t
f  ^

■’ xV x2  + x - l  ■’ 1 
t^v

’ A  + t - t ^
dt

- f
l - H

d t = - i /
^(‘ 4 )+1

t - i4 \ 2

dt
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=  - - f

2lt-i

f - ( - l )

dt

arcsinf ^  ̂  | + C
A v/5

2
5 1 1\ 1
4 "  x " 2

- 1

/5
+ C

45. v/x=t=>x = t̂  => dx = 2 td t

J sin/x dx = 2 J tsintdt [u = t, sin t dt = dv => du = dt, v = -  cos t]

= 2 (-tco s t+  J costdt) = -  2 t cos t + 2 sin t + C 

= -  2v/x cos /x + 2 sin/x + C

46. -  cos X = u => du = sin x dx

y^sinxe““®*dx = j" e"du = e“ + C = + C

47. u = x̂  , dv = sin x dx , du = 2x dx , v = J sin x dx olur.

U = , dV = sin x dx ^  dU = 2 dx , V = -  cos x olacağından

V = -  cos X + 2 J  cos x dx 

= -  cos X + 2 [ sin x -  2 Je'^  sin x dx ]

= -  ê ’‘ cos X + 2e^* sin x -  4 J e ^  sin x dx

= (2 sin X -  cos x)o
olur. Buna göre

J x^e^in  X dx = ^  (2 sin x -  cos x ) - ^ J xe^ (2 sin x -  cos x) dx

= ^  ^  Jx e^ s in x d x + ^  J  xe^cosxdx
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= + ^ I5 5 1 5 2

bulunur.

I = f  xe^sin X dx = X . ^ (2 sin x -  cos x) -  ^ J e ^ 2  sin x -  cos x) dx

= ^  (2 sin X -  cos x) -  ^ J e ^ in  x + ^ J e ^  cos x dx

= (2 sin X -  cos x) -  • -I- . (2 sin x -  cos x)O o ö

+ ^  ^e2*s in x - J 2e^sinxdxj

4 2 2 1 9= [2x sin X -  X cos x -  — sin x + -̂  cos x + sin x) -  — e (2sinx-cosx)5 0 0  5 5
,2k 4 .= [2x sinx -  X cosx -  — sin x + — cos x + sin x -  — sin x + — cos x

,2x /o • 3 . 4 s(2x sın X -  X cos x -  — sın x + — cos x)

I2 = j x e ^  cos X  dx = ê ’̂ sin x-2  J sin x dx=e^*.sin x -  ^ e^*(2 sinx-cosx)

= —  (sin X  + 2 cos x)5
olduğundan

r Ov 0̂  /* 0̂J  xe“cos X dx = X  —  (sin x + 2 cos x) -  / —  (sin x + 2 cos x) dx

xe 2 x 1 1(sin X + 2 cos x) -  ^ (2 sin x -  cos x) -
2x

5 .........  ■ .............  5 5
(sin X + 2 cos x)

olur. O halde I = | l j+ İ I ^

2 e_  
5 5

,2x

2
5 5
, 2 x

3 .— su 5

2 .

İ X ) - |

4■ V  cos X)5

2  .cos X  -  — sın X -  5
4 .— cos x)5

^ 12 10= [10x^ sin X -  5x  ̂cos x -  8x sin x + 4x cos x + ^  sin x -  cos x
25 5 5

4 2 4 8+ 2x sinx + 4x cosx -  ~  sinx + ^  cos -  Ş- sin x -  -Ş cos x)
5 5 5 5
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p 2 x
c  r  1  / -> „2 4 22
25

olur.

[10x‘‘ sinx -  5x‘‘ cosx -  6x sin x + 8x cos x + — sin x ---- ^  cos x]

48. f (X  2 + 1)3 2 d x  =  J
(x^+ D - 1
( x 2 +  1 )32 dx = / dx

f  (̂ 2. 1\32‘̂(X2+ 1)12 J  (x2+ 1)32

[ X = tan t => dx = 

1

1
cos^t
1

dt]

- ot- ot = dt- /costdt

= İn

cost cos^t

1 -I- sint
cost -  sint + C = İn

1 +
v/l + x2

y r + ^
yr+x2 + c

= İn |/l-ı-x^ -t-x -
A-t-x2

+ c

49. X = 2t denirse dx = 2 dt 

dx r 2 dtf - ^ =  f -J  Ifi J A
Jl f_âL _
8-  ̂ t"*-!-!x'‘ -t-16 • 'I6 t‘‘ -Hl6

integrali elde edilir. Bu integral sayfa 262 de i) şıkkında hesaplandı.

50. tan X = t dx = —^  d t , sin x = ,  ̂ ■ olur.
l-t-t^ /l-Lt^

/ r ^ ^ d x  = / 
•'1-1- sın‘‘x ■’

(sin^x-H 1 )- 1 
(sin^x-ı-1)

1
l  + t2

dx = f d x - f - r -^ — -  
■' ■' s ın‘‘ X -I-1

dx

/ • ^ ± t ^ d t  = x - / - ^  
ı  + _ l ! _  ■' 2t2-Hİ

dt

1-1-1̂

= X ---- ^  arc tan /2 t -t- C = x ---- ^  arc tan { J2  tan x) + C
v/2 v/2
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=1- / l ^
dx

= /'■
cos^x dx

a^sin^x + b^cos^x -'a^tan^x + b̂

_ r du______r
a^u^+ b  ̂ a^

tanx = u
du =

du

1
cos2 X

dx

l a  , / a u \ , r ı  -l i /a T-arctara —  —,2 b ' ^ ^  arctani ^  tanx | + C

53. / dx
(asinx + bcosx)^ (atanx + b)̂

du

- I

« /

cos^x dx
tanx = u
du = 1

C0s2 X 

1

- dx

(au + b)2 a au + b a(atanx + b) + C

53. / dx
1 + acosx (-1 < a < 1)

x X ^  1 - t ^ j  2tan — = t => cos X = ----- - , dx = ------r dt
2 l  + t^ ’ l  + t2

/
dx

l  + acosx - I -
l  + t̂
a ( l - t 2 ) d t  =  f

1 + l  + t2 

2 r dt
= — f1 - a

t^(l -  a)+ a+ 1 

2 y/l-a

dt

t" + a + 1 1 - a  /a+1
arctan-

1 -  a
/a+ 1
1 - a

+ C

/T- a 2

54. y / 3 - x  ̂ dx

X = y/3 sin t => dx = /3 cos t dt 

f  / 3 -  x  ̂ dx= f  / s  v/l -  sin^t. v/3 cos t dt = 3 ^cos^t dt = 3 Jr l -  cos2t

= ^ t -  sin 2t + C = ^ arcsini  ̂sin( 2 a rc s in ^  1 + C

2

x_

v̂/3

dt

55. / - y ^ =  = - l / - ^ = ^ d x  = -  / 3 ^  + C 
/ 3 -x 2  2-  ̂ / 3- x2
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56. / / 3 ^ dx

X = /s sin t => dx = v/3 cos t dt

/ ^ d x  = /
(v / 3 A -s in n )y 3 co st  ̂ . coş2t

v/3 sint v/3  ̂ sint

= v/3 d t-  J v/3 sintdt

dt

r 1j  dt integralini hesaplayalım.

tan 4  = u => dt = — - du , sin t = ^  ■
 ̂ l  + u"* l  + u'*

Iı = /

2
1 + u^

1 + 2u
l  + u2

du = / (u+l)2 du = - u + 1

 ̂ dx= v/3 L + v/3 cos t + C = -   ̂^  + v/3 cos t + C ■> X  ̂ u + 1

= -  2 v/3 . -----— — + / s  cos I arcsin-^ I + C
1 + tan 2

= - 2 / 3
1 + tan^ ( arcsin- ^

v/3

7 3

+ v/3 cos I arcsin-^  j  + C

57. /•^^Ü±İdx=/'-J X J ■
X ^ +  X_______ _ x + l

;/x^+x v^x^+x
dx= J - dx

x + l  _ 2 x + l ^  1/2
v/x̂  + x 2v/x^+X v̂ X̂  + X

dx
2 J  / x ^ +  X

= v/x^ + x  -  -^ln|x + -  ̂+ v/x^+x j + C

58. X = v/S tan t => dx = v/S (1 + tan^ t) dt

J / x ^ +  5 dx = J v/5(tan^+ 1) .v/5(l + tan^t)dt = 5 ^
cost cos^t

dt
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1 dt = 5

59. f

c o s ^ t

dx = | / ( 2 - ^ l ) - l

s i n x  

c o s ‘ x

1  +  s i n x
c o s x

+ C

d x
/ x ^  +  x +  1 2  J 7 x 2 + x +

^ 1 r 2 x + l  1 r 1
2  ̂ yx^+x+ 1 2 ■> 7x2+ X+ 1

d x

=  7 x 2  +  X + l d x

=  7 x ^ + x +  1  -  İ n  X  +  -^ +  7 x 2  +  x +  1 + c

60. u = 7 2 - x - x 2 ,d v = - ^  => du=— ,  ̂ ^  -d x ,v= - —

/
72  -  X - :

d x  =  -

x2

72 -  X  - ;

2 7 2 - x - x 2

- /
l  +  2 x

2 x 7 2 - x - x 2
d x

x - x "

7 2 - x - x 2

- / 9 / ^ 1

. 2 x + 1  , 
-  a r c s m — ^------1-

-  a r c s ı n - • + •

dx
x 7 2 - x - x 2

1 f dt
2 / 2 - ’

2 j 2 ^ " "
- ~ T +  l ( -X 4 y\x

1
t

dx = — ^ dt

16 + C

61.
J sı

d x
sınx + cosx

X . . 2t  l - t ^  j  2
‘ “ 2 = t ^  = ' “ ■‘ = 1 7 1 ^ ' ‘^  = Î T I î ‘“

/
d x

s ı n x  +  c o s x
_ f  1 +  t ^______f _____2___ dt -  r ____ _____dt
- J  o i  l - t 2  l + 2 t - t2  -^2- ( t - l )22t ____

l  +  t 2 l  +  t 2
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B
2 - ( t - l ) 2  v / 2 -t+ l v^ + t - 1

2 = /2 (A + B) + (B -  A) + t (A -  B)
J A - B = 0
İA + B -/ 2

A = - ^  , B = ^
/2 ’
2d t

v/2

J2-^ J 2 + I - İ  v/2-^v^-lA  + 2 t - t 2  J 2 - ’ j 2  + l - t  v/2-'v/2-l + t

= İn I ̂ 2 + 1 — 11 + İn | y5 ~ 1 + 1 j + C

dt

J 2

M,
v/2

İn v/̂  + 1 -  tan^ + -^ In
v/2

J 2 - 1  + tan-|- + C

62. / sinxdx 
5 + 4sinx

tan ^  = ^ sın X = 2t , dx = dt

/
sınx

5 + 4sinx

l  + t^ ’ l  + t2

dx = 1  /•(4sinx + 5 ) - 5 1
4-' 5 + 4sınx 4 J  â J

2
- l x - Ş  f  1 + dt = - x - ~  f  

4 8t 4 2 /

4 J 5 + 4sinx 

1

dx

2-  ̂ 5 t2+ 8t+ 5
dt

1 5 /-
"  A  ̂ 2-1

l  + t2 

1

= y  X -  ^  arctan^^  ̂  ̂ + C 4 6 6

= ^  X -  ^  arctan 4 6
5tan ^  + 4 + C

63. tan = t , cos x = ,
 ̂ 1 +

1 - 1̂  . 2t j 2sın X = ^ , dx = dt
l  + t^

/
dx

acosx + bsinx = /
l  + t2

a ( l -  t^) ^ b 2t
dt =

l  + t2 

2
a + 2 b t -  at^

dt

l  + t2 l  + t^
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= - ıa ^
dt

a-/ a2+b2
H ) '

a 2./a2+b2
İn

t- b 7a2 + b2

b ^ /a^ + b̂  
a a

+ C

İn

t a n f -
b̂ + /a^ + b  ̂j

a

t a n f - b-v/a2+b2
a

+ c

64. tan x = t => (1 + tan^ x) dx = dt 

a + tanx ■■ r a + 1

dx = dt
l  + t2

1= /• a + tanx r-----
1 -  atanx (1 -atanx 

a +1

( l - a t ) ( l  + t2)
dt

A , B t+ C  A 13 1 rı n + ------^ =»A=a, B = l ,  C = 0( l -a t ) ( l  + t2) 1 - a t  l  + t2 

= — İn |1- atanx| + ^ ln[l +tan^x| + C

66. 1 = / dx
a^cos^x-b^sin^x a^-b^tan^x

cos^x dt
hH^

B
(a-b t) a + bt a(A + B) + t(Ab-Bb) = (b 0)

=> a.2A = 1 ^  A = i . B = .J^

■ = 4 / -

2a 2a

1 1 /■ 1 1
a -  bt “ ''' 2a a + bt 2a
a + bt a + btanx
a - b t a -b ta n x

tanx = t 

1dt = cos2: • dx

2a

+ C
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66. tan $  = t , cos x = ^  , dx = —^-r dt
2 l  + t^ ’ l  + t2

dx, ■=[   ̂+  ̂ _ d t=  /~dt=t + C = ta n |  + C
l  + cosx l - t ^   ̂ 2

l  + t2

67. ta n |  = t ,  cos x » , dx = dt

/
dx = f -----  ̂+ , dt= f   ̂ ,  dt= j  fJ _ . n -  t2') 8 + 2t  ̂ 4-^

dt
5 + 3cosx J   ̂  ̂ „ (1 -t^ ) 

l  + t2

= ^  arctan^  ̂^ ~ ^  arctan
tan-;

+ C

68. tan $  = t , sin x = ^  , dt = — dt
2 l  + t 2 ’ l  + t̂

r dx _ r 
^ 2  +  SİT1X

1 + t^
2 + sinx 2 + 2t dt = /

l  + t2
2t^+2t+2

d t  =  J
dt

H ) '

v/3

t/3

arctan

2

+ C = ^  a rc ta n | ^ ^  J + C

arctan
2tan 2  ̂+ 1

v/3
+ C

69. tan = t => sin x = ^  , dx =  ̂ dt
2 l  + t  ̂ l  + t^

= /-( s in K + D - l^ ^  f ^ ^ d x  
-/ 1 + sınx 1 + sınx 1 + sınx
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=  X + t+ 1

l  + t2 

+ C = X + ■
tan^  + 1

+ C

70. tan ^  = t , sin x = —̂  , dx = — dt
2 l  + t^ ’ l  + t^

/ ; t
dx

sinx(l + sinx) -I
2

1 + t^

l  + t2\ 1 + t^j

dt= f — 
 ̂ t-

l  + t^
(t2+ 2t+ l)

dt

f  1 + t  ̂
-'frt+v>2 i tt(t+ l)2 t (t+1)2

dt

= ln|t| + 2 : ^  + C = ln ta n f
tan ^  + 1

+ C

71. tan X = t dx = dt
l  + t2

/
sınxcosx

a2cos2x + b2sin2x
d x  =  J

- I

tanx
d x  =  J

a^+hHaıi^K
_______ t_______
(l + t2)(a2+b2t2)

l  + t2 
a2+b2t2

dt

dt

At+ B ^ Ct+ D
(l + t2)(a2+b2t2) l  + t2 a2+b2t2 

t = t̂  (Ab  ̂+ C) + t̂  (D + Bb^) + t (Aa  ̂+ C) + D + Ba^ 

Ab2 + C = 0 

D + Bb  ̂= 0

Aa2 + C = 1 Ba^ = Bb2 => B = 0 ^  D = 0

D + Ba2 = 0

A(a  ̂-  b )̂ = 1, A =

/

, c = b2

sınxcosx
a2cos2x + b2sin2x

a 2 _ b 2 ’ b 2-a2

j  1 /• t j ,  b2 r___ t
a 2 - h 2 j ı+<.2  ̂ b2-a2-^ a2+b2t2 dt
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1 l  + t  ̂ \ 
2(a2-b2) “ 'la^ + b H ^ j

İn + C

2(a^-b^) ^^l,a^+b^tan^x j
1 + tan^ X \  ̂ç.

72. x” cost

dx

nx"-ı dx = a" dt
cos^t

x / x ^ -  a^
x" ^dx
/ x2"-a 2n

_  ^  /•________
n „ n

sint
cos^t

a" v/a^(l -  cos^t)
dt

cost cost

= —  / dt= —  + C = —  arccos—  + Cç ın y  çjFi q I1

73. (x + 1) e“* = u 

•(x+ l)e "’‘

=> du = —X e dx , dv = ^  V = 1
X

P X  ^  X

- e - *  + C
X

74. / dx
x(x+ l)(x + 2)...(x+ p) 

1

(P 6 N)

x(x+ l)(x  + 2)...(x + p) X x + l  x + p

1 = Aj (x+l) (x+2) ... (x+p) + Ag x(x+2) (x+3)... (x+p)

... + Ap_j X (x + 1) (x + 2) -  (x + p -  2) (x + p) + Ap X (x + 1) ... (x + p -  1) 

X = 0 => Aj = 1.2.3 ... p => Aj = p!

X = -1  ^  A2  = (-1 ) (1 ). (2) ... (p -  1) A2 = -

X = - 2  ^  Ag = ( - 2 ) .  (-1 ) 1 ... (p -  2) Ag = 2 (p -  2)! = (-1)^ 2! (p-2)!

Bu şekilde devam edilerek

Ajj = (-1)"”  ̂/ (n -  1)! (p-n+1)! olacağı görülür.
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f  ------ r = A,ln|x| + A„ln|x+ İ l  + ... + A„ln|x +p| + C7 x (x + l)(x  + 2)...(x + p) 1  I I 2 I I p I

= İn 1x^1.( x +  1)^2..........(x  + p)^p| + C

= İn xP’(x+l)-<P-“ ......... (x+p) ( - l ) P ^( p- D! + C

75. 1 = / —•' (v
x^dx

- f
xcosx

(xsinx + cosx)^ cosx (xsinx +cosx)^
dx

• = u ,
xcosx

cosx ’ (xsinx +cosx)^
1 cosx + xsinx du = --------- --------  v = -

dx= dv denirse

cos^x
olur.

I = -

(xsinx+ cosx)
cosx + xsinx

7cosx(xsin+cosx) 7 cos^x(xsinx +cosx)
dx

cosx(xsinx +cosx) ■> cos^x 

+ tanx + Ccosx(xsinx + cosx)

76. dx= f x - ^ a  + x ^ ) ^ d x

1 1 1 o
 ̂~ 2 ’ 2 ’  ̂ 2 ’ ^ ^

q S Z , ^  = = 1  =, l  + x^  ̂= t^
P i  

2

X = (t  ̂-  1)̂  , dx = 4t (t  ̂-  1)

/ / î j J J L  dx = y (t2 - l)-i(t2 ) ’̂  . 4t (t  ̂-  1) dt = /4t2 dt = 1 + Ci +3

= | ( l  + x'^)3^ + CO

77. x = t'̂ dx = 3t  ̂dt

Cvl^— 1')2 I I

= 3  ̂  ̂ +31n  l  + x^  +C
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78. ----- dx = f  d x = f^ = :ln | u |  + Cl  + xtanx ■’ cosx + xsınx u ' '

= İn |cosx + xsinx| + C

u = cosx + xsinx 

du= xcosxdx

79. I = / ^  dx = / x -^  (1 + x)^2
x^V X

r = - | ,  p = l ,  q = | q g Z ,  ^  = - | g Z ,  

 ̂ + q = - -^ + - ^ = - İ 6  Z => x~̂  + 1 =p 2 2

X = — , dx = ------—- dtt ^ - l ’ (t2 -l)2
. 3/2

3 \ X /

80. u = ( lnx)  ̂=> du = 2 (İn x) — dx , = dv => v = -  —
v / X  x 2

/■an|)!dx = - i ( l n x ) 2  + 2 / ' ^ d xy „2 X y v2

lnx = u =» du = — dx
X

—  dx= dv => V = -  — 
x2 X

= -  —(lnx)^+2 r ^ d x  = -  —(lnx)^-X ' '' X j  v2 X ^
, 2 21nx _ ^   ̂ ç

X X

81. / x  = t => dx = 2t dt

J cos/ x d x - 2 j tcost d t , [t = u , cos t dt = dv , dt = du , sin t = v] 

= 2 t sin t -  2 f  sint dt = 2 t sin t + 2 cos t + C 

= 2v/x sin/x + 2 cos/x + C

82. tan ^  = t => sin x = . ^  „ , dx = .  ̂ „ dt

1= f — - — = fn  4- G i n Y ^ 2  J

l  + t ^ ’ l  + t2 
2

1 +  t ^  . . .  o r  ı  +  t 2

(l + sinx)2 / 2t
l  + t^j

dt = 2 /
(1 + t)̂

dt
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1 +
(1 + t)'* 1 + t ' (l + t)2 ■ (l + t)3 ■ (l + t)4

1 + = Ad + t)3 + B(1 + t f  + C(1 + t) + D

t = —1 için D = 2 bulunur.

1 + = At  ̂ + (3A + B) + (3A + 2B + C) t + (A + B + C + 2)

A = 0 ,  B = l ,  C = -2

1 = 2 f — ^ r d t + 2  f ----^ d t + 2  f
J n  -I- ./ n  +' i3 J(l + t)3 

2__
1 + t ' (l + t)2 3 (l + t)3

(1 + t)
2 2

(1 + t)'
-dt

+ C

-2 ■ + ■
1 + tan^ (1 + tan^)^ 3(l + tan^)^

+ C

83. sin X -  5 cos x = a (sin x + cos x) + b (cos x -  sin x)

= sin X (a -  b) + cos x (a + b) 

a - b = l ,  a + b = -5  => 2a = - 4 ,  a = - 2 ,  b = -3  

•sinx-5cosx j  n f j  o /'cosx-sinxP d x = -2  f d x - 3
J  J  .sn

dxsınx + cosx J ■> sınx + cosx
= -2x  -  3 İn |sinx + cosx| + C



TANIM

[a, b] aralığını

a < < Xg < ... < X j ,_ j  < b

özelliğini sağlayan x̂  , X2 , ... , Xj,_j noktalan yardımıyla n tane alt aralı­
ğa bölelim. Uygunluğu sağlamak için a sayısını Xq , b sayısını da x„ ile 
gösterelim.

P = ( Xq , X̂  , Xg , ... , x„_ı , x„ 1

kümesine [a, b] aralığının bir parçalanm ası veya bölüntüsü denir.

[X() , x j  , [ X j  , X2 İ , . . .  , [X j j_ ı  , X„]

aralıklarına [a, b] nin P parçalanmasına karşılık gelen kapalı alt 
aralıkları,

(X() , X ı )  , ( X ı  , X2 İ , ... , (x„_ı , X„) 

aralıklanna da açık alt aralıkları adı verilir.

= Xk -  Xk-1
sayısına [xı̂ _j , Xĵ ] aralığının boyu veya ölçüsü denir. Alt aralıklann 
boylannın en büyüğüne P parçalanmasının normu veya maksimal çapı 
denir, |P| ile gösterilir. Şu halde,

|P| = maks ( Ax̂  : k = 1 , 2 , ... , n )

dır. Eğer tüm alt aralıkların boyları birbirine eşit ise bu parçalanmaya 
düzgün parçalanm a adı verilir.

TANIM

s : [a, b] ^  R bir merdiven fonksiyonu, P = {xq, x ,̂ ..., x„l , [a, b] 
aralığının bir parçalanması ve x e (xj _̂j, Xĵ ) için s(x) = ŝ  olsun.

r "/ s(x)dx= 2  s,̂  AX|̂  = Sj (xj -  Xo) + ... + s„ (x„ -  x„_ı)
a k = 1

sayısına s merdiven fonksiyonunun a dan b ye kadar integrali denir, 
a ve b sayılarına da integrasyon sınırları adı verilir.
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TANIM

f ; [a, b] ^  R fonksiyonu sınırlı olsun, [a, b] aralığının 

P = { Xq, X p  ... x„) 

parçalanması için

= sup { flx) : x^_j < X < x  ̂1 ,

= inf ( flx) ; X]^_  ̂ < x < x  ̂ 1

olsun.

Ü(f, P) = S  Mk A Xk
k = l 

ve

A(f, P) = 2  ™k ^
k= 1

toplamlarına, sırası ile, f  fonksiyonunun P parçalanmasına karşılık 
gelen Üst D arboux Toplam ı ve Alt D arboux Toplam ı adı verilir.

TANIM

R(f, P) = 2  ^ k  toplamına f  fonksiyonunun P parçalanmasına
k = 1

karşılık gelen Riem ann Toplam ı denir.

TEOREM

f :[ a ,  b] —> R sınırlı fonksiyonunun [a, b] aralığında integrallenebilir 
olması için gerek ve yeter şart Ve > 0 için

Ü(f, P) -  A(f, P) < e (Riemann Şartı)

kalacak şekilde [a, b] nin bir P parçalanmasının var olmasıdır.
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TEOREM

f ve g , [a, b] de integrallenebilen fonksiyonlar olsunlar.

(a) a, 3 e R ise a f  ve Pg fonksiyonları da [a, b] de integrallenebilir ve
b b b

J  [ aflx) + Pg(x) ] â x  = a  J  flx) dx + p J  g(x) dx
a a a

olur.
b

(b) f  > 0 ise J  flx) dx > 0 dır.
a

(c) f   ̂ integrallenebilir.

(d) f  > 0 ise / f integrallenebilir.

(e) |f| integrallenebilir ve

(f) f . g integrallenebilir.

J  f(x)dx < y"|f(x)|dx dir.

TEOREM

[a, b] üzerinde parçalı sürekli ve sınırlı her fonksiyon [a, b] üzerinde 
integrallenebilirdir.

TEOREM

f : [a, b] R fonksiyonu monoton artan [veya azalan] ise f  fonksiyo­
nu [a, b] de Riemann anlamında integrallenebilirdir.

TEOREM (Integral hesabın tem el teorem i)

f, [a, b] aralığında tanımlı ve Riemann anlamında integrallenebilen bir 
fonksiyon olsun. Eğer her x e (a, b) için

F'(x) = flx)

olacak biçimde sürekli bir F : [a, b] R fonksiyonu varsa 
b

/ flx) dx = F(b) -  F(a)
a

dır.
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TEOREM

f , [a, b] de integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

(1) Integralin değeri integrasyon değişkeninden bağımsızdır, yani 
b b b

j  f(x)dx= J f(t)dt= ...= J f(z)dz

ve
b c b

(2) J f(x)dx= J f(x)dx+ J  f(x)dx

dir.

Şimdi f  nin F ilkel fonksiyonunun özelliklerini veren iki teoremi ispat 
edelim.

TEOREM

f, [a, b] R fonksiyonu integrallenebilir olsun, [a, b] üzerinde

F(x) = J  f(t)dt

eşitliği ile tanımlanan F fonksiyonu f nin sürekli olduğu her noktada 
türevlidir ve

F'(x) = fi:x)

dir.

TEOREM
(p : [a, b] —> R sürekli türeve sahip bir fonksiyon ve f  de (p nin görün­

tü kümesi üzerinde sürekli ise
b <)9(b)

f[(p(t))(pXt)dt= y f̂(x)dx
a <p(a)

dir.

TEOREM

f  ve g , [a, b] aralığı üzerinde sürekli ve (a, b) de türevli olsunlar.
b b

f  f(x) g'(x) dx = flb) g(b) -  Fa) g(a) -  f  f(x) g(x) dx

dir.
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TEOREM (Birinci O rtalam a Değer Teoremi)

f  ve g, [a, b] aralığında tanımlı ve g ile fg bu aralıkta integrallenebilir 
olsun, g, [a, b] üzerinde her yerde aynı işaretli ve f  sımrlı ise [inff, supf] 
aralığında öyle bir k sabiti vardır ki

b b
f  f(x).g(x)dx=k f  g(x)dx 
a a

dır. Eğer f  fonksiyonu [a, b] de sürekli ise [a, b] aralığındaki en az bir 
Xq noktası için

b b
f  f(x)g(x)dx= f(X()) J  g(x)dx
a a

olur.

PROBLEM LER

1. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan fonksiyonların [-1, 3] aralığındaki 
integralini hesaplayınız.

(d) Kx) = |2x|

(e) Kx)= x + ^

(a) f(x) = [x|

(b) f(x) = |-x|

( c )  Kx) = 2jx| (f) Kx) = [xj + |x+^

b b
2. y^jx|dx+ / [-X ] dx = a -  b olduğunu gösteriniz.

a a

 ̂ / ■< \
3. Vn e N için r|x|dx=^^^^— - olduğunu gösteriniz.

o
X

4. x > 0  için Kx) = y^|x|dt olsun, f  fonksiyonunun [0 ,4] aralığındaki
o

grafiğini çiziniz.
2

5. rix^|dx= 5 - -  v/3 olduğunu gösteriniz.

6. (a) /1/ tid t integralini hesaplayınız.

(b) Vn £ N için f  |A|dt=̂ ^̂ ^̂ — ^ olduğunu gösteriniz.
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7. întegral tanımından yararlanarak aşağıdaki integralleri hesaplayınız.

(a) J x d x
o

b

(d) y^e*dx

(b) J x^dx 
o

10

(e) J 2*dx

(c) Jx ^ d x

8. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.
ö __

(a) J"^v/&+Vxjdx = 100

(c) /

(e) /

=ln —
x^+3x + 2

x^dx n
x®+l 16 

dx n
2 / 5  +  4 x - x ^  2

(ı) /  sin^xdx=^

ıJ5
(1) f

’ i  a2 + x2 12a
n

(n) / dx
o 1 + y2x + 1

= 2 - ln 2

(P) /
dx

i  x + x2 ^^2

(s) / dx n
 ̂ 3 + 2cosx ys

/pX_ 1
(u) f — ^ d x = 4 -;r

o e=‘+3

(y) / ^ d x = y 3 - f

(b) f / x - 2 d x = ^  
2

x^ -3x + 2

(f) 7 dx _ ^
y r ^  “ 4

( h )
ö' y y ® + 4  3

571

(i) sin2xdx 71

„ cos"* X + sin  ̂X 4

(k, /tanxdx= 0

(m) - ^ d x - Ş ( ; r - 2 )  
a -  X 4

;ra^(o) f  x^ya^-x^ dx: 16

yy /  X^dX 71 yS

(t)
/t

/
dx ;r

o l  + a^sin^x 2 / 1 + ^

(V) / — ^
-1 (1 + X2)

2 + ;r
2 4

/ Y
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9. Aşağıdaki eşitlikleri sağlayan c > 0 sayısını bulunuz.

(a) / x (l-x )d x = 0  
o

(b) /|x(l-x)|dx= O 
o

10. flx) = x2,  0 < X < 1  
2 - x ,  l < x < 2 olduğuna göre f  f(x) dx integralini hesaplayınız.

11. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

 ̂ / dt(a) / x “ ( l - x ) “d x= / x“( l - x ) “ dx (b) / (t > 0)
0 0 X 1 + t 1 1 + t

12. f  ve g, [a, b] üzerinde integrallenebilir olsun. Vx e [a, b] için
b b

flx) < g(x) ise /f(x)dx< f  g(x) dx dir, gösteriniz.

13. f : [0, 1] —> R fonksiyonu sürekli olsun. Aşağıdaki bağıntıların doğrulu­
ğunu gösteriniz.

n n!2
(a) / f(sinx)dx= 2 f  f(sinx)dx

o o

7c/2 n/2
(b) / f(sinx)dx= f  f(cosx)dx

o o

(c) f  x.f(sinx)=-^ /f(sinx)dx

(d) f  f(sinx). cosxdx= O 
O

14. f : [-a, a] —̂ R fonksiyonu sürekli olsun. Aşağıdaki eşitliklerin doğrulu­
ğunu gösteriniz.

(1) /f(x)dx= /[f(x)-ı-f(-x)]dx, (2) / f(x ^ )d x= 2  /f(x^)dx
-a

a
(3) / x f(x 2 )d x = 0

15. Sürekli f  fonksiyonu çift fonksiyon olduğunda
n nl2

j  f(cosx)dx=2 /f(cosx)dx 
o o

dır, gösteriniz.
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16. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan f  fonksiyonlarının karşılarında yazılı 
aralıklardaki ortalama değerlerini hesaplayınız. Ortalama değer teore­
minde sözü geçen noktasını bulunuz.

(a) flx) = x̂  [0, 1]

(c) flx) = sim X [0 ,7t]

(b) flx) = a + b cos x [-n, n] 

(d) fi:x) = [0, 4]

17. f : [a, b] —> R sürekli ve Vx e [a, b] için f(x) > 0 olsun, 
b

“ /f(x)dx= 0 o  Vx e [a, b] için f(x) = 0 ”

önermesinin doğruluğunu gösteriniz.

18. Aşağıdaki eşitliklerle tanımlanan f  fonksiyonlarının 

integralini hesapla3nnız.

(a) flx) = sin"x (b) flx) = cos"x

0 ^  ’ 2 aralığındaki

19. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) l i m l ^ ^ - h - ^ ^ - L - : ^ -(-...+
n^-b4 n^+9

İL
n2-ı-n2/ 4

(b) lim
n -* 00

1 ^  + -I-

(c) lim
n — 00

/n^+ n /n -̂f- 2n /n -̂t- n (n - 1) /2n^

1 + Ve + "y/  ̂-L... -L V e" ~  ̂ -E V e" _  ̂ ^

2 / 2 - 2

(d) lim
n -► 00

■ 71 2n , , . (n -  \ )7 i , . rmsın— ı-sın-----ı-...-Hsın-------------ı-sın—  on______n____________ n_________n_ _ ^
n n

(e) a > _ l )
n A + l A -E 1

(f) \im—i l + l —̂ + l  +■•• +n-oon\ Vn + 3 vn-ı-6 ^ n  +  3 i n - l ) )  ‘ 

.  ̂ 71 L  , 7t , 271 , , (n - l ) ; r \  .
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(h) lim 2  ln(n/l + — ) = 21n2-  1 
n-cok=l  \v n '

n -  1
(ı) lim 2 n

n-«> k = o /n^-k^ ^

20. Aşağıdaki integralleri hesapla)Timz.
2 w

(a) / |x^-3x^+2x|dx (b) / |cos®x|dx

1. (a) -1  < X < 0 => |x| = -1  , 1 < X < 2 |x| = 1

0 < x < l = > [ x |  = 0 ,  2 < x < 3 = > [ x ]  = 2

 ̂ 0 1 2  3
x]dx= /|x|dx+ /|xjdx+ /|x|dx+ /|x|dx

ÇÖZÜMLER

-1

= J  {-  l)dx+ J 0 dx + J l.dx+ J 2dx 
- 1  0 1 2

= - l  + 0 + l  + 2 = 2

(b) flx) = [ -xl

- l < x < 0  => 0 < - x < l  => |-x[ = 0

0 < x < l  => - l < - x < 0  ^  |-x] = - l

l < x < 2  => - 2 < - x < - l ^  [ -x]  = - 2

2 < x < 3  => - 3 < - x < - 2 = >  [-x| = -3
3 0 1 2  3

/ [-x ld x =  / l - x l d x +  /l - x l dx+ / l-x ld x+  /|-xldx 
- 1 - 1 0  1 2

= 0.1 + (-1) . 1 + ( -2 ) . 1 + (-3) . 1 = -  6

(c) (a) şıkkından
3 3

y2jx|dx=2 y|x|dx = 2.2 = 4 
- 1  - 1

bulunur.
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(d) flx) = [2x1

- l S x < - i  ^ - 2  < 2x < -1 => |2x[= -2

- 1 < X < 0  =, -1  < 2x < 0 => |2x[ = - l

0 < X < 1  = 0 < 2x < 1 [2x1 = 0

i < x < l  =. 1 < 2x < 2 => [2x1= 1

l s x < f  =, 2 < 2x < 3 |2xl = 2

f s x < 2 3 < 2x < 4 => 12x1 = 3

2 < x < | 4 < 2x < 5 [2x1 = 4

| < x < 3  « 5 < 2x < 6 => [2x1 = 5

- 1/2 1/2
/|2x|dx= /|2x|dx+ /|2x|dx+ /|2x|dx+ /|2x|dx 

-1 - 1 - 1 / 2  0 1/2 
a2 2 52 3

+ /|2x|dx+ /|2x|dx+ /|2x|dx+ /|2xldx
m 52

= - 2  i  + İ  + O i + l - i  + 2 1 + 3 İ  + 4 . İ  + 5 1 = 6

(e) fi;x) = x + -2

- l = : x < ^ => 1  ̂ İ n  
- 2 => r n = - l

=> 0 < x + ^ < l => 1 = 0

=> l < x + ^ < 2 => = 1

3 ,  5 
2 - ’‘ ^ 2 => 2 < x  + | -< 3 => 1 = 2

| < x < 3 => 3 < x  + | < | - => = 3



310 BELİRLİ İNTEGRALLER

X + | | d x =  / | x  + |-[dx^ / | x  + ||dx+/|xH -|-[dx

2

3

2
__ l i g

=  J  {-  l)dx+ Z  0 dx+ Z  2.dx+ J  3.dx

+  J  l l x +

f

= (-1) |- + o + 1.1 + 2.1 + 3. = 4

(f) fi;x) = |x| + j x + = |2x| olduğundan, (d) gereğince 

Ix| + |x + ||)dx=/|2xjdx=6 olur.

. . .  . 0, X tamsay ise
2. |x| + |-x| = ] olduğundan

[-1 , diğer durumlarda
b b

/"(Ixl + l-x l)d x=  /"(-l)d x=-x |^=a-b bulunur.

3. /‘ Ixldx== /'Ixldx+ /'lxldx+...+ / lx ld x
6  6  i  n - l

n 2 3 n

= /Odx+ /ldx+ f2dx+. . .+ / ( n - l ) d x  
Ö i  2 n - l

= 0 + 1 + 2 + 3 + ... + (n -  1) 

( n - l ) ( n - l + l )  _ ( n-  l)n

4. 0 < x < l  = > 0 < t < x < l = i >  flx) = j  [t] dt= f  0 dt= 0

X 1 X

l < x < 2  = > 0 < t < x < 2 = >  f(x) = / It j dt= / 0 dt+ f  dt= x -  1
o o 1
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X  1 2  X

2 < x < 3  = > 0 < t < x < 3 = i >  f(x) = /lt|dt= /Odt+ /dt+ /2dt
o 0 1 2

= l  + 2 x - 4  = 2 x -  3 
X 1 2 3 X

3 < x < 4  => 0 < t < x < 4 = >  flx) = /|t|dt= /Odt+ /dt+ / 2d t+  /3dt
o 0  1 2  3

X = 4 => flx) = 6 = 3x -  6

5. m e  Z => |x ĵ = m m < x ^ < m  + l  => / m  < x <  /m+ 1

= 0 = > 0 < x < l = >  |x̂ | = 0 ,  m = 2 =>/2 < X < y/3 => |x ĵ = 2

= 1 => 1 < X < /2 => |x̂ | = 1 , m = 3=>v/3<x<2  => |x̂ | = 3

m

m

/ V l 'k = / | x 1 d x + f M d x +  y]x2|+ /|x*|dx
0 0 1 J2 Jz

= 0 . ( 1 -  0) + 1 . (y/2 -  1) + 2 (v/3 -  /2) + 3 (2 -  v/3) 

= 5 - v ^ - v / 3  .

6. (a) |/t I = m (m e Z) =» m < v/t < (m + 1)

=> < t < (m + 1)^

m = 0 => 0 < t < l = >  |/tI = O 

m = l  => l < t < 4 = >  |/tI = 1 

m = 2 => 4 < t < 9 => |A| = 2
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9 1 4 9 1 4  9
j  jv/t|dt= / |v/tjdt+ f  |v/tjdt+ / |/t|dt= J 0 d t +  _/dt+ /2dt 

= O.(l-O) + (4 -  1) + 2 (9 -  4) = 3 + 10 = 13

(b) /|A|dt = /|A|dt+ /[/t|dt+...+ / |A|dt
o o 2 (n-l)2

= f  Odt+ / ld t+ ...+  / (n -l)d t
o 1 ( n - l )2

= O + 1.(4 -  1) + 2.(9 -  4) + ... + (n -  1) (n  ̂-  (n -  l)^) 

= 3 . + 2.5 + 3.7 + ... + (n -  1) . (2n -  1)

= i ;  ( k - l ) ( 2 k - l ) =  i :2 k 2 - 3 k + l
k=l k=l

_ 2  n(n + l)(2n +1)  ̂n(n + 1)  ̂ ^ n(n -  l)(4n + 1)

7. (a) f  x d x
o

[O, 1] aralığını n eşit parçaya bölelim, yani Axĵ  = ~ ~  = ~  olsun. 

f(x) = X

0 1 .  ^  n— 1 1
n n n

Xq=0 xı=l/n X2=2/n X]^_ı=k-l/n xiç=k/n x„= l

P  — { Xq , , X2 j ••• j 1 * ’ *** * ^

} f ( x ) :n̂

\ n / n

= sup 1 f(x) : x,̂ _j < X < X]̂  ) = sup < X < —n n

m,ç = inf { f(x): Xĵ _ı < x < x  ̂ )=inf \ f(x):^^  ̂ < x < ^

n / n 

k - l \  k - 1

n
2

k= 1
U(f,p) = , 2  M , A x,  = ^2 t  =

= —r (1 + 2 + ... + n) =
n ‘

k y ı  = J -  ^
n/ n n2;

n(n+ 1) _ n+ 1 
2n2 2n

" 1 1 1 "
A(f ,p)= 2  nikAXk= 2  ^  2  ( k - 1 )

k=l k=l II n n"^k=l



BELİRLİ İNTEGRALLER 313

-\ (0  + l  + 2 + ... + n -  1 ) = ^  (n _ l)
2n

= I ’ " I

1 1  ̂ 1 
înf Ü(f, p) = sup A(f, p) = — => f  f(x)dx= f  x dx= ^

bulunur.

(b) /x^dx 
o

[O, 1] aralığını herbirinin uzunluğu Ax̂  = ~ ~  olan n tane alt aralığa 
bölelim.

P = 1 Xq , Xj , ... , Xk_ı , Xk , ... , x„ 1 n — — k ~ 1 k n -  1 ,

Mk = sup ( fTx):  ̂< x < — l = ^n n n I n2

m]̂  = inf I flx) : ^ ^  < x <n
= f ( ^

n V n
k - l \  . (k-1)^

n“

n * ^ w 2 ı ı n
U(f,P)= s  nikAXk= 2  h  j: = -h

k = ı k = ı n ^ n  n'^k=ı

_ J l_q 2+ 22+ 1 ^2) -  1 n .(n + l)(2n + 1) _ (n + l)(2 n + 1)
n  ̂ ■" n  ̂ 6 6n2

" (k-1)^ 1 _ 1 "
A(f, p) = 2  A x,ç = 2

k=ı k=ı n
3 2  ( k - 1)2

2 n k= 1

.  i(0 + 1 ^ 2 V ...+ (n -l)")=  A  1 X ^ - 1 )
6n2

. . 1  l ^
sup A(f, P) = inf Ü(f, P) = -^ olacağından J  x2dx= —

bulunur.
10

(e) /2*dx 
o

[0, 10] aralığını herbirinin uzunluğu Ax,̂  = ^  olan n eşit par­



314 BELİRLİ İNTEGRALLER

çaya bölelim.

Xo = O . Ş  ’ "̂ 2 = 2 . Ş  , x„-ı = — = 10 olur.

/ ın\ lol^
Mk = s u p { « x ) : x ı , _ ı < x < x k l - f ( k - ^ j = : 2  "

= inf { flx) : x,̂ _j < x k , = f ( ( k - D ^ )  = 2'°
k- 1

n /
II n k 1 n

u(f, p) = Mk AXk = 2i0n - ^

= Â0 ^2^0/nk 220/nk ^ 2̂ ®j

:10
n

10
n

^2İ0/nj ^2İ0/n)^+ ... + (2^°''")” + (2^'^''") "

^ 1 0 ,2İ0/n|ik2İ0/n+

 ̂10 2İ0/n. / 1 0  . 2İQ^" . _ 2İ0^
n \ ı _ 2 İ0/n j  n ı _ 2 io/n

= X denirse (n —> x -> 0)

infÜ(f, p)= lim ^ ^ ( 1 - 2İ0)=  i i m2  ̂+ x2^1n2 ^ _ 2 İ0) 
x - . o l - 2 = ‘ x-*o -2='ln2

= lim ^ ^ tx ln 2 ^ _ 2 iO )^ G ^ ^  
x -o  - ln 2  ln2

A(f, P) = 2  mk A Xk = 2  2l0(k- D/nlO
k=l  ̂ k=l n

_ 10 ^  k 2̂ *̂ “̂+2^®' ”̂'+ k 2̂ *̂̂ ^̂ “ 0/n) 
n ^

= —  (1 + 2İ°''" + (2^°^")2+ ... + (2^o^")"“ 1)
n

10 (1-(2^0^")"

1 - 2 İ 0  2^0-1

n ı _ 2 io/n

10 T x(l-2i '^)  ,.
—  = X lım ------------- = hm ---------------- -- . „
n x - o  1 - 2 ' '  x - o - 2 " l n 2  ln2

o l O - 1 10 2 İ0 _  1
inf Ü(f, p) = sup A(f, p) = => / 2"dx= ln2
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8. (a) + yjc jdx= v/̂  •-^x^+
o o  .3

(b) f  / ^ d x = ^ { x - 2 ) ^  ®=|(22)a^-0 = ^

(O / dx=ln|
0 x^+3x + 2

X X A B
x 2+ 3 x + 2 (x +1)(x + 2) x + l  x + 2

A + B = l ,  2A + B = 0= >  A = - l ,  B = 2

f ------ --------o x^+3x + 2 ^ = -

= -  İn |l + x|

x + 2

+ 21n|x + 2|

= -  İn 2 + 2 İn 3 -  2 İn 2 = İn 9 -  İn 8 = İn

(d) ----- = ln |
3 x 2 - 3 x  +  2  3

/
dx = / ^ d x - / ^ d x = l n l x - 2 |  

4
3 x 2 - 3 x + 2 3 -  "  3

= İn 2 -  İn 1 -  (İn 3 -  İn 2) = İn

-  ln|x- 1|

(e) / — dx= ^
0 x®+l 16

1 4x^1 3
X  /*

J  (x 4 )2 + l'“  4 q̂ (x4)2+ ı dx

= "T f  — — ~ "T arctanu4 0̂ u2+ 1 4

[x2 = u]

1 71— (arc tan 1 -  arc tan 0) = -r;: 4 İD
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(f)

A
J  dx
o / l - x ^

= arc sın x
A  j -

 ̂ = arc sin -  arc sin 0 = -Ş- 0 2 4

(g) /
dx n

2 /5 + 4 x - x ^  2

/
dx dx

2  v /5  +  4 x - x ^  2  / 9 - ( x - 2 ) ^  o 3 / I -

71= arc sın 1 -  arc sin O =

/• 3 duJ  — , = arc sın u [x-2=3u]

M  ̂ j  l , _ l  + v/5

= -| İn |l + v/s I - ln|21 = -| İn ı + y s
2

(1 ) /s in ^ x d x = ^
O
— — X
/sin^xdx= J  (1 -  cos^x)sinxdx= J ( l - u ^ ) d u =  u - ^
o

= l - i = ^3 3

[cosx=u]

M

f sin2x
(i) / ---- -4- -dx3’  V -1- o ın^

İL
4jı cos x + sın’ x

55. ^
^ sin2x

cos^x + sin^x  ̂ ( 1 - sin^x)^+(sin^x)^
sin2x dx [sin^x = u]

V2
= f

du V2
- f

du 4 /
1̂2 du

o ( l -u)^+u^ o l - 2 u  + u^+u^ 2^
(“ 4 ) 4



BELİRLİ İNTEGRALLER 317

= ^ Y  arctan
1

1

1
2

= arc tan (2u -  1)

, 2 0

= arc tan O -  arc tan (-1) = O -  ^

 ̂ A 2 , 2
ö) / - f 5 -  = / ^  = lnu•' xlnx I ue 1

= l n 2 - l n l  = ln2 [lnx=u]

n

(k) j tanxdx= O
E.4

/tanxdx= t  dx= f  —̂  = •' •' cosx ^  u
~~2

-İnlul
A
2

- A
2

-  l n ^  + l n ^  = 0

&Jz 
(1) /  

l

/

dx ;r
a a^+x^ 12a

^  - ia rc ta n l^,2 . «2 aa a^ + x

~ a 3 a 4 a 12

a
ı,/§

= — arctan/s -  — arctani a a

(m) / / i î - d x = ^ ( ;r - 2 )  X 4

f  I  ^ dx= /asin . 2asint.costdt 
Q v a - x  Q / a-asin ^ t

^ w

= / 2a. sin^tdt= 2a /  dt =
ö o ^

, sin2t
n'
4

2 0

[x = a sin^t]
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(„) f — p =
O l  + v/2x+l

= 2 -  İn 2

dx
o l  + v/2x+l 1 l  + 'i 1 u + 1

du [2x+l=u'“]

= u -ln | l + u| : 3 -  ln4 -  1 + ln2 = 2 + İn ^  = 2 -  ln2

(o) / x ^ v / a ^ - d x =
o İd

*̂ 2
/x^y/a^- dx = f  a^sin^t/a^- a^sin^t acostdt [x=a sint]

= ^ J  ( 2 s i n t c o s t ) ^ d t = /  (sin2t)^dt =
o

a^/t sin4t\ a^/;r
4 \2 8 / 4 \ 4  16^^

dt

(P) / - ^  = ln ^
1 x + X

3

2 " '2

3
/ r ^ =X X + X̂  1 X

-  ln|x+ Ij

= İn 3 -  İn 1 -  İn 4 + İn 2 = İn 3 + İn ^  = İn 3 -  İn 2 = İn ^

(r) / ̂  ̂ i  / 4 ^  3 2
1 2 A ' 2f

f  ■ ■~-r^dx= f  , ■ 2cost dt = 4 r sin^tdt [x = 2 sin t]
S / 4 - x 2 o v/4-4sin2t o

4 f i ^ l f ^ d t  = 2 i sin2t ®'6'
 ̂ 2 0

_ o i ^ _  Z 3 \ _ ^ ___
' e  4 3 2

y§
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(S) /  ^J 3 + 2cosx  ̂ 2 - 2t^
l  + t2

= 2 f — dt= -7  ̂arctan^^ = arctarı
■̂ 5 + t2 ys /E  /E  ^

Buradan f  7— el de edilir.O «j + ^cosx y5

tan ^ = t

tan i
olur.

(t) tan X = t => dx = „ , sin x = olacağından
l  + t2 l  + t2

/
dx _ ı/ (n -t^ )

J  -2 .2  jl  + a2sin2x 1 ^ 3 ^ ^   ̂ l  + (a 2 + l) t2
l  + t2

dt

= j  \ arctan^/l + a  ̂t) = ^  ̂  ̂ arctan^/l + a  ̂tanx j

K

- /y l  + a2sin2x y i + a  ̂ 2
bulunur.

In5

0

V e ^ -1

dx= 4 -  ;r

İnS (u2 + 4 -4 )
u2+4

/ 5 V e 2 ^ d x = / ^ d u = 2 /
o o u 2 + 4  o

2 2
= 2 / d u - 8 / — —  du= 4 -  8 • arctan^

du

o o u 2 + 4

;r= 4 - 4  arc tan 1 = 4 -  4 . - r  = 4 -  ti

[e*-l=u^]

(v )  /
dx 2 + n

İ ( l  + x2)2 4

dx 1integralinde u = ——-  , dv = dx alınıp kısmi integrasyon
-/ l  + x2

yöntemi uygulanırsa

l  + x2
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/
dx

{ (1 + X2) l  + x2 '-1 (l + x2)2
1 ,  1

dx = 1 + 2 J{ (l + x2)2 dx

= 2 + ^^arctanx 1 î̂ ı) = 2 ■*■ ^(arctani -  arctan(- 1))

= 1 + 1 ^  
2 2 4

1  + ^  _ 2 + ;t
2 4 ” 4

(y) / ^ d x = y 3 - f

X =

X

, , dx = dt, x = l= > t  = 0, x = 2 = > t = -  ̂
cost cos^t 3

2 A~2 7 7î/3 / 2i
/• A !z _ ld x =  (

1  ^  o

- 1
sint n / 3

cost
7t/3 / i  2 i\

. j  O z S Ş ^ İ t = t a n t -  t
o cos'^t

cos^t o

n /3

dt = / / l -  cos^t sint
cos^t

= t a n f - f  = 7 3 -1 ^

dt

o

i  ^

ln x  = t:=>x = e‘ =>dx = e*^dt, x = e ^ t = l ,  x = l ^ t  = 0

j  sin(lnx) ygjntdt=-cost cosl + 1 = 1 -  cosl

9. a) / x (l-x )d x = 0

/ x(l-x)dx=^|---- y  -  y  = 0 3c2 - 2c  ̂= 0

ĉ  (3 -  2c) = o «  c = o ve c =
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b) /|x(l- x)|dx= 0
0

X 0 1
x ( l - x ) -  (|) .  (|) -

i) c = 0 ise /|x(l -  x)| dx = O dır.
o

ii) c > 0  ise lx (l-x )| > 0  olduğundan
C

/|x(l -  x)| dx > O dır.

O halde /|x(l -  x)| dx = 0 <=̂ c = O
o

2 1 2  1 2  
10. /f(x)dx= /f(x)dx+ /f(x)dx= /x^dx+/2-xdx 

0 0 1 0  1

5
6

x3 1
+

x2
2 x - 4 r

2
3 0 2 1

1 1
■ x)™dx

1 1 
11. a) / x "*(l- x)"dx= J x " ( l - :  

o o

1 0  1 
/ x " ’ ( l-x )"d x =  / ■ (l-t)'"t"(-d t)=  / t" ( l- t )"> d t , 
o i  o

= jx " ( l - x ) '" d x
o

b) l  + t2 / l  + t2

I dt -  / - ^ " 'd u -
l/x
f du f  dt

l  + t2 J  1
lAc 1 + ^

J1 l  + u2 ■/ l  + t2O

1 1 = — =>t = x=>u = —, t = 1 => u = 1, dt = -  ^u X u2

[x -l= t]
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12. fi;x) -  g(x) < O dir. f -  g integrallenebilir olduğundan
n b

^2^ (f(x^)-g(X|j.)) Ax̂  = /(f(x)-g(x))dx dır.

f -  g < 0  olduğundan toplamdaki her bir (f(x^)-g(x^)) terimi negatif 
veya sıfırdır. Dola3nsı ile

b b b
/(f(x)-g(x))dx<0 => /f(x)dx< /g(x)dx 

a a 0
gerçeklenir.

n 71İ2
13. a) jf(sinx)d x=2 /f(sinx)dx

o o

n  n ! 2  n
f  f(sinx)dx= J  f(sinx)dx+ /f(sinx)dx 

Ö o n /2
7Ü2 o

= j  f( sinx)dx+ / f(sin(;r - 1))(- dt) 
o n/2

n!2 tU2  n!2
= j  f(sinx)dx+ / f(sint)dt=2 /f(sint)dt 

0 0 0

b) x = Y -  f=>tix = - d t  olur. 

X = O => t , X = -|- => t = O

;r/2 ^  TT w  ^
jf(sinx)dx= / f  (sin( — - t ) ) ( - d t )  = /f(cost)dt
o -rr/O ' '  ̂ ’ n

O
I

n!2

n!2
f
O

71
c) / x f ( s i n x ) d x  in te g ra lin d e  x  = 7t -  t  d eğ iştirm esi y a p ılırs a

j  xf( sinx) dx = / (/r - 1) f( sin(;r - 1))(- dt)
o 77

71 Tl Tl 71
= 71 j  f(sint)dt- /tftsint)dt => 2 / xfsinx)dx=;r /f(sinx)dx 

0 0 0 0 
71 _ 71

j  X f(sinx)dx= / f(sinx)dx .
o
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d) / f( sinx). cos xdx = 0
0
TC 0
f  f( sinx)cosxdx = /f( sin(;r -  t))cos(;r - 1)(- dt) [jı-t=x]
o n

n 71 Tl
= -  /f(sint)costdt=> 2 /f(sinx)cosxdx= 0 => /f(sinx)cosxdx= O

0  0  o

14. 1) /f(x)dx= /f(x)dx+ /f(x)dx 
- a  - a  O

O & â £l £L
= /  f(-t)(-dti)+  /f(x)dx= /  f(-t)d t+  /f(x )d x=  / [ f ( - x )  +f(x)]dx

a 0 0 0 0
[x = - t ]

s O fl O fi
2) /f(x2)dx= /f(x2)d x+/f(x2)d x= /f(t2)(-d ti+/f(x2)d x

- a  - a  o a O

= / f(t2)dt+ /f(x2)dx=2 /f(t2)dt
0  0  o

3) /xf(x2)dx = 0
-a

a O
/xf(x2)dx = /xf(x2)dx+ /xf(x2)dx 

- a  - a  O

O a
= ( - t  f(t2)(-dt)+ /xf(x2)dx 

a o

= - /  tf(t2)dt+ (x f(x 2 )d x = 0
o o

[x = - t ]

15. f  çift fonksiyon olduğundan ftcosx) = ft-cosx)
Tl TiH n
f  f(cosx)dx = / f(cosx)dx+ f  f(cosx)dx 
o o  ti/2

Tltl o
= J f(cosx)dx+ f  f  (cos(;r - 1)(- dt)) 

o ti/2
ti/2  ti!2

= J f(cosx)dx+ /f(-cost)dt 
o o

[X  =  71 -  t ]
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n ! 2  n l2  n l2

j  f(cosx)dx+ j  f(cost)dt = 2 /f(cosx)dx 
0 0 0

16. a) flx) = x  ̂ [0, 1] 
b 1

o “ 3

x2 = i=^X o = + ^ ,  Xo = - ^ e [ 0 ,  1]

b) flx) = a + b cos x [-7t, 7t]

^ = tİ 7  /(^  + bcosx)dx = 2̂71 ax+ bsinx

= 7̂  (an + an) = a 271
a + b cos X = a => b cos x = 0 (b 5̂ 0)

cos X = 0 => Xq = ^  , Xq = -  [-71, Tl]

c) flx) = sin  ̂X [0 ,7i]

, 1 f  ■ ? j 1 ? l - c o s 2 x  1
7 1 - 0  ^  71 ^  2  271

X -
sin2x

• 2  1  * 1  77 0T7 r  Tsın X = — =» sın X = => Xf, = -r  , Xn = —r- e [ 0 ,7tJ2 u 4 u 4

d) f[x) = J x  [0, 4]
 ̂ 4

k = x d x = - - x ^  4 - 0 q̂ 4 3 ' '
= 1 .9 3 =  4

> 6  3

/- 4 _  16-  3 => Xo -  g

17. flx) > 0 olduğundan J  f(x) dx > 0 olacağı bilinmektedir. J  f(x) dx = 0
a a

fakat en az bir p e (a, b) için f(p) > 0 olsun, f  sürekli olduğundan,
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İşaret koruma özelliğinden, öyle bir 6 > O bulunabilir ki
p + 5

Vx e (p-5, p+5) için flx) > O olur. Bu durumda J  flx) dx > O olur ki
p-S

b
bu da J f(x) dx = O olmasıyla çelişir. O halde her x e [a, b] için

a

flx) = o dır.

18. In = / sin"x âx = J sin "' ^x sin x dx

= -  sin"” x̂ cosx + sin"”  ̂x cos  ̂x dx

= -  sin"“  ̂X cos X -  (n-1) J  sin"~ ^  dx -  (n-1) J  sin" x dx 

=> n = -  sin”“ x̂ cos x + (n -  1) J sin" ~ ^  dx

formülünde n’e göre her uygulanışında sin x’in üssü 2 kadar eksilir. Bu 
durumda n nin tek olması halinde integrali

1̂ = f  sinx dx = -  cos x ,

n nin çift olması halinde

Iq = J â x  = x elde edilir.

aralığında integrali alınırsa, -sin"~^x cosx0 ^  ’ 2sin"x fonksiyonunun 

ifadesi alt ve üst sınırda sıfır olacağından 

n tek ise; n = (n-1) I„_2 

(n-2) I„_2 = (n-3)

5 Ig -  4 Ig
n/2

3 Ig = 2 = 2 f  sinx dx = 2
ö

n çift ise; n = (n-1) I„_2 

(n-2) I„_2 = (n-3)

4 I4 -  3 I2
n!2

2 l2 = Io = / dx = f  
o
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Bu İfadeler taraf tarafa çarpılırsa 

'(n -2 )(n -3 )...4 .2
n!2
J  sin" X dx =

,n ( n -  2)...5.3 , n tek ise

(n -l)(n -3 )...5 .3 .1  n 
n(n-2)...6.4.2 2 ’ "

19. a) + + = f
n -o \ n ^ + l n^+4 n^+n^l ^n -o \ n ^ + l n^+4 

n-oo(n^ +l n^+4 n^+n^
- + — —  + . . .  + ■ ^

" "  = l i m l i :  1= lim S  —5— -  ııiii — Zj ---------- 5 = j  ------ ^n-ook=l n"^+k^ n-c»n] j  = ı j^/k\'^ o l  + x^
( I )

= / dx

= arc tan x o" 4

b) lim
n — 00 /n^+n /n^+ 2n Jn^+  (n -  l)n /2n^

= 2/2-2

lim
n — 00

 ̂ ■+ , + . . . + ■

/n^+ n /n^+ 2n /n^+ln- l)n /2 x ?

"  1 1 "  1 4 1= lim 2  . = lim — 2  , = / ,------ dx
n-ook=ı /n"*+kn n-oonij = ı /ı + .^ o /l + x

= + 2 (l + x )^  = 2 / 2 - 2

c) hm ----- ------- -------------- --------- = e -  1
n -• oû n

lim f 1 + Ve + "v ^  + ■■■ + 
nn — 00 

1

T n -  1
= lim — 21 6̂ '^

n - c » n  ı^_o

= J  e*dx= e ’
O

= e - 1
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d) lim
n — oo

• 71 ■ 2 t i  . (n -  V )7 i . T ü lsm—+ sın^  ̂+ .. + sın-̂^̂ -̂ - ^  + sın-i  ̂ on_______n_____________n__________n _  _
Tl

lim
n -• OO

n

sin— + s in -^  + ... + sin-̂ ^̂ -— + sin-^^ n______ 2_____________n_________ n_
n

I *  1 l o r  X I *  7 t l o r= hm — 2 j — Lx sın-----
n -► oo n

n
= ^  f  sinxdx=-ÇOŞ^

^  /  71

n  ^ n  — o o n j ç _ j ^

n
n

71 71 71

e) ı^jnl^l±2^+3'^+... + n'  ̂ _ 1
n A + 1 A +1 (X> 0)

l'^+2'^+3'^+... + n'  ̂ ,. 1 k-̂lim
n -► OO

1 /k
n A + 1 = lim — 2  ~ T  = lim — 2  ~

n - ( » n ] ç _ jn '‘ n -c»iii[=xn İr - 1 \ n

A+1
= f  x'^dx= —-----

/ A + 1 A +1

f) lim — ( l+  / ^ 'o + / ^ „ + ...+ / ~ • ~ —TT 1 = 2n- c»n\ Vn + S v n  + 6 <J n + 3(xı-l) j

lim — ( l+  / ” + / ” +. . .+ I ^n^c»n\ v n  + 3 V n + e / n + 3 ( n - l )

o n
= lim — 2

o n -  1 .f

= lim 4  2n — o on j ^_ j y  n + 3 0  ̂ 1 ) n — OO n - Q / [ 0 k
V n

= f  ,  ̂ dx = 2 / 1
i  /T+^

+ x = 4 - 2 = 2

„‘İ“ - i -  ( ‘ ^ - i -  + ■ • • +  ̂

.'■1“ - İ T İ ' * “ “I -

= l i m 2  cos-^^= / cosxdx= 
n -  00 2n 2n J

+ sınx
W2

=  1
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h) lim 2  ln n / l + — = 2  İn 2 - 1
n -  ook = 1 \ V n '

lim 2  İn( n/1 + — I = lim 2  ln (l  + —
”  n -  ook= 1 \ nn -  ook= 1 n

1/n

lim — T! ln (l  + — )= A n(l + x)dx
n -o c n k = ı \ n/ J

1 1 ' ı'
X İn (1 + x) f  dx -  İn 2

0 i  l +
X -  ln(l + x)

0

= İn 2 -  (1 -  İn 2) = 2 İn 2 -  1

n -  1
i )  l i m  2

n
n-ook = o yn ^ - 2

n -  1 n -  1
l i m  2 =  l im  2

n -  ook = o n -  OO k = 0 n^+l-L

-| n - 1
=  l im  —  2

n -  00 n

n

1

l  + | i|

20.

1
f .

1

J
0 y ı - x 2  ■ ■ 0

• 1 ■ r\ ^= arc sın 1 -  arc sın 0 =

2

y^jx^- 3x^+ 2xjdx 
0
x̂  -  3x  ̂ + 2x = X (x  ̂- 3x + 2) = X (x -  1) (x -  2)

X 0 1 2
x3 -3 x 2+2x -  (|) + (|) -  (j) +

f  x^-3x^+2x|dx= y^(x^-3x^+2x)dx-y^(x^-3x^+2x)dx

= ^ - x 3 + x 2
1 •

4 ^ - x 3 + x 2
2

4 0 4 1
= 1 + 1 = 1  

4 4 2
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b) X -n -7t/2 7C/2 7t

COŜK 1 - (|) + (j. _ 1

n nn 2
/ cos 1^x dx = -  y cos®xdx+ y cos^xdx

-n -n n

K
2 nl2

7i!2

/
7i!2

■ -  f  (1 -  sin  ̂x) cos X dx+ J  (l-sin^x) cos x dx -  J  (1 -  sin^x) cos x dx
-n  _n_ }

2
- 1 1 0  

-  J  (1 -u ^ ) du + /  (1 “ du -  J  (1 -  û )  du 
0 - 1 1  

0 1 1 1  
f  du + /  (1 -  û ) du + (1 -  û )  = 2 (1 -  û )  du

-1

= 2 u 3
1

- 1

-1

BÖLÜM PRO BLEM LER İ

1. (a) Vn £ N için J  |t| dt=2 j, _ n (n - l)(2n - 1) olduğunu gösteriniz.

(b) X > 0 için flx) = /|t|^ şeklinde tanımlanan f  fonksiyonunun [0, 3]
o

aralığındaki grafiğini çiziniz.
X

(c) /  jt]  dt = 2 (x -  1) eşitliğini sağlayan pozitif x sayılarını bulunuz.

2. ikinci dereceden öyle bir p polinomu bulunuz ki p(0) = p(l) = 0 ve 
1

f  p(x)dx= 1 olsun.

3. y^f(x)dx= (b-a>y^ f [a  + ( b -  a)x ] dx olduğunu gösteriniz.
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4. f, [a, b] üzerinde integrallenebilir olsun, k 0 için

f  1 f  l x \j  f(x)dx=-j^ j  f(-^|dx olduğunu gösteriniz, 
ka

5. f  sürekli bir tek fonksiyon olduğunda J  flcos x) dx = 0 dır, gösteriniz.

V2
/ X "f” Xcosxln  ̂ integralini hesaplayınız.

-V2

7. Sürekli f : [a, b] —> R fonksiyonu için J  flx) dx = 0 ise fonksiyonu (a,b)
a

aralığının en az bir c noktasında sıfır değerini alır; gösteriniz.

7t/2ı o  1 • Q 7ll2 1 o . Q
g I -  r x + bsm’̂ x 1 J=  /* PCQS x + asın^x ^

J rosx + sınx J ̂ cosx + sınx Q

integrallerini hesaplayınız.

cosx + sınx

9. f : [a, b] —> R fonksiyonu [a, b] de integrallenebilir olsun.
X

F(x) = J  Rt) dt
a

eşitliği ile tanımlanan F  fonksiyonunun sürekli olduğunu gösteriniz.

10. f  fonksiyonu sürekli ve tersi bulunan bir fonksiyon olsun. 
lnx
j  fit) dt = 1 ise flx) nedir?
o

/"̂  / 2 + X \ 2
11. 1= j  ^  integralini hesaplayınız.
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12. X = sin u değişken değiştirmesi yardımıyla 

1 !L
y^x™(l-x^)"dx= y^sin"’xcos^'''^xdu 
o o

olduğunu gösteriniz. Bundan yararlanarak, 
1

/ x3(l-x 2 )i0d x
o

integralini hesaplayınız.

13. u = 1 -  X değiştirmesini yaparak, m, n e N için 
1 1 

y^x"(l -  x)™dx= y^x™(l-x)"dx 
o o

olduğunu gösteriniz. Bundan yararlanarak,
1

/x2(l-x)iO dx
o

integralini hesaplayınız.

t f  = O1. a) o < t < 1 => |t| = o : 

l < t < 2 = > [ t l = l :

2 < t < 3  => |t| = 2 ’=> [ t f  = 4

tl^= 1

ÇÖZÜMLER

n - l < t < n  |t] = n -  1 => [t|  ̂= ( n - l ) ^

f \ t f d t  = / | t f  d t+ / | tf  dt+...+
o O l  n - 1

= 0.1 + 1.1 +4.1 + ... + ( n -  i f  . 1

= l + ( 2 ) * * 3 *  + . . . + ( n - l ) " =  " ■ ( ° - l X 2 n - l )
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X Xı2b) 0 < x < l = > 0 < t < x < l  flx) = J  |t| dt= J  O dt= O
o o

X 1 X
l < x < 2 = > 0 < t < x < 2  flx) = J^|t|^dt= J O d t + J d t = x - l

o 1

X 1 2 X
2 < x < 3  =» 0 < t < x < 3  fl[x) = J  [t|^dt= Jo dt+ J  dt+ J  2^dt

o 0  1 2

= l  + 4 x -  8 = 4 x -  7
3

X 3 => flx) = y|t|^dt = 5
O

c) J  jt|^ dt = 2 (x -  1) 
o

0 < x < l = ^ 0 < t < x < l  => [tj = o => |tj^ = o
X

=> |t|^dx = 2  (x -  1) =» 0  = 2  ( x -  1) => x = l  x g [0,1]
o

l < x < 2  => 0 < t < x < 2  => 0 < t < l  |tj  ̂= 0 

l < t < 2  | t f  = 1

0 0 1
y |t| dt = J m  dt + f m  d t= 0  + l ( x - l )

(x -  1) = 2 (x -  1) => X = 1 

2 < x < 3  => 0 < t < x < 3

t f  dt= _/Jtl^dt+ / l t f d t +  / [ t f d t

= 0 + 1 + 4 ( x - 2) = 2 ( x -  l)= > 2x  = 5=>x = —
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2. P(x) = ax  ̂+ bx + c P(0) = 0 ==> c = 0

P(1) = 0 => a + b = 0

J^P(x)dx= J  ax  ̂+ bx + c dx = = 1

^  + -^ = 1  3 2
2a + 3b = 6 
a + b = 0

a = -  6 
b = 6 P(x) = -  6x  ̂+ 6x

3 .  t  =

dt =

X -  a 
b -  a

d x

değişken değiştirmesi yapıldığında

, x = a = > t  = 0 ,  x = b= > t = l  olacağından

1
b -  a

b 1
Jf(x )dx=  (a + (b -a )t) .(b -a )d t= (b -a )  (a + (b -a )t)  dt.

o o

4. X = "^ denirse dx = , x  = a= ^ t = k a , x = b=>t  = kb olacağından

/ f(x )d x = i /  /  f ( i ) d x .
a ka ' ' ka ' '

5. X = 71 -  t denirse dx = - d t ,  x = 0=>t  = 7i ,x = 7i=>t = 0 olacağından 
;r o n n

O
J  flcos x) dx = J  flcos (ti -  t ) ) (-dt) = J f(- cost)dt = j  -  f(cos t) dt 

n  0 0
71 n n

= -  J  f(cos x) dx => 2 y^f(cosx) dx = 0 => J  f(cosx) dx=0

-  /
X “I” Xcosx.ln------  dx1 -  X

f(-x) = cos ( - x ) . İn l - x  
l  + x

= cos (x) [ İn (1 -  x) -  İn (1 + x) ]

= -  cos X  [ İn (1 + x) -  İn (1 -  x) ] = -  cos x . İn 

olur ki bu f  fonksiyonunun tek olduğunu gösterir.

l  +  x  
l - x

=  - « x )
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a 1/2
f  tek İse J f(x)dx = O olduğundan J cosx.ln -|^ - dx = O olur.

-a - V 2

7. întegral hesabın birinci ortalama değer teoremi gereğince, f, [a, b] de 
sürekli ise [ inf f, sup f  ] aralığında öyle bir k sabiti vardır ki

b
J f(x)dx = k (b -  a) 
a

olur, f  sürekli olduğunda, inf f  ile sup f  arasındaki her değeri en az 
bir defa alacağından k = flc) olacak şekilde en az bir c e [a, b] vardır. 
Bu durumda

j  ftx) dx = 0=> (b -  a) ftc) = 0 => flc) = O
a

olacak şekilde en az bir c e (a, b) vardır.

o 711 % - o .Q
g  ı  -  f  acos'^x + bsım x J  -  f  bcos'^x + asım x ^  

J  cosx+sinx ’ J sınx + cosx

x = - ^ - t  => dx = - d t  

cos X = cos ( ^  ~ t ) = sin t ,

x = 0 = > t  = -^ ve x = - ^=>t  = 0 

sin X = sin ( - 1 1 = cos t

71/2
■ = /

asin^t + bcos^t 
sint+ cost dt = J  =» I = J  bulunur.

n/2
21 = I + J  = /

n/2
= (a + b) f

a(cos^x + sin^x) + b(cos^x + sin  ̂x)

cos'^x + sım x 
cosx + sinx

smx + cosx

dx

dx

= (a + b) J
; |(cosx + sinx)^£71/2 I (cosx + sinx)( sin^x- sinxcosx + cos^x ))

cosx + sınx dx

7C/2
= (a + b) f a  - sinxcosx)dx = (a + b) x + cos^x

71/2

0

= (a + b) (n -  1) => I = {n -  1)2 2
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9. Xq , [a, b] de herhangi bir nokta olsun, f  integrallenebilir olduğundan 
Ve > 0 , 35 > 0 öyleki l x -  XqI <5  bağıntısını sağlayan her x için

ŷ |f(t)| dt < e olur.

|F(x) - F ( xo)|: y^f(t)dt- J^f(t)dt /  f(t)dt
*0

< /|f(t)|dt 
*0

< e

=> F fonksiyonu Xq noktasında süreklidir. Xq , [a, b] de seçilmiş keyfi 
bir nokta olduğundan F fonksiyonu [a, b] de süreklidir.

j  lnx
10. f  f(t)dt = 1 => fUnx) . — = 1 => filnx) = x => f(x) = e* dx X^ 0  

olur.

, 1  2 + x 2̂ j  • t^ -2  j  6tdt ,11. ------ = t^ denirse x - —------ ve dx = ------- olur.
l - x  t 2 + l

I = f t -

= 6

6tdt _ g r t^+ 1 - 1  
(l + t2) “ (l + t2)2

t 1

dt= 6

(l + t2)2

J  l  + t2
- 1

arctant -
2 (l + t2) 2

arctant = 3 arc tan t -

(l + t2)2

3t

dt

1 + t^

o 4, 2 + x .. - . / 2  + x= 3 arc tan / --------- (1 -  x) / -------V l - x  V l - x

bulunur. Buna göre;

■ = /
^ ■ ^ ^ ^ ^ d x= 3^ --|  olur. 4 2
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7112. X = sin u => dx = cos u d u , x  = l = > u  = -^ , x = 0=> u = 0 olacağından

n!2
J x™(l -  x^)"dx = J sin^ud -  sin^u)".cosudu
o o

71/2
-  j  sin'"u . cos^“'̂ û du

bulunur. 
1

1 =  J  (l-x^)’̂ ®dx integralinde x=sin u değişken değiştirmesi yapılırsa
o

K  İL

\= f  sin^u coŝ '̂ u . cosu du = ^ sin^u cos^^u sin u du

+ 777- cos^^u 24

= f coŝ ^u sinu du-
ö

1  ̂2 1 1 1
0 22 24 264

13. X  = 1 -  u değişken değiştirmesi yapılırsa dx = -  du olur.

X = 0 için u = 1 ve x = 1 için u = 0 olacağından
1 1

J  x " ( l - x ) " ’ dx= J  u " '(1 -  u)" du 
o o

olur. Belirli integrasyon değişkeninden bağımsız olduğundan
1 1

J  x" (1 -  x)™ dx = j  x"’( l  -  x)" dx
o o

bulunur.
1 1 1

j  x̂  (1 -  x)̂ ® dx • y^x^°(l -  x)^dx= 2x^^-x^^dx
o

.11 131 . .1 2  X 
11 6 13

1 1 1 _ 20
11 6 13 143



ALAN HESABI

1. y = f(x) eğrisi, x -  ekseni, x = a ve x = b doğruları tarafından sınırla­
nan bölgenin alanı

b
A = y  |f(x)| dx

a
dir.

2. y = flx ), y = g(x) eğrileri ile x = a, x = b doğrulan tarafından sınırla­
nan bölgenin alanı

b
A. - f  |f(x)-g(x)| dx 

a
olur.

3. r = r(cp) eğrisi ile cp = a  ve (p = P doğrulan tarafından sınırlanan böl­
genin alanı

p
A = y  r̂  (cp) d(p

a
dir.

PRO BLEM LER

1. Aşağıda denklemleri verilen eğriler ile Ox- ekseni tarafından sınırlanan 
düzlemsel bölgelerin alanını bulunuz.

(a) y = 2 + X -  x̂  (b) y = 4x -  x̂  (c) y = x (x -  1) (x -  2)

2. y = sin X eğrisi x = 0 ve x = 2n doğrulan ve x -  ekseni tarafından 
sınırlanan bölgenin alanını hesaplayınız.

3. y = |x] , X = -1  , X = 2 ve X -  ekseni tarafından sınırlanan bölgenin 
alanını hesaplayınız.
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4. Aşağıdaki eğriler tarafından sınırlanan bölgelerin alanlarını hesap- 
lajnnız.

(a) y = - ^  ile y = -|- + 2

(c) X = -  4y ile X = 4 -

(e) y = x̂  ile y = x̂

(g) y = /x, y = x -  2 v e x  = 0

(b) 3̂ 2 = 2x , X -  y = 4

(d) y = x̂  -  12x ve y = x̂

(f) y = /x , y = 2/îc ve y = x

( h) y  = x 2 , y  = x -  l , y  = -^

(ı) y = cos X , y = X + 1 ve y = O (i) ŷ  = 2x ve x  ̂= 2y 

(j) y = x‘‘ -  2x  ̂ile y = 2x  ̂ (k) y = I x I ve y = x  ̂-  2

x2 2
5. y = -ğ- ve y = 4 -  — x̂  parabolleri tarafından sınırlanan bölgenin 

alanını hesaplayınız.

6. y = -  eğrisi ile y = parabolü tarafından sınırlanan bölgenin
l  + x

alanını hesapla5nnız.

7T 7̂T7. y = sin X , y = cos X eğrileri ile x = -^ ve x = doğrulan tarafından 
sınırlanan bölgenin alanını bulunuz.

8. y = 4 -  IXI eğrisi, x -  ekseni ve x = -2 , x = 2 doğrulan tarafından 
sınırlanan bölgenin alanını bulunuz.

9. k 6 N olmak üzere y = x*‘ ile y = eğrileri veriliyor. Bu iki eğri
n

arasında kalan bölgenin alanı A(k) olsun. 2  ^(k) ifadesini bulunuz.
k = l

n yeter derece bü3Ûik seçildiğinde bu alanlann toplamı hangi sa3uya 
yaklaşır?

2 2
10. Birinci bölgede, x̂  + ŷ  = â  ve x̂  + ŷ  = b̂  çemberleri ile = 1

elipsi çiziliyor. Bu elipsin çemberler arasındaki bölgeyi, alanlan oranı 
-g- olacak şekilde böldüğünü gösteriniz.
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11. y = -^(x^ + x -  2) eğrisi, x = O, x = 2 doğrulan ve x-ekseni tarafından 
sınırlanan bölgenin alanını bulunuz.

12. y = x̂  -  X eğrisi ile bu eğriye x = -1  absisli noktada teğet olan doğru 
arasında kalan bölgenini alanını bulunuz.

13. y = |x| + y x -  jx| eğrisi, y = x doğrusu ile x = 0, x = 6 doğrulan 
tarafından sınırlanan bölgenin alanını bulunuz.

14. Aşağıdaki eğriler tarafından sınırlanan bölgelerin alanlannı bulunuz.

(a) r = a sin 3cp (üç yapraklı gül)

(b) r = a cos 2cp (dört yapraklı gül)

(c) r = 4 + 2 cos cp (limaçon)

(d) r = a (1 -  sin ş) (kardiyoid)

(e) r2 = a2 cos 2cp (lemniskat)

15. r = y|cosçj| eğrisi tarafindan sınırlanan bölgenin alanını bulunuz.

16. r = 1 + 2 sin (p limaçonunun iç ilmeği tarafından sınırlanan bölgenin 
alanını hesaplayınız.

17. r = (p Archimedes spiralinin [0, 2ît] aralığındaki parçası ile kutup ekseni 
tarafından sınırlanan bölgenin alanını bulunuz.

18. r = aıp Arşimet spiralinin birinci ve ikinci sarmalı arasındaki bölgenin 
alanını bulunuz.

19. r = 2 sin cp ve r = 2 cos (p çemberleri arasında kalan bölgenin alanını 
bulunuz.

20. r = 2a cos 3cp eğrisinin içinde r = a çemberinin dışında kalan bölgenin 
alanını bulunuz.
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21. r = 2a cos 2cp gülünün içinde, r = /2 a çemberinin dışında kalan bölgenin 
alanını hesapla3nnız.

22. = â  cos 2(p , = a  ̂ sin 2cp lemniskatlannın her ikisinin de içinde
bulunan ortak bölgenin alanını bulunuz.

23. r = 2 (1 -  cos (p) kordiyoidinin dışında r = 2 çemberin içinde kalan böl­
genin alanını bulunuz.

24. r̂  = 4 cos 2cp lemniskatının içinde r = /2 çemberinin dışında kalan böl­
genin alanını bulunuz.

25. X = a (t -  sin t), y = a (1 -  cos t) sikloidinin bir yayı ile Ox- ekseni 
tarafından sınırlanan bölgenin alanını bulunuz.

26. X = a cos  ̂t , y = a sin  ̂t astroidi tarafından sınırlanan bölgenin alanını 
bulunuz.

27. ( 1 + ( I =1 eğrisi tarafından sınırlanan bölgenin alanını bulunuz.
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1. a) y = 2 + X -

y = 0 <=> x = - l  ve x = 2 
2 2

A = y|f(x)|dx= J  |2 + x-x^|dx 
- 1  - 1

= j 2  + x -x ^ â x

„ 2  „ 3
_  -  —  —

"  2 3 -1

ÇÖZÜMLER

b) y = 4x -  x̂
4

A = y|f(x)|dx
o

4

= /  (4x -  x2) dx
o

= 2 x 2 - 4 -

c) y = X (x -  1) (x -  2)

y = O <=> X ı = o , Xg = 1, X2 = 2 
2

A= y|x(x-l)(x -2)|  dx

= y  X (x -l)  (x-2) dx -  y  X (x -l)  (x-2) dx
o 1

1 2 
= y  x^- 3x2+ 2xdx- y x ^ - 3x2+ 2xdx

^ - x 3 + x 2
1 x “̂ -x^+x2 2

0 4 1

y=x(x-l)(x-2)
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2.

2;r
= 4 br^

3. A= /|f(x)|dx 
-1

= / |Ixl|dx =
-1

/Ixldx+ /|xjdx+ /|xjdx
- 1  o 1

o 1 2

-  J i -  l)dx+ J Odx+ J d x = 2  br^
- 1 o

4. a) y = ^  ile y = -|- + 2

+ 2x^ X
4 2

x̂  -  2x -  8 = 0 

(x -  2)2 = 9 

X - 1 = T 3

=» Xj = 4 ve Xg = —2

A = /
-2

= 9br2

2
^  + 2 - - ^

„2 „3 
dx = —— + 2 x -  -TTr2 4 4 12

4

-2
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b) ŷ  = 2 x , x - y  = 4
y2
^  = 4 + y ^  

y 2 _ 2 y - 8  = 0=>  

y = 4 ve y = -2
4 ^ 2

A=  y|u(y)-v(y)|dy = j y  + 4 - - ^ d y
-2

y 2  y 3

-2

= 18 br2

e) y = x̂  ile y = x̂
1 1 

A= y^|f(x)-g(x)|dx= J  x̂  -  x̂  dx

x^ x^ = ^ b r 2  
, 12

f )  y  = /x , y  = 2/x ve y  = X 
=> X = / x  => x^ = X
=> x = 0 ve x = l  

X = 2/x => x̂  = 4x

=> x = 0 ve x = 4
4

A = /"^2/x - /x jdx+ J ^ 2 / x - x ' j d x
o

3
+ 4 ..a^

3 2 = fb r ^
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h) y = x2, y = x -  1 ,

1 Ay = -ğ ve y = O

1

A = /  ( y + l - / y ) d y

= | y ^ ^ y - f y -  1 ^

k) y = |x| ve y = x  ̂-  2

x = x ^ - 2 = > x ^ - x - 2  = 0=>x = 2

- x  = x^- 2=>x^ + x -  2 = 0=>x = -2

Bölge simetrik olduğundan 
2

A = 2 / [| xl-(x2-2)]d x 
o

2

= 2 J (x -  x^+ 2) dx 
o

= 2 ( i x ^ - l x > + 2 x )  |’ = f b r '

5 İ S İ , 4 _ Â x 2

x̂  = 4 => x =  + 2

/ 4 - | x ^ - ^ d x

= 2 / 4 - x 2 d x = 2 4x- -

= 2 8 8\_ 3^br^
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1
l  + x2 2 

^  X = ± 1 
ic

A - f

2̂ , ,4

.2'!
l  + x2 2

dx = arc tan x — ;r-

- ^ - l  + A _ l  = İ L _ l h r 2
4 6 4 6 2 3

= + - ^  + - ^  + ^ - + ^  = 2 /2 br2
v/2 /2 /2 /2

8. A = 2 / ( 4 - x ) d x - 2 4x- -
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9. A(k) = dx =
O

jjk + 1
k + 1  k + 2

1
" k + 1  k + 2 (k + l)(k + 2)

y  A(k)- y  ______ +
; = 1  ̂ k = ı k  + l  k + 2 2 3 3 4

+ . . . + n+ 1 n + 2

2 n + 2

lim 2 ]A (k )= lim -^ -
n -o o k=  1 n -»00 "

10. Al ='■ 4
;ra2 __ 7ra

4 4

Ao ;rab ;rb
2 4 4 4

Al ; A2 = ^ ( b - a ) |  : 4

(b -a )

(b-a)

^ ( b - a )4 b

11. A =  y|f(x)|dx

1 1
= (x̂  + x-2) dx + y^-k(x^+x

- V - 4 ^  + 2x xr
2

12. y =3x2-1 m=y'(l) = 3.1-1=2

X = -1  => y = (-1)2 -  (-1) = O 

Teğet denklemi : 

y = m (x + 1) => y = 2 (x + 1) 

x2 -  X = 2x + 2 => 

x2 -  3x -  2 = O =>
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(x + 1) (x2 -  X  -  2) = (x + 1) (X -  2) (x + 1)

= (x + 1)2 (x -  2) = O »  X =

27

-1  , X = 2

A = / (2x + 2 - x 2  + x)dx = ^ b r 2
-1

13.

A- f
O

= 6 J{^ /x  - x ^ d x -6
x3/2 ^2
3/2 2 = 6 l | - | U l b r ^

14. a) r = a sin 3cp (üç yapraklı gül)

§
A = -i- /r2 d(p

n!Q
= ^  6 J a2sin23ç£> d(p

o
nIS

= 3 a " /
l-cos6ç> dçj

= 4 a 2 <P-
sin6çj

2 \  6 = a 2 ^ b r2  4
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b) r = a cos 2cp

P
A = j  r^d<p = 8 - ^  ^a^cos^2(pdcp

= 2a =.2 /
cos4(^ +1

2a"
sin4^ + (p

71/4

2 a 2 ( ^  = ^ b r 2

71

c) A = 2 . - ^ J r ^ d ( p = f  (4+2cos(p)  ̂dcp 
o ö

= / (l6 + 1 6 c o s 9  + 4 İ^ ^ 5 ^ )d < p

= (18(p + IGsincp + sin2(p) = 18ti br^

d) r = a (1 -  sin (p)

A = ^ f  r^d(p = 2 -|- / a  ̂(1-sin (p)̂
A
2

= a
„ w sin2ö

q> + 2cos(p + ^ ------^

= a ^ l f H - f  + f 4 f l  = a > i ( ^ b ^ b r ^
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e) A = 4 • cos2cp d(p
 ̂ o

= 2a  ̂ sin 2(p = a2br2

İL

y (p=7l/4

15. A = J  d(p = ^  -4 - J  cosçjdç? = 2 . sin cp
n/2

= 2br2

16. r = 1 + 2 sin 0
1 77TT = 0 <=> sin 0 = -  «  6 = - y  veya 0 =2 o

r = -  1 <=> sin ö = -1
m

A = -| / r2 d 0  = |  / (l + 2sin6)2d0
a ^

6
İte

= /'(1 +4sin0 +4sin^0) d 0
 ̂ İK 

6
İte

= i  A3 +4sin0 -  2cos2 0) d 0
İIL
6

1 f
= — 3 0 - 4 c o s 0 - s i n 2 0  |

11;? .7 3  /3 7;/r . y/3 y/3'
2 2 2 2 2 2

» i ( 2 ® - 4 / 3 + y 3 )  = ; ı - 2 ^

2;r
4;r^
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20. A = 6 - | /  [(2acos3<p)2-a2]d(p

n!%
=  3 a ^  J  |4coŝ 3ç7 -  ij dcp

71/9
= 3a  ̂ J  [ 2 (1 + cos 6(p) -  1] dcp

= 3a  ̂(^  + -|-sin6<p
71/9

o

= 3a2 i l  1 /3
9 3 2 ■ % 4 a .
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Jt Jt

2 1 . A = -i- • 8 /  [(2acos2cp)2 -  dcp = 2a24 /  2 + _ ı

= 8a^ sin4ç3 8
4 0

= 8a2-4- = 2a2br2

dcp

22. A = 4 • / s? sin 2(p dcp
 ̂ o

= 2a^

'
cos2ç?

n
8

2 0

- 4 + 1

= |- (2 -  v/2) a2

;z/6
24. A = 4 ■ / (4cos2^ -  2)dç5

= 2 (2 sin 2cp -  2cp) 

= -| (3 / 3 -;r ) br2

nlG
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25. A = / I y(t) I x'(t) dt

= / |a(l -  cost)| • a(l -  cost)dt 
ö

= 3.̂  f  1 - 2  cos t + cos  ̂t dt 
o

2jl
= 3̂  f  1 - 2  cos t + 

o

1 + cos2t dt

= a , o ■ j- , t , sın2t t -  2 sınt + TT + — :—  2 4

n

= â  f ■ 2;r 1 = 371 â

26. X = a cos'̂  t ,  x = 0  ̂= —

o
A = 4 J  a  sin  ̂ t . 3a cos  ̂t (-sin t) dt

E.
2

jç_

= 12a  ̂ ^  cos  ̂t sin  ̂t dt 
o
n/ 2

= 12a  ̂ J  (cos t sin t)  ̂ sin  ̂t dt

= 12a2
îT/2 . n/2 . „j  sın^2t^̂ . j  sın'^2tcos2t

8 = ^na^  br^O

27. X = 5 cos t 

y = 4 sin  ̂t

X = 0 => t = n

o
E

X = 5 =i> t = 0

A = f  4|sin^t|. (-5 sin t) dt = 20 (sin  ̂t)  ̂dt
E  0
2

7£ E

= 20 ^  (1 -  2 cos 2t + cos  ̂2 t) dt = 20 ^ 1 - 2  cos 2t +  ̂^

20 I I =  157t b r^

dt

=  20  ̂ • ru. . t , sin4tt -  sın2t + + —5—O

71İ2
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YAY UZUNLUĞU HESABI

1. y = f(x) eğrisinin x = a ve x = b apsisli noktalan arasında kalan par­
çasının uzunluğu

b
/  /H-(y')2dx 
a

dir.

2. r = r((p) eğrisinin (p = a  ve (p = P doğrulan arasında kalan parçasının 
uzunluğu

P _̂______
i  = j  v/r̂ -ı- (r')  ̂ d(p

olur.

3. Denklemi x = x(t), y = y (t) biçiminde parametrik olarak verilen eğrinin 
t = ve t = tg parametrelerine karşılık gelen noktalan arasında kalan 
parçasının uzunluğu

i = /  /(i)2+(y)2dt

birimdir.

PRO BELM LER

1. Aşağıdaki denklemleri verilen eğrilerin, karşılannda apsisleri yazılı 
noktalar arasında kalan parçalannın uzunluklannı hesaplayınız.

| ( X 2  + 2)3/2 _ X ı  = 0 , X2 -  3

x3/2 X j = 0 , X2 = 5
(4 -  x2/3)3/2 _ X ı = 0 , Xg = 8

2l y3/2 i_ yI/2
3 2 ’ X ı = 1 , X2 = 4
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2. y = f  / 1^- 1 eşitliği ile tanımlanan eğrinin, apsisleri = 1 ve Xg = 3
1

olan noktalan arasında kalan parçasının uzunluğunu bulunuz.

3. Parametre aralıklan karşılannda verilen aşağıdaki eğrilerin uzunluk- 
lannı hesaplayınız.

(d) x = 2 ( l-c o s t)  
y = 2 sint , [0,2t:]

(b)

(c)

x = -| -ty i + t^ + -^ln^t+ v/l + t^ j 

2 / 2 , 0 < t < 2  ( e l jy lg ja  . [ 0 ./ 5 ]

x = Rcost„  . , , 0 < t < a y = Rsınt (f)
x = -| -t2 -l

4 ,32 > to. 2] 
y = ğ t ^

4. y _ eğrisinin bir yayının uzunluğunu bulunuz.

5. Kutup açılannın değişim aralığı karşılannda yazılı olan, aşağıdaki 
eğrilerin uzunluklannı hesaplayınız.

_3____
cosç) ’ 4(a) r = 4 cos cp , 0 < (p < ti (c) r = • - J L < fn < 2 L

(b) r = sin  ̂-Ş-, 0 < cp < 3jtO

6. r = ae*** logaritmik spiralinin r = 2a çemberi içinde kalan parçasının 
uzunluğunu hesaplayınız.
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— — — ■ — İl.. ..........  ÇÖZÜMLER

1. a) y = -^ (x  ̂+ = O , Xg = 3, y' = -|- (x  ̂+ 2)^  ̂2x = x (x  ̂+ 2)̂ ^̂

b 3
t = f  y i  + (y')2 dx = / y i  + x2(x2+2) dx

•3
= /  y(x2+i)2dx = 

0
:/ ( x 2 + l ) d x = ^ + x

b) y = x3̂ 2 x̂  = 0 , Xg = 5 , y ' = l
Xİ/2

b 5/ o \V2
/ y i  + (y')2dx = dx = 9 \a 0 ' '

8 il 8 /343 l\ 335
27 l 4 İ 27 \ 8 27

c) y = (4 - x2/3)3/2  ̂ = 0 , Xg = 8

=  12

4 ^ 3

y' = (4 - 2/3^V2 l  2..-1/3\_ ( 4 - X ^ ) ^
,1/3

= / y i  + (y')2dx = 
o

8
= / 2x-ı/3dx = 2-|-x2'3

x ^/-<+(4-x 2/̂ )
2̂/3 dx = / y 4 x -^ d x

8
= 3 . 4  = 12

d) y = | x 3 / 2 _  l ^ ı / 2 _  X2 = 4 ,  y =x^^2_ |x -y2

y y i  + (y')2 dx= /  /l + [ x ^ - - jx - l^ ) ^  dx

8 x + 16x2+1
lGx

1/2

dx

4 x + l
/ 4yîc/ dx [x = , dx = 2u du]

4 Q ğ u 3 + u
2İ
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2. y = / 1  d t , = 1 ve X2 = 3 , y' = / x^- 1
1

3 __________  3  ____________  3

 ̂= f  / l + (y')  ̂dt = y / l  + 1^- 1 dt = ytdt l i
2 = 4

3.  a) X = 2t  ̂ , y = t  ̂ , - 1  < t  < 1

12 _________ 1 ________  1
t ■= j  j (x')  ̂+ (y')  ̂ dt = yv/l6t^+ Ot"* dt = y|t|yi6+ 9t^ dt

-1

= ^ | ( 1 6 + 9 t2 ) a 2 122
27

b)  X = + -|-ln^t+/TTT2 j , 0 < t < 2

y =
2 / 2 1.3/2

c'  =  / l  +  t 2  +  , - r .  +1 t '
1 +

/ ı T ^
2  / Î T t 2  2 ı  +  / Î T t 2

V ıA t^

y' = /2 t̂ 2̂

(x')2 + (y')2 = (1 + t2 + 2t) = (1 + t)2 =i.  ̂ = f  (1 + t) dt = 4

c) X = R cos t

y = R sin t 0 < t < a

 ̂= y/(x')2+ (y')2 dt = y/R 2(sin2t+  cos^t) dt = Ra

d) X = 2 (1 -  cos t)

y = 2 sin t 0 < t < 2ji

2n t i
 ̂= J /(x')2+ (y')2 dt = J  /4sin2t + 4cos2t dt = 4n
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e) X = 3t  ̂

y = 3t^

0 < t <  / s

/ö /s /s
^ = 1  /(x')2+(y')2)’̂ d t=  / / 3 a 2 + 8 1 t ^  d t=  / t /S G + S lt^ d t

o 0  0

1 2
2.81 3

4(36+81t2)3^
/5

7y/3
81

f) x = j t ^ - t  , 0 < t < 2

=  f  /(x)2+(y)2 d t =  J J ( t  -  1)^+ 4t d t = J / t^ +  2t+  1 dt 
o o

2
= y  (t+1) dt = + 1 = 4

4.
2;r 2;: 1/2

: J /(x')2+ (y')2 dt = J  ^(a(l-cost))^+(asint)^j dt 
o o

a J  (1 -  2 cos t + cos  ̂t + sin  ̂t)̂ ^̂  dt 
o

2n
J~2 a j  (1 -  cos t)^  ̂dt

271 2j i

= / 2 a  J  (2.sin^-|-j dt = 2a J  sin-|-dt = 2a

2n

- c o s ^

1
2

= 8a

5. a) r = 4 cos cp O < cp < ti 
/3 71

i  = j  /r^+ (r')  ̂ d(p = (16 cos  ̂(p + 16 sin  ̂cp)̂  ̂dcp = 4n
a  O

b) r = sin  ̂ O < (p < 3tiO
,  ̂ . 9 <P (P 1 ■ 9 (P <Pr = 3 sın cos g "3 = sın cos
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a r_______  Zn I---------- —----------------—-------------- —

i  =  f  /r^+(r')2 d ( p  =  J  J sin® + sin̂  • cos  ̂ dcp

3fi

= /

f l - o o a ^
— I s m ^ + cos  ̂— ' ^f  ' i - / dcp

3(p -  s ın - ^ 2 0
3;r
2

c) r = c o sç
n

= ^ /r2+(r')2 dcp =
A 

■ 4

9 9sin2ûJ ,
 ̂ + -----4— ̂ COŜ Ç COŜ ÇJ

/t

= / cos^ç
4

dcp = 3 . tan cp
;r/4

= 3 . ( 1 -  (-1) = 6
-ro4

6. a e ‘P = 2a => e'P = 2 => d = ln 2

ln2 fn  “ 1̂
1 = I  (r2+ (r')2) dcp = /  (a2 + â  dcp

ln2

= /a a e'P =
ln2

/2 a ( 2 -  l)  = / 2 a

HACİM H ESABI

1. K esit Yöntem i ; Bir doğruya t noktasında dik olan düzlemin cisimle 
arakesitinin alanı A(t) ise tüm cismin hacmi

V = /  A(t) dt

olur.



BELİRLİ İNTEGRALLERİN UYGULAMALARI 35 9

2. D isk Yöntem i : y = f(x) eğrisi, x -  ekseni ve x = a, x = b doğrulan 
arasında kalan bölgenin, x -  ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan 
cismin hacmi

V = 71 f  3̂  dx

olur.

3. Kabuk (S ilin d irik  T abakalar) Yöntem i : y = flx), y = g(x) eğrileri ile 
X = a, X = b doğrulan tarafından sınırlanan bölgenin y -  ekseni etrafında 
döndürülmesiyle oluşan cismin hacmi

V = 2n f  |x[f(x)- g(x)]| dx

dir.

PRO BLEM LER

1. Bir düzgün piramidin 5diksekliği 100 cm dir. Bu piramidin tabanı, bir 
kenanmn uzunluğu 100 cm olan bir karedir. Bu piramidin her cm  ̂
ünün ağırlığı 3 gr olduğuna göre bu piramidin ağırlığı kaç kg dır?

2. Bir cisim xOy- düzlemi tarafından dairesi bo3Tinca
kesilmektedir. Bu cismin Ox- eksenine dik düzlemlerle elde edilen 
kesitleri, bir kenarı bu düzlemlerin daire üzerinde ayırdığı kirişlere eşit 
olan eşkenar üçgenlerdir. Cismin hacmini bulunuz.

3. Bir cismin tabam x̂  + ŷ  < 1 dairesidir. Bu cismin Ox- eksenine dik 
düzlemlerle arakesiti karelerdir. Cismin hacmini bulunuz.

4. R yançaplı kürenin hacmini kesitlerden yararlanarak hesaplayınız.

Bir cismin tabanı eksen uzunlukları 10 cm ve 8 cm olan bir elipstir. 
Cismin büyük eksene dik düzlemlerle arakesiti 3diksekliği 6 cm olan 
birer ikizkenar üçgendir. Bu cismin hacmini bulunuz.
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6. Aşağıdaki eğri ve doğrular tarafından sınırlanan bölgelerin Ox- ekseni 
etrafında döndürülmesi ile meydana gelen dönel cismin hacmini 
bulunuz.

(a) y = x ,̂ X = 0, X = 2, y = 0

(b) y = 1 -  x ,̂ X = 0, X = 1, y = 0

(c) y 0, X = 1, y = 0

(ç) y = /x , X = 0, y = 1

(d) y = y i - x 2 ,  y = X, y = 0

(e) y = 3x -  x2, y = X

(f) y2 = 2px, X = h

(g) xy = 4, X = 1, X = 4, y = 0

(h) (y -  a)2 = ax, X = 0, y = 0

(ı) y = x2 + 2, y = + 10

7. Aşağıdaki eğri ve doğrular tarafından sınırlanan bölgelerin Oy- ekseni 
etrafında döndürülmesi ile meydana gelen dönel cismin hacmini 
bulunuz.

(a) y = 1 -  x2, X = 0, X = 1

(b) y = x2 , X = 0, y = 4

(c) y = a ------ , x + y = aa

8. Aşağıdaki eğriler tarafından sınırlanan bölgelerin karşılarında yazılı 
doğrular etrafında döndürülmesiyle meydana gelen dönel cismin hacmi­
ni bulunuz.

(a) y = X  + x̂  , y = x̂  -  1, X

(b) y =  x ,̂ y =  -1 , X =  1

(c) y = 4x -  x2 , y = 0

(d) y = 1 -  x2, y = -3

(e) 2x = 4 -  y2, 2x = y2 -  4

(f) x = y2, x = 2 -  y2

0 eksen y = 1 

eksen y = 2 

eksen y = 4 

eksen y = -3  

eksen y = -3  

eksen x = —1

9. y = x2 + 1 eğrisi ile bu eğriye x = 1 apsisli noktasından çizilen teğet ve 
X = 0 doğrusu tarafından sınırlanan bölgenin (a) Ox- ekseni (b) Oy- 
ekseni, etrafında döndürülmesiyle meydana gelen cismin hacmini 
bulunuz.

7110. y -  sin X , y = cos x eğrileri, x = 0 ve  ̂ doğrulan tarafından
sınırlanan düzlemsel bölgenin Ox- ekseni etrafında döndürülmesiyle 
elde edilen dönel cismin hacmini bulunuz.
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11. astroid eğrisi tarafından sınırlanan bölgenin Ox- ekse­
ni etrafında döndürülmesi ile meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

12. X = a (t -  sin t), y = a (1 -  cos t) sikloidinin bir yayı ile Ox- ekseni 
tarafından sınırlanan bölgenin Ox- ekseni etrafında döndürülmesiyle 
meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

13. Aşağıda eğri ve doğrular tarafından sınırlanan bölgenin Oy- ekseni 
etrafında döndürülmesi ile meydana gelen dönel cisimlerin hacimlerini 
kabuk metodu ile hesaplayınız.

(a) y = x ,̂ X  = 0, X = 2, y = 0

(b) y = 4x -  x ,̂ y = 0

(c) y = - X  + 6, xy = 5

(d) xy = 2, xy = 4, X  = 1, X = 2 

4(e) y = ^  x ,̂ y = 0, X = 2, X = 4

7114. y = sin x , y = cos x eğrileri ile x = 0, x = -ğ-, y = 0 doğrulan tarafin-
dan sınırlanan düzlemsel bölgenin ve Oy ekseni etrafında döndürülme­
si ile meydana gelen cisimlerin hacimlerini bulunuz.

15. r = a (1 -I- cos (p) kardiyoidinin kutupsal eksen etrafında döndürülmesiyle 
elde edilen dönel cismin hacmini bulunuz.

ÇÖZÜMLER

1. a : Kesit aralığında oluşan karenin bir kena- 
n
1 0 0 -1 a

100 a = (100 -  t)100 
olur.

Kesit alanı A(t) = (100-t)^ ,
100 100

V -  /  A(t) dt = /  (100 -  t f  dt
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(100- t)3
100

lOÔ  3 — — cm

3 gr = 3 X 10  ̂ kg ve 1 cm  ̂ ünün ağırlığı 3 x 10  ̂ kg ise piramidin 
1

3x10-3 = 1000 kg

ağırlığı

(100)3

2. Çemberin merkezine t kadar uzaklıktaki eş­
kenar üçgenin kenar uzunluğuna s dersek

1 => ŝ  = 4a  ̂-  4t^

Kesitin alanı A(t) =

/

■ \
b t

[ ) ^

V = /  A(t) dt = /

olacağından

dt

= /3 J  (a  ̂-  t )̂ dt

= /3 = /3 3 a 3  3 a 3

 ̂ 3 3 = 4 ^  a3 br3
O

3. Çemberin merkezine t kadar uzaklıktaki 
karenin kenar uzunluğuna s dersek

t3-hf-|-l = 1 = > s3 = 4 -  4t^

A(t) = s3 = 4 -  4t^
1 1

V =  /  A (t)dt=  j 4 - 4 t ^ d t

16= 4
•

t3 1 '

3 -1
= ^ b r 3
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4. Yarım kürenin tabanı bir çember ve dik 
kesitlerle yarım çember oluşur. Bu çemberin 
yarıçapına s dersek,

t2+ (s)^ = R 2 s2 = R 2 -  t2

^ /'■pSYarım çemberin alanı (R  ̂-  t )̂

V = 2. /  f  (R^ -  t )̂ dt = n
-R

R

-R
= , ( A R 3 )  = | ,R 3 b r 3

y 2
5. + -77T = 1  => X = t ve h = 6 isez5 Ib

3' = L / ı - | | = f

V = 24 ̂ 1 -  -|ğ dt = 24 ^  cos cp . 5 cos (p d(p
A
2

cos2çJ + I  j  / sin2ç>= 120 \ ------^ -----dcp = 60 — ^  +
n_ 

' 2

= 60ji cm^
n_ 

' 2

6. a) V = n J f^(x) dx = n J  x‘* dx

32;r br^

b ) y = l - x ^ ,  x = 0 ,  x = l ,  y = 0
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Y  = n J  f^(x)dx = 7i J  (1 -  dx 
o o

1
= 71 J  (1 -  2x  ̂ + x )̂ dx

= 71 2 3^

c ) y  = x' ,̂ x = l ,  x = 2 ,  y = 0

2 2 
Y = 11 f  {  (̂x) dx = 71 J  X® dx

=  7t ■ = y ( 2 ^ -  1)

127 71 br^

ç ) y  = / x ,  x = 0 ,  y = l

İr 2İ ^
Y = n J  l - ^ / x j  dx = 71 ( l -x )  dx

= 71 = 4-br^

d)y = v/l-x2 , y = X  , y = O 

y = y=>x = / î ^

1 -  x̂  => 2x  ̂= 1, x̂  = -|-

V / 2  1

; J  (x)  ̂dx + 71 J  y ^ ~

o v / 2  ^
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1 / / 2
x 3

1

+ n x - - ^
0

0
1 / / 2

n ■ + n 1 1
6/ 2  |3 /2 6/ 2

n ^'2jı
3 / 2  / 2  3

3 1 -
H

:| - (2 - / 2 )  br^

2̂j i  2^
3 / 2  3

e) y = 3x -  , y = X

y  =  y = z >  x = 3 x - x ^  

x̂  = 2x

=> x = 0 ve x = 2 
2

V = 71 /[(3x - x 2 ) 2 - x  ̂
o ^

dx

64
3

f) ŷ  = 2 p x , x  = h , y  = 0

h h
V = n j f  ̂ (x) dx = n J  2px dx

= n px‘ = Tip br^

g) xy = 4 , X = 1, X = 4, y = O 

4

V = n J  ^  dx = 7t 16 .

= 16t: ( -  -^ + 11 = 1271 br^
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h) (y -  a)  ̂= ax , x = O , y = 2a
a

V =  n J  { f  ̂ (x) -  g^(x)) dx 
o

2
= 71 y^|4a^-^a+/axj 

J  3a^- 2 a ^ x ^ -  ax

dx

= n dx

= n 3a 2 x -| -a 3 / 2 x 3 / 2 _ a ^ = n

ı) y = x2 + 2 , y = -x2 + 10 

x2 + 2 = -  x2 + 10 
2x2 _ g  ^  x2 = 4 => x = T 2 

b
dxV = 7I y^|f2(x)-g2(x) 

a

= 71 J  ^ -x 2 + 10  ̂ - ^ x 2+2^ dx

= 71 J  (-24x2 0 0  ̂dx = 71 -8 x 2 + 96x
2

-2
= 25671 br2

7. a) y = l - x 2 , x  = 0 , x = l , y  = 0
d 1 ___  2

V = 7t / g2(y) dy = n f  ( / l - y j  dy

y 2 l ’
=  71

0

o

= ^ l l - i )  = f b r S
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b) y = x ^ ,x  = 0 , y  = 4 
4 4

Y = n f  g2(y) dy = 7t y(/y)^ dy

= n
4 '

2 0
= 8n br^

c) y = a ------- , x  + y = a3.

 ̂ 2
Y = n f  ^/a^-ayj  - ( y - a ) "

= 71 f  ay -  ŷ  dy = 71

= 71 2 3 = 71 ^  br-̂

x 2  y 2

b b
V = 71 f  g2(y) dy = 71 f  

-b -b
a2

= n

= n

2 y^

a 2 b - ^  + a 2 b - ^U ö = |7:a^b

8. a) y = x + x ^ ,y  = x ^ - l , x  = 0 

X + x̂  = x̂  -  1 => X = -1
o 2

V = 7t /|x^“

°  |2
-71 /'x + x ^ - l  dx

-1

= 71 y  (4 -  4x  ̂+ x'*) dx

eksen y = 1
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-  71 J  (1 -  2 (x + x )̂ + (x + x̂ )̂ ) dx

= 71 4x - 1 x 3 + 4
0

-  71 2 X  ̂ . X  ̂ . X® X -X "“----^  + --T- +
0

3 5 -1 3 2 5 -1

3 5 3 2 5

c) y = 4x -  x̂  , y = O eksen y = 4
4

V = 71 y^[4^-( 4 - 4x + x̂ ) |̂ dx 
o

2
= 647t -  2ti J  (x -  2)  ̂dx

o

= 6471 -  271 

= 6471

(x -2 )5  2 
5 o

- 2 n l ^ \ . 6 4 K -  256;i
\ 5
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d) y = 1 -  , y = -3  eksen y = -3
2 2 

V = n n i - x ^ - ( - 3 )  dx 
-2

2
= 7t J (4-x^)^dx 

-2  
2

= n 8x^+x^j dx

1€k - - | x ^ + ^  O o

e) 2x = 4 -  ŷ  , 2x = ŷ  -  4 eksen x = -3

f) X = y  ̂ , X = 2-y^ , x = -1  ekseni 

x = x = > y ^  = 2 - y ^

=> y2 = 1

^  y = + 1 
1

V = 7i / ( 2 - y 2 - ( - l ) 2 d y
-1

1

- n  f(y ^ -( - l) )^ d y
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= Jt f i 9 - 6 y ^ + y ‘̂ ) d y - n  f  ( y * + 2 y ^ + l ) d y

-1

= 71 / (8 -8y 2)d y  = 8 7 :y -^ -  | '^ = ^ b r 3

J .

=  7t / ( ( x 2 + l ) 2 - ( 2 x ) 2 ) d x  
O '

1
= 7t J  (x‘* + 2x2 + 1  _  4 ^2 ) (Jx 

o

1

=  Tl  f  (x‘* -  2x2 + 4) (Jx

=  71 ^ x 2 + x
ı'

5 3 0
8^ br215

1 o

b) V = t )  - ( y - 1 ) d y

=  71 12 + n y^ ( y - l )2  
12 2

\ J L  + J L ^ J L  br3 
1 12 12 6
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10. y = n  f  (cos^x -  sin^K) dx 
0

n_

= T̂ f  cos 2x dx = br^

11. V= 71 dx [x = a cos  ̂6]
-a

n
= 71 cos 0̂)  ̂ a 3 coŝ G sin6 d6

o

n
= 3 n a  ̂ J  sin 0 (1 -  cos  ̂0)̂  cos  ̂0 d0 

o

= 3ti â  J  (1 -  du

= 37tâ U3 3 5 , 3 7
1

3
.

- 5 “ ^  7 “ 9 - 1

32;ra3 ^̂ 3
105

2jı
12 . V= 7t J  dx = 7t J  [a(l -  cost)] a (1 -  cost) dt

2ji 2?r / f \ ®
= n â j  (1 -  cos t)  ̂ (1 -  cos t) dt = ti â  I 2sin-^ | dt = 571̂  â  br^

13. a) y = x̂  , x = 0 , x = 2 , y = 0 
b

V = 27t /  X I f(x) I dx

£t
= 2n J  x.x  ̂dx = x ‘̂ ' = 8ti br^
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b) y = 4x -  y = O
b

V = 2 7t J  X I fîx) I dx
a

4
= 2 n J  X (4x -  x )̂ dx

o

= 2 Tt 

128

4 İ ^ _
3 4

71 br^

c)y = - X  + 6 , xy = 5
5

V = 2ti J  X i flx) -  g(x) I dx

=  2 n  J  x ^ -x  + 6 - — jdx

5
= 27t ^ - x ^ + 6 x - 5 j dx

= 2ti - ^  + 3x 2 - 5 x 64;r br^

(y = y => — = - X  + 6, 5 = -x^ + 6x => x̂  -  6x + 5 = O, X = 1 ve X = 5)

d) xy = 2 , x y  = 4 x = l  x = 2 
2

V = 2ti y"x|f(x)-g(x)| dx

= 4ti (2 -  1) = 4ti br^
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e) y = -|-x2 ,y  = 0 , x  = 2 , x  = 4

V = 271 J  X I fi[x) I dx
a

4
= 271 J  X - — x  ̂âx

x l
4 İ2

= 3071 br^

71

14. V= 2ti J^x |cosx- sinx| dx 
o

n

+ 271 X s in x - cosx| dx

4
n Tl

=  2 n  ^  X  cos X dx -  2ti ^  x  sin x dx
0 o

71 71

+ 271 / X sin X dx — 2ti / x  cos x  dx/
4

E.
4

= 2ti xsınx

xsınx

E  7iH 
4

71İ2
+ 271 

= 7i2 ( / 2 -  1)

Tlli

-  J  sinxdx
o

71/2- j  sinxdx

-  27t x (- cosx)
71/A 7l/i

J  cosxdx

;r/4

■
-  271 x (-  cosx)

71/2 ^
+ J  cosxdx

71/4 71/4

15. V= n j y ^ â x

X = r cos 0 = a (1 + cos 9) cos 0 

y = r sin 0 = a (1 + cos 0) sin 0
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dx = [ a (-sin0) (cos0) -  a sin0 (l+cos0) ] d0

= -  a (sin0 + 2 sin0 cos0) d0 = -  a sin 0 (1  + 2cos0) d0

V= n  J  y ^ d x  =  n  J  a^ (1 + cos0)  ̂ sin^0 [-a sin0 (1 + 2coş0) ] d0 
o o

n
= -a^7t J  (1 + cos0)  ̂(1 + 2 COS0) sin^0 d0 

o
n

= -  â  71 J  (1 + cos0)  ̂(1 + 2 COS0) (1 -  cos  ̂0) sin0 d0 
o

COS0 = u değişken değiştirmesi yapılırsa 
-1

V= â  71 /  (1 + u)2 (1 + 2u) (1 -  u )̂ du 
1
-1

= a^n f  (-2u® -  Su"* -  2u® + 4u® + 4u + 1) du 
1

eşitliği elde edilir. Tek fonksiyonların simetrik aralıklardaki integralleri 
sıfır olduğundan

- 1  1 
V= n J  (-Su"* + 4u® + 1) du = a® 7t J  (5u‘* -  4u® -  1) du

= 2a® 71 J  (5u'̂  -  4u® -  1) du = 2a® ti ( u®- -^u®- u = | . a ®  
o d
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DÖNEL YÜZEYLERİN ALANI

1. y = flx) eğrisinin x = a ve x = b apsisli noktalan arasında kalan par­
çasının X- ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan dönel yüzeyin ala­
nı

S = 2n f  |yl/ÎT^ö^dx

dir.

2. Eğri denkleminin r = r((p) , a  < (p < P biçiminde verilmesi durumunda

 ̂ ,____________
S = 2n J  |rcosçj|/r^-L (r')  ̂dip 

a

olur.

PRO BLEM LER

1. Aşağıda denklemleri verilen eğri parçalannın Ox- ekseni etrafında 
döndürülmesi ile meydana gelen dönel yüzeylerin alanlarını bulunuz.

(a) y = (x̂  -1- 2 f^  , 0 < X < 3

(b) y -  x3 , 0 < x < l

(c) y = 2/x , 0 < X < 8

(d) y = sin X , 0 < X < 71

Aşağıda denklemleri verilen eğri parçalarının Oy- ekseni etrafında 
döndürülmesi ile meydana gelen dönel yüzeyin alanını bulunuz.

x2(a) y = , 0 < x < / 3

(b) y = İn X , 1 < X < 2
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Orijin ile (h, r) noktasını birleştiren doğru parçasının Ox- ekseni etra­
fında döndürülmesi ile meydana gelen koninin yanal alanını bulunuz.

4, Yarıçapı R olan bir kürenin yüzey alanını hesaplayınız.

5. y = parabolünün 0(0, 0) ve A(/2, 2) noktalan arasındaki parçasının 
Oy- ekseni etrafında döndürülmesi ile meydana gelen dönel yüzeyin 
alanını bulunuz.

x̂  + ŷ  = ?? çemberinin [x ,̂ x̂  + h] aralığına karşılık gelen parçasının 
Ox- ekseni etrafında döndürülmesi ile meydana gelen küre parçasının 
alanını bulunuz.

7. x^  ̂+ y^  ̂= a^  ̂ Astroid eğrisinin Ox- ekseni etrafında döndürülmesi ile
meydana gelen dönel yüzeyin alanını bulunzu.

4x  ̂+ ŷ  = 4 elipsinin birinci bölgedeki parçasının Oy- ekseni etrafında 
döndürülmesi ile meydana gelen dönel yüzeyin alanını bulunuz.

9. Parametrik denklemi 

x = 2t2-L 1
y = 3t

0<  t<  1

olan eğri parçasının Ox- ekseni etrafında döndürülmesi ile meydana 
gelen dönel yüzeyin alanını bulunuz.

10. Parametrik denklemi

x = acos^t 
y = asin^t

olan astroid eğrisinin Oy- ekseni etrafında döndürülmesi ile meydana 
gelen yüzeyin alanını bulunuz.
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11. Parametrik denklemi

x = -^  

v = 4 -  —

olan eğrinin koordinat eksenleriyle kesim noktalan arasında kalan 
parçasının, Ox- ekseni etrafında dönmesiyle meydana gelen 5dize5dn 
alanını bulunuz.

12. x = a ( t -  sint) 
y= a ( l -  cost) sikloid eğrisinin bir yayının

(a) Oy- ekseni

(b) en 3ûiksek noktasına teğet olan doğru

etrafinda döndürülmesi ile elde edilen dönel yüzeyin alanını bulunuz.

7113. r = 2a cos (p eğrisi <P = "ğ" doğrusu etrafında döndürüldüğünde meydana 
gelen dönel jdizeyin alanını bulunuz.

14. r2 = â  cos 2{p lemniskatının Ox- ekseni etrafında döndürülmesiyle elde 
edilen dönel 3dizeyin alanını bulunuz.

ÇÖZÜMLER

1. a) y = ^  (x2 + 2)3/2 0 < x <  3

y' = |- • -| (x2 + 2)1/2 2x = (x2 + 2)1/2 x 

1 + İ Y f  = 1 + (x2 + 2) x2 = x'l + 2x2 + 1 = ( 2̂  ̂ 1)2
3

s  = 271 f  ^  (x2 + 2)3/2 . (x2 + 1) dx = - Ş  71 br2 
o  ̂ 2

b) y = x3 0 < x < l  
1

s  = 271 y|y|yi + (y')2 d x  =  2 n  J x 3 / l  + 9x‘l dx = J  / u .  du
10

o
2 .-V2

36 3

36

10
 ̂ (103^-1) = ^  (10/ Î Ö - l ) b r 2
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c) y = 2/x O < X < 8
8 ______  8 I----- ^  8^____

S = y|y|yi + (y')^ dx= 2n j  2 / x  /ih—  dx = 4ti J / x + 1 dx

= 471 | -(x + 1)3 2̂ ® 208
O 71 br2

o 3

d) y = sin x 0 < x < ti

n ______  71
S = 271 y|y|yi + (y’)2 dx = 27i ^ sinx yT + "cö?x dx

= 2ti J y i  + u2 du = 471 J y i  + u2 du
- 1  o

-|-uyi + u2 + -|-ln^u+ y i  + u2 j= 2ti

= 27i|y2 +In^l + y 2 j jb r 2

2. a) y = 0 < X < / S

^  __________  3/2 ,

S = 27t y|x|yi + (x')2 dy = 2n f  j l  + dy

3̂
= 2n f  J2 y +  1 dy = ti . (1 + 2y)'̂ 3/2

3/2 2n ro 14;r
„ 3

b) y = ln x  l < x < 2
d ______  ln2 ______ 2

s  = 271 y|x|yi + (x')2 dy = 271 J e^yi + e^  dy = 2ti J y i  + u2 du

= 2ti |u yu2+ 1 +ln^u+ / u2+ 1 

= 27t|2y5 +ln(2  + v / 5 ) - y 2 - l n ( l  + y 2 ) J  

= 2ti [ 2 y s  -  / 2  + İn  ̂^ ^  br2
ı + y 2
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3. (O, 0) ile (h, r) noktasından geçen doğru denklemi

y~^  x - h  1. 1. u h-------= — h y - n r  = x r - h r  ^  x = — yr h r

S = 2 n  f  -£-x/l + dx = 27T 7  r^+ = nr /r^Th^ br^7 h ı/ }j2 v,2 2 ah2
2 h

2"  0

4. x̂  + y2 = r 2  ̂ y > 0 yan çemberinin Ox etrafinda döndürürsek küre el­
de ederiz.

R
S=2rt /|y|/l + (y')  ̂ dy = 27t J  7 r 2 - x 2 j l  +

-R -R R 2 - x 2
dx

R

/  
-R

= 2JtR j  dx = 4ti R2 br^

5. y = x ^ , 0 < y < 2
d

S = 2n f x  yr+öTP dy = 2n y^/y /l + dy
4y

= 7t / / l -H 4y dy = j  • I  (1 -I- 4y)®'2

Xj+ h
6 . S =271 f|y|/i + (y')  ̂ dx Xj > o

Xj + h
= 2n J 7 a 2 -  x2 /1 +

a 2 -  x2
dx

= 2ti a . (xj + h -  Xj) = 2ti a.h
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7. S = 2 ti /|y|/l + (y')2dx

,23

53

= 2 7 1 . 2 / ( a ^ - x 2 ^ )  ( J j  dx

= 271 ( - 2 ) 7 i | a i ^ | ( a ^ - x ^ )

= 2 - ^ a ^ ( a 5 ^ ) = ^ a 2  5 o

8. S = 2 ti J |x |v/1 + (x')  ̂ dy x = 0=>y = ± 2

2

o
'1 +

4 ( 4 - y2) dy

= f  / / l 6 - 3 y 2 d y

E-
= ^  ■ JA  J l  -  sin2t cos t dt

cos2t+ 1 dy

Aj i sin2t+2t  
2 o

An /3 n  
4 3 = 7t 1 + An

3 / 3
br2

9. S =271 J  |y|/(x')^+ (y')  ̂ dt = Gtc J ty i6 t2+ 9 dt 
o o

= - ^ - | ( ia 2 + 9 ) ^   ̂= |-((25)3^-93^) = | - - 9 8 = ^ ;r  br2

10. S = 2 ti J asin^tv/9a^cos^tsin^t +Oa^sin'^tcos^t dt
+n
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= 6n J  I sin  ̂t cos 11 dt

n/2
= 6n a  ̂ J  sin^tcostdt-6;ra^ Sili‘m t cos tdt

7C/2

= 6n â sin® t 71/2 sin® t 7t

5 0 5 nl2
^ n a ^  br^O

2/2
H . S = 2 ti / t24 -  —  2

2/2 2/2
dt = 2n J  4 t/ T T t^ d t-;r  J t^ / l + t^ dt

[1 + t̂  = => t dt = u du]
3  3

= 8ti y^u^du- 71 J iu ^ -u ^ )d u  = 
1 1

= 29.671 br^

8n
3 u*- - n

12. a) S = 2n  J  a (t -  sin t) /a^d -  cost)^+ a^sin^t dt 
o

= 271 a  ̂/2 y  (t -  sint) /2 . sin-|- dt = 16tî  â

b) (t = 0=>y = 0, t = 7i=>y = 2a)

Sikloid eğirisinin en yüksek noktası (x, y) = (Tia, 2a) noktasıdır. 

Bu noktadaki teğetin denklemi y = 2a dır.

S = 2ti y|a(l-cost)-2a|v/a^(2-2cost) dt
o

= 2/271 â  J (1 + cos t ) / l -  cost dt 
o

= 2/271 â  J  /2 |sin-|- + cost. sin ^  j  dt 

n
= 4n a  ̂ J  sin-^ + cos^-^ • sin-|- -  sin^-|- dt
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= 4n

= 4n a"‘

-2cos-^ r .-2cos'^-^ 1 +
o lo /  1 ■COB İ̂ ( - s in | dt

2 - 2 ( - l )  + 2 / ( l -u 2 )d u

■ f 0 y
= 4ti â 4 - 2 U

^ 3 - ı j
= 4n a^İ 4- - ^\ = Jt

n/2
13. S= 2 j ı . 2 . y^|rcosu|/4a^cos^u + 4a^sin^u du

n/2
= 16a  ̂71 J  cos  ̂u du = 16a  ̂7i J

n/2 1 + cos2u du

= Sa'̂  71 u + sin2u n/2
- 4a  ̂71̂

14. S = 2 ti y|rsinu|/r^+(r’)̂  du

n/\
= 2n . 2 j  a  v/cos2u . sinu /a^cos2u +  ̂ ^  ^u

o cos2u

n/4
= 4n a .̂ 2 f  /cos2u sin u -/= i= ^  du = 4ti â  fsinudu 

Q y cos2u Q

= 2ti â  ^ 2- /2 j471 â
1 W'4

-cosu = 4ti â
lo 2
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BÖLÜM PROBLEM LERİ

1. y = eğrisiyle x -  5y + 6 = 0 doğrusu arasında kalan bölgenin ala­
nını bulunuz.

2. Aşağıdaki eğriler tarafından sınırlanan bölgelerin alanlarını bulunuz.

(a) y = 4 (1 -  x^), y = x̂  -  1

(b) y = x̂  -  4x2 -I- 4 , y  ̂ 2̂

(c) y =
x 2 + l y = x ^ + l

x' -̂ı-4
(e) y = X  + 1 , y = cos X , y = 0

(f) x = y 2 - l ,  X = |y|/l-y2

(g) X = y2 (1 -  y) , X = 0 , y = 0

3. y2 = (1 -  x2)2 eğrisi tarafından sınırlanan kapalı bölgenin alanını hesap­
layınız.

4. (y -  2)2 = x̂  eğrisinin iki kolu ile x = 1 doğrusu arasında kalan bölge­
nin alanını bulunuz.

5. y = e”* sin x eğrisiyle Ox- ek­
seni arasında kalan kapalı böl­
gelerin alanları S ,̂ S2, Sg,... ol­
sun. (S„) dizisinin, ortak oranı 
e“" olan bir geometrik dizi ol­
duğunu gösteriniz.

6. r = 12 cos 3(p gülünün içinde, r = 6 çemberinin dışında kalan bölgenin 
alanını bulunuz.

7. Kutupsal koordinatlara geçerek (x2 + y2)2 = 4x2 y2 eğrisi tarafından sı­
nırlanan bölgenin alanını bulunuz.
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8. Aşağıdaki eğri parçalarının uzunluklarını hesapla5nnız.

1 < X < 16(a) y = ,

(b) y = J  /sec^t- 1 d t , -  < x <

9. y = v / l-x 2 , 0 < x  < eğri parçasının Ox- ekseni etrafında dönmesiyle 
meydana gelen dönel yüzeyin alanını bulunuz.

10. 2^^ , /3 < t<  2/2  eğri parçasının Ox- ekseni etrafında dönme-
ly = t
siyle oluşan dönel yüzeyin alanını bulunuz.

11. Aşağıdaki eğriler tarafından sınırlanan bölgelerin Ox- ekseni etrafında 
döndürülmesiyle meydana gelen dönel cisimlerin hacimlerini bulunuz.

(a) y = / cosx , y = l ,  x = 0 ,  x = -|-

( b )  y = / x ,  x = 2 ,  x = 0 ,  y = 0

(c) y = x̂  + l ,  y = - x  + 3

(d) y = x̂ 2̂̂  X = 1 , y = 0

(e) y = / x+  1 , y = / x -  1 , x = 1 , x = 3
71(f) y = cos X  + sin x , g(x) = cos x -  sin x , x = 0 , x = -^

12. Aşağıdaki eğriler tarafından sınırlanan bölgelerin Oy- ekseni etrafında 
döndürülmesiyle oluşan dönel cisimlerin hacimlerini hesaplayınız.

( a )  y = / x ,  y = 0 ,  y = x - 2

(b) y = sin X , y = 1 , x = 0

(c) y = - ^ ,  x = l ,  x = 3 ,  y = 0

(d) y = x̂  / x^+ 1 , x = l ,  x = 2 ,  y = 0

(e) y = IX -  21 , y = -|- (x -  2)  ̂ + -|-

(f) X = / l + y  ̂ , x = 0, y = l ,  y = 2
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13. Birinci bölgede x = y -  eğrisi ile x = 1 , y = 1 ve y = O doğruları ta­
rafından sınırlanan bölgenin aşağıdaki eksenler etrafında döndürülme- 
siyle elde edilen dönel cismin hacmini bulunuz.

(a) X - ekseni (b) y - ekseni (c) X = 1 (d) y = 1

14. eğrisinin sınırladığı bölge x -  ekseni etrafinda döndürülü­
yor. Meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

15. (y -  x)  ̂ = x̂  eğrisi ile x = 1 doğrusu tarafından sınırlanan bölge Ox- 
ekseni etrafında döndürülüyor. Meydana gelen dönel cismin hacmini 
bulunuz.

16. Yandaki şekilde, y = sinx eğrisi, x=0, x = ir, 
y = c doğrulan tarafından sınırlanan tara­
lı bölge y = c doğrusu etrafında döndürü­
lüyor. Meydana gelen cismin hacminin mi­
nimum olması için c ne olmalıdır?

17. f, [a, b] üzerinde pozitif tanımlı bir fonksiyon olsun, y = fi;x) eğrisi, 
X = a, X = b doğruları ve Ox- ekseni tarafından sınırlanan bölge, c < a 
olmak üzere, x = c doğrusu etrafında döndürülüyor. Oluşan dönel cis­
min hacmini bulunuz.

18. y = x‘* ekseni, x -  ekseni ve x = 1 doğrusu tarafından sınırlanan bölge 
X = -1  doğrusu etrafında döndürülüyor. Meydana gelen dönel cismin 
hacmini bulunuz.

19. f  ve g, [a, b] üzerinde g(x) < flx) bağıntısını sağlayan iki sürekli fonk­
siyon olsun, y = flx) , y = g(x) , x = a ve x = b tarafından sınırlanan 
bölge, c < a olmak üzere, x = c doğrusu etrafında döndürülüyor. Olu­
şan cismin hacmini bulunuz.

20. y = 2x, y = -  2x  ̂+ 4x eğrileri tarafından sınırlanan bölge x = -1  doğ­
rusu etrafında döndürülüyor. Oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.



386 BELİRLİ İNTEGRALLERİN UYGULAMALARI

21. 3 cm jâiksekliğindeki bir kare piramidin, yüksek­
liğine dik düzlemlerle arakesiti birer karedir. 
Piramidin tepe noktasından x birim uzaktaki 
kesit, bir kenarı x olan bir karedir. Piramidin 
hacmini kesit yöntemiyle bulunuz.

23. X  = -1  ve X  = 1 düzlemleri arasında 
kalan bir cismin x -  eksenine dik düz­
lemlerle arakesiti birer karedir. Bu ka­
relerin iki köşesi x̂  + ŷ  = 1 çemberi 
üzerinde bulunduğuna göre cismin 
hacmini bulunuz.

^ (x-ı-6 )-oA . /
-1  

4
= f  i ( x + 6 ) - y x

o 5 
9

dx

dx

/x -  (x -(- 6) dx o

1 3 4 - 1 6 , 1 _ 5 , 9  
30 15 6 3

ÇÖZÜMLER

x-5y+6=0

2. a) y = 4 (1 -  x^), y = x“̂ -  1

y = y => 4 (1 -  x )̂ = x“̂ -  1 => x‘* + 4x  ̂-  5 = 0 = > x ^ = l= > x  =
1 1 

A = y ^ ^ 4 (l-x 2 )-x ‘̂ +1̂  dx = J - 4 x ^ - x ^ + 5 d x

± 1

- 1

4 1
_ r  3 5 3 5 15
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b) y = -  4x  ̂+ 4 , y =

y = y => X 
2

-  4x^ + 4 = x  ̂=> x‘* -  5x  ̂ + 4 =>x = T 2 ,  x  = + 1

A = /|yı-y2İdx
-2

1 2
A = 2 / (x'^-4x2 + 4 -x 2 )d x + 2  / (x 2 -x ‘*+ 4 x ^ -4) d x +

= 2 4 - | x3+4x
1

+ 2 5x  ̂ X® 2’
5 3 0 3 5 1

c) y = y =x^+ 1 ’ x^+ 1
y = y X ^ = l  => X = T İ

I t İ z -2-l  + x2 l  + x'

=  " T "  + " T "  “ 2 + arctaiK 4 4

dx = arc tan x ‘ -  / İ i 4 d x +  / - J ^ d x
-1 l  + x ‘̂  _ı l  + x'̂

^ ■ 4 ^ - 2  + 4-  + 4-  = : r -2br2
.1 4 4

d) y =

y =

8 , 4y = x2
x^+4

® - 4y2 + 4y -  8 = o
4y + 4 

y 2 + y - 2 -  O 

y = l  X = T 2

2 Q „2  V 2

_ 4 .İ L _ _ ° -  + 4 .İ L _ _ ö_ = 2 7 1 - -  br  ̂"  4 12 4 12 3

e) y = x + l , y  = cos x , y = 0 

y = y => X + l  = cos X => X = 0

A.= f  cosxdx+ J  X + 1 dx = +sin x
-1

n/2 „2
+ — + x 

0 2
0 Q
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f) A = / (| y | / l-y ^ -y ^ + l)d y
- 1

1
= 2 / ( y / l- y ^ - y ^ + l jd y

= 2 1 2 . 1  y^+y
2 3 ^ ^ ^  3

g) x = y ^ ( l - y ) ,  x = 0 - ^ y  = 0 ve y = l
d İ  3 4

A =  /xdy= / y 2 (i-y )d y  = ^ - - ^" " "  ' . l _ X  = J_ b r 2
O 3 4 12

o

3. A= 2 -  x ^ ) ^ - f - ( l  -  x^ )^  j  dx = 4 y^d -  cos^x)^ . (-sin x) dx
o '  n!2

71İ2 n ! 2 ,  ,  ^  . 2  n l2   ̂ ,
l - c o s 2 x \  d x = / l - 2 c o s 2 x + " » " ^ + l dx

•br

=  4  J  sin^x dx = 4 
o o o

'
. o- , sin4x 

X  -  sın2x H------— + f
7 1 /2

8 2 0

4. (y -  2)  ̂= x̂  => y = x̂ ''̂  + 2 veya 

y = -x̂ ^̂  + 2

A= y"^x^^2+2 + x^ ''2 -2 j dx 
o '

= / 2 x ^ d x  = | x5^ '= | b r ^
O 5

5. S, = / e * sin x dx = e (-cos x) I -  f  (- cosx)(- e dx
J  İ n * '
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= e " + 1 - e ’̂ sinx I -  j sinx(-e *)dx
o

e“^+ 1

= e "  + l -  J  e *  sin x dx

2Sı = e ’' + l = > S j =  2 

2ji
Sg = J  e   ̂ sin X dx = e * (-cos x) -  J  sin x (-e *) dx

2n 2n

= -  e-2" -  e-" - e *sinx
2n 2̂1

-  j sinx(- e

- 2S2 = e-2" + e-" => -  S2 =

e _ ^ L tl. e"^= e-^

e - ^ + e - n

dx

S 2 _ e ^ + e   ̂
e”^+ 1

e 1
g - n ; r ^  g - ( n -  l ) ;r

7. (x  ̂+ = 4x  ̂ => r® = 4r  ̂cos  ̂0 sin  ̂6

= 4 cos  ̂0 sin  ̂0 => = sin  ̂20
7Üİ n/A

^  = -|- /r2d0 => A = 4 f  sin  ̂20 d0

n/A
= 4 / 1 -  cos4ö d0

_  ^  

o 2
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8. a) y = 1 < x < 165 o

yİ = I  xî " -  I  x-i'^ ^  1 + (yi)2 =  1 +  ^  -  2 +

= 1 + 1 (x i^ -l)^
4 ^V2

-  f / İ T W d x 4  /  |“ =

b) y = v/sec^t- 1 , -  ^  < x < -  ̂
o

y' = v/sec'*x- 1 1 + (y')^ = 1 + sec^x -  1 = sec  ̂x =>
E. H

 ̂ ^ J\  + (y')2 dx = ^  sec^x dx = tan x | 2

9. y = v/l-x2 , 0 < X < ^

1/2
S=2rt /|yiyi + (y i)2d x , y -  r - ^  

o -l X
1/2 ________  I-------------- 2—  ^  1

=  2 n  J  J l - x ^  1 +  ^  „ dx = 2ti f  dx= 2 n  - ^  =  n  br̂  
o < o ^

10. x = | t^ , y = t ,  J l < t < 2 j 2

2/2 _̂________  2/2 _̂____ 2/2
s=27t f  |y|y(x')^+(y')^ dt = 2ti f  t J  t^+ 1 dt = jı -|-(t̂ + 1 )^

/ 3  / 3

= n-|(27-8)=:-y-TC br2

/ 3

11. a) y = / cosx , y = l ,  x = 0 ,  x = -|-

®2
V = 71 f  (v/cosx)  ̂dx = 7t sin X

ö

;z/2
= 7t br^
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c) y = + 1

y = - X  + 3
y = y =>x^ + l = - x  + 3

x̂  + x -  2 = 0 => x = - 2 ,  x = l  
1

V = 7l / [(-x+ 3)2 -(x2+ l)2| d x  
-2   ̂ ^

1
= 71 / (x 2 -6 x  + 9 - x ‘* - 2 x 2 - l ) d x  

-2  '

= n m b , ^

d) y  = x^ 2̂  ̂ X = 1 , y  = 0

V  = 7t / ( x ^ ) 2 d x  
0

= 7t f  x^ d x  = 4 "  br^

^ I y =x3/2

1
0 ^

e ) y  = v / x + l , y  = y x - l , x = l , x  = 3

0 1 X

3
V  = 71 / dx

y
----_^y=Vx+T:-:-x-:-xxx:Sx:x{

1 __— !-y = V x ^

= 7t y | ^ / x + l j  - ^ / x - l j  dx

3 - 1 0  
= 71 l )d x  = 47t br^

+ 1

1 3 x‘
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f) y = cos X + sin x , y = cos x -  sin x , x = 0 , x =

nü
V = 71 y^|(cosx + sinx)^-(cosx-sinx)^| dx 

nlA
=  . / ( !  +  2 cos X sin X  -  1 +  2 cos x sin x) dx

o

n

= 4ti
sin^x = 2ti  ̂̂  1 = 71 br^

12. a) y = / x ,  y = 0 ,  y = x -  2 
2

V = 7C / [ (y  + 2)2-(y2)2]d y
o

= 7 t[i(y  + 2 )3 -iy ®

= 71 32 _ 8 
3 5 3

184 br3 
15

b) y = sin X  , y = 1 , X  = 0 
1

V = t: y^(arcsiny)2(iy 
0

= 71 [ arc sin^ . y 

1 1 

o
dy

= 71

-  f  2 arc sin y ■■■
o v/ı-y^

^  -  2 (-a rc s ir» .a -

= 4  (ti2 -  8) br  ̂4
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e)

Silindirik tabakalar yöntemiyle yapalım.
3 3

V  = 2ti yx|f(x)-g(x)dx| = 2ti / x i ( x - 2)^+^ -  |x -2| dx

= 271 J  — x [(x -  2)^+ l|dx- 2;r y^x|x- 2| dx 
1  ̂ 1 

3 2 3

= n  J (x^-4x^+5x)dx+2;r y ^ -x (x -2 )d x -2 ;r  J x ( x - 2 )  d x

16n _ 8^  _ Tin  , 3
3 3 3 3
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f) x = /l + y 3 , x = 0 ,  y = l ,  y = 2

V = n J  x^dy= J  1 + y^dy = Y + '^  lı~ ^

13. a) V = 2n f  y l u(y)-v(y) I dy 
o

1

= 271 /  y Il-(y-y3)l dy

= 2n f  (y-y^+y^) dy = ^  ti br^

b) V = Tt/(x^-x^)dy = 7 i/ [ l- (y -y 3 )2 jd y  
o o

= 71 / ( l - y 2 + 2 y ' ‘ - y ® ) d y = ^ 7 i b r ^

± X
c) V = 7t y^(f(x)-g(x))^dx= 7T f ( l - y  + y^)^dy 

o o

= 71 / | l  + y 2 + y 6 - 2 y + 2 y 3 - 2 y ^ ) d y = ^ j 7 i

d) Sözkonusu bölgenin y = 1 doğrusu etra­
fında dönmesiyle oluşan cismin hacmi, o 
bölgenin bir birim aşağı kaydırılmasıyla 
elde edilen bölgenin x -  ekseni etrafinda 
döndürülmesiyle elde edilen cismin hac­
mine eşittir. Buna göre 

o
V = 2tc J^|y[l-{y+l)+(y+l)^]dy| 

o
= -271 /(y "+ 3 y 3 + 2 y 2 + y )d y = | | 7 tb r3

olur.
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14. 3  ̂=2x3- ;

y = O <=> 2x3 _ x ‘* = 0 «  x3 ( 2 - x) = 0 <=> x = 0 ve x = 2

^ 2 x 3 -x ‘* j__ _ / x ‘‘ X® |2\ 8\ 2nV = n J y ^ d x  = n j  ■ 
o o

br3

15. (y -  x)  ̂= x3 ^  y -  X  =  T x3''̂  => y = x T , x = 1 
1 1

V = Tt ŷ [(x + x3^2)2_ Jj3/2)2j ( J j j  _ j  = UA. - İL ^ | = -y 7T bf3

16. V = 71 /(c -  sinx)3 dx
o

n -  arcsinc

+ n j (s in x - c)3 dx
arcsinc

n

+  71 y ^ ( c - sinx)3 dx
n -  arcsinc 

arcsinc n -  arcsinc

= 2ti ŷ (c -  sinx)3 dx + TC sinx -  c)̂  dx
X = ;r -  u 

dx = -  du

=  2 ti c 3 x -  2 c c o s x +  t t  -
X  Sİn2x I arcsinc \

lo /

/X sin2x , o , 2 l'̂+ 71 —------ :—  + 2ccosx + c^x\ 2 4 n -  arcsinc

cos (arc sin c) = /l -  ve sin (2 arc sin c)

= 2 . sin (arc sin c) cos (arc sin c) = 2 . c / l - c ^  olduğundan

,2 ,V = 2tc

+  71

emaresine + 2c /l -  ĉ  + 7̂~csinc _ ĉ  -  2c

I  _ ar|inç ^ i   ̂ _ 2 ,  ^ ,  2

2 • arcsinc , 1 r\----- 5 o /;-----2 2-  e arc sın e -  — -̂---- 1- — e y i -  e ' -  2c /I -  c“ -  emaresine

=  27C — - 2 c  + c3 — 4 2

V ' , = 0 <=> 27C (c7i -  2) = o o  e = dir ve V ' = 27t̂  > 0e n  e
2 . .e = — minimum noKtan
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17. [a, b] aralığının bir parçalanması P = ( Xq , Xj , , Xĵ _j , x„

olsun. € [ x̂ _̂  , x  ̂] alalım.

Boyu f  (Zj )̂, eni AX|̂ olan dikdörtgenin x = c ekseni etrafında döndü- 
rülmesiyle meydana gelen silindirik tabakanın hacmi

AV̂  = I 7t (x  ̂-  c)̂  -  71 (xt_ı -  c)̂  I f  (Zjj)

= 2 71
(X}^-c) + (x^^_^-c)

I f  (Ẑ ) I . Ax̂ .

ıiT̂ ıı  ̂ • • (x,^-c)+(x. _-, -c)
||P|| 0̂ için — ^

olacağından

V= lim 2n  2
lİPİ-o k=ı

= 271 J  (x -  c) flx) dx

bulunur.

18. Problem 17 den 
1

V= 2n J  ( x -  (-1)) . ftx) dx 
o

1
= 2ti J  (x + 1) x  ̂ dx

o

= 2ti 

olur.

6 5 = -7F^br2 15
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19. [a, b] aralığının bir parçalanması P = { Xq , , Xj,_̂  , x„ } olsun,

e [ X]̂ _j , x,j ] alalım.

Boyu ( f  (Z,ç) -  g (S jj)) ,  eni AX|̂  olan dikdörtgenin x = c ekseni etra­
fında döndürülmesi ile meydana gelen silindirik tabakanın hacmi

Ax̂  = ( 7t (x,̂  -  c f  -  n (x^_ı -  c)̂  ) ( f  (1^) -  g (Z^))
(x. -c-Lx^ , - c )

= 2ti -----  ( f  (Sfc) -  g2
n (xj^-C + Xj .̂

^  ( AxkV = 2ti 2
k = l

(x . - c - ı - x .  _ , - c )
------------2------------= Z)̂  -  c olduğundan

||P|^0 için

V= lim 2;r 2  -  c) ( f  (Zĵ ) -  g (Z^)) Ax̂
İİPİl-o k = ı

= 2ıt J  (x -  c) ( flx) -  g (x)) dx

20. V= 2ıt J  ( x - c )  I f lx ) -  g(x) I dx
a

1
= 2n J  ( x - ( - l ) ) (-2x^ + 4x -  2x) dx 

o
1

=  2 ti (x  +  1 )  (2x -  2x )̂ dx 
O

1
= 4n j  x̂  + X -  X® -  x̂  dx 

o

= 4ji ^ x İ _ x l
2 4 = 4 ; r — = 4
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21. Kesit bir kare ve kenarı x birim olduğundan, kesitin alanı A(x) = x̂  
3 3

y = f  A(x) dx = J  x̂  dx = 9 br^

22. t̂  + = 1  => = 4 -  4t^

=> kesitin alanı A(t) = 4 -  4t^
1 1

V= /  A (t)d t=  /  (4-4t2)dt = 4

2 - f
16
3


