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KUMELER VE SAYILAR

KUMELER

Bu bélimle ilgili temel bilgiler asagida Gzetlenmistir. Problemlerin
¢oziimiine gecmeden 6nce bu kismi okumaniz tavsiye olunur.

TANIM

Eger bir A kiimesinin her eleman1 B kiimesinin de bir eleman: ise A
kiimesi B nin bir alt kiimesidir denir ve A ¢ B geklinde gosterilir, yani

AcBoelae A=ae Bl

Eger A kiimesi B kiimesinin alt kiimesi degilse bu A ¢ B seklinde gos-
terilir.

TANIM

A ve B kiamelerinin egitligi
A=BoAcB ve BcA

seklinde tanimlanir. Eger A kiimesinin en az bir eleman1 B de degilse
veya B in en az bir elemam A da degilse A ile B farklidar denir, A # B
seklinde gosterilir.

TANIM

A ve B kiimelerinin elemanlarindan meydana gelen kiimeye A ile B
nin birlesimi denir. A U B ile gosterilir. Buna gore,

AuB={x:x€e A veya xe€ BJ

TANIM

A ve B kiimelerinin ortak elemanlarindan meydana gelen kiimeye A
ile B kiimelerinin arakesiti veya kesisimi denir, A N B ile gosterilir.

ANnB={x:xe A vexeB}.




KUMELER VE SAYILAR

N

ANnB=0 ise Aile B kiimeleri ayriktir denir.

TANIM

A kiimesinde olup da B de bulunmayan elemanlarin kiimesine B nin
A kiimesine goére tiimleyeni denir, A \ B ile gosterilir.

TANIM

A ve B kiimelerinin simetrik farki, kiimelerden birine ait olup da
digerine ait olmayan elemanlarnn kiimesidir.

Buna goére,
AAB=(A\B)u(B\A)

TANIM

Higbir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir. @ sembolii ile gos-
terilir.

TANIM

Bir A kiimesinin E evrensel kiimesine gore ttimleyenine A kiimesinin
tiimleyeni denir. A'ile gosterilir. Buna goére

Al={x:1lxe A}

=
=

TEOREM (De Morgan Kurallar1)

A ve B herhangi iki kiime olsun.
(a) (AUB)Y=A'nB*
() (ANB)=AtnB*

TANIM

A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi, a€ A ve be B olmak
tizere tiim sirall (a, b) ikililerinin kiimesidir. Buna gore,

AxB={(a,b)lacec Avebe B}
dir.
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TEOREM

TUMEVARIM YONTEMI

Dogal sayilarla ilgili 6nermelerin dogrulugunu géstermeye yarayan
ispat metodlarindan biri de tiimevarim metodudur. Bu metot agagidaki
basit teoreme dayanir.

D c N olsun. D kiimesi
(a) 1eD
b) keD = (k+1)e D

sartlarim gergeklerse D =N dir.

ve

P(n) dogal sayilarla ilgili bir 6nerme ve D de bu énermenin dogruluk
degerleri kiimesi, yant

D={n:ne N ve P(n)dogru)

olsun. Eger

(a) 1eD

(b) ke D oldugunda (k+1)e D
ise D =N dir, yani P(n) 6nermesi her n € N i¢in dogrudur.

PROBLEMLER

1. A, B ve C herhangi ii¢ kitme olsun. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu
gosteriniz.
(a) ANA=9 (b) AND=A
(c) AA@=A (1) AuUB=BUA

(e) AnB=BnA

g AuBuUC=AuUuB)uUC

1) AABAC)=(AAB)AC

k) AnBuC=(AnB)UANC)
(m)A'\B'=B\ A

(o) AnB)xC=(AxC)n(BxC)

() AAB=BAA

W ANBNC)=(ANnB)NC

§) AUBNC)=(AUB)N(AUC)
O ANBNC=(A\B)UAND)
(n) (AUB)xC=(AxC)UBxC)

(p A\B)xC=(AxC)\BxC)
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Asagidaki 6nermelerin dogrulugunu gésteriniz.

(a) AnB=A < AcB
(b) AUB=B < AcB
(c) AAB=9 < A=B
(d) AAB=E A=B*

(=14

(e AcB o Als B
) AnB=9¢ o Bcat
(g AcCveBcC & AuBcC
(h) CcAveCcB & CcAnB

i) AxB=0 < A=@ veya B=¢
G A\Bf=@\A' o A=B

a ve b pozitif iki say1 olsun.
a_.b
B + g >2

oldugunu gosteriniz.

n bir tamsay1 olmak {izere, P = 2n geklinde yazilabilen p sayisina ¢ift
say1 denir. q + 1 ¢ift oldugunda q sayisina tek say1 adi verilir. Buna
gore tek sayilar 2n-1 seklinde yazilabilen sayilardir. Ispat ediniz ki eger
a bir tek say1 ise n?~1 sayisi 8 ile boliniir.

Eger her pozitif hi¢in 0 <x <h ise x =0 dir, ispatlayimz.

Ispat ediniz ki

(a) Her bir x reel say1s1igin n > x olacak gekilde en az bir n dogal sayis1
vardur.

(b) x> 0ise % < x olacak gekilde en az bir n dogal sayis: vardir.

a, b ve x reel sayilar olsun. Her bir n dogal sayis1 i¢in
an<a+h
n

ise x =a dir, gosteriniz.
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8. aveb, a <b olacak gekilde, herhangi iki reel say1 olsun.

a+b
5 <b

oldugunu gosteriniz.

a<

9. xvey, x <y olacak gekilde, herhangi iki reel say1 olsun. x <z <y ola-
cak sekilde en az bir z reel sayisimin varhigini gosteriniz. Bu 6zellikten
yararlanarak, “Herhangi iki reel say1 arasinda sonsuz goklukta reel say:
vardir” diyebilir miyiz?

10. xrasyonel, x# 0 ve y irrasyonelolsun. x+y, x-y, x.y, x/y ve
y/ x sayillarinin irrasyonel oldugunu gosteriniz.

11. Iki irrasyonel sayinin toplami ve ¢arpimi daima irrasyonel midir?

12. “Herne Nigin 1+2+3 +...+n= % (2n + 1)? dir” énermesini p(n) ile

gosterelim.

(a) Herhangi bir k dogal sayis1 i¢in p(k) dogru oldugunda p(k + 1) de
dogrudur, gosteriniz.

(b) “Tiimevarim metodu geregince p(n) énermesi her n dogal sayis: i¢in
dogrudur” diyebilir miyiz?
13. Her n € N icin asagdaki egitliklerin dogrulugunu gésteriniz.

(a) 1+2+3+...+n=%n(n+1)

(b) 12+22+32+...+n2=—}5—n(n+1)(2n+1)

(c) 13+23+33+...+n3=%n2(n+1)2
(d1+3+5+..+2n~- 1)=n?

() 12+ 32+ 5%2+ ... +(2n— 1)2=%-n(2n—1)(2n+1)

0 22+42+62+...+(2n)2=—§—n(n+1)(2n+1)

(g 21+32+42%2+..+(n+1)2™1=n2"
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

(h) 1.4 +29 +... +n(n+1)? = %2 n(n+1) (n+2) (3n+5)

(1) 1.23+2.34 + ...+ n(n+1) (n+2) = :11- n(n+1) (n+2) (n+3)
G) 12— 22432— 424 — . 4 (-1)*1 0% = (1) 2(22*—1)
k) 1A +2@2H +3@H + ... +n(n) =(n+1)1 -1

Q) a+(a+d)+(a+2d)+...+(a+(n—1)d)=%[2a+(n—1)d]

1,1 .1, . 1 _ n
(M5 *33 34 " om+D n+l
(n)1—+—2— 32 n? _nm+1)

12 735757 @n-1D@n+D 2@n+ 1

1 1 1
© $6+D "o D+ Tt Gra- Dprn) p(p+n)’

.

(pe RYH

- 1
(P 1+a+a2+...+a"=113n+

, (az 1)

on+1l
x# 1 icin H A+x?)= —ILX—- oldugunu gosteriniz.
=0

n ok -1
x#1 igin 3 X == 1 __1
Ke11-x2* 1-x gy

oldugunu gosteriniz.

1

_k N
Her ne N i¢in Z (k+1)' 1—(n+1)!

oldugunu goésteriniz.

Her n dogal sayisii¢in = D) . P

p=n+1 m=1

+1
I)n oldugunu gosteriniz.

O0<p<1 igin (1-p)"21-np oldugunu gosteriniz.

Her ne N ve 0,20 igin
Q+a)A+0y)...1+0)21+ (0 +... +0)

n

egitsizligini ispatlayimz.
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20. Her ne N ve 0<a <1 igin
I-0aPp@-0y)...(1= 0 )21 —-(0t; + 0 +...+0,)

esitsizligini ispatlayiniz.

21. Her n e N i¢in agagdaki esitsizliklerin dogrulugunu gosteriniz.
(a) (2n)! < 228 (n!)?

(b) n! s(%l)

(¢) 3">2n.2"
(d) 2!. 4 ...2n)! >+

22. Her ne N, i¢in
3" +4°<5°

oldugunu gosteriniz.

23. Her ne N icin,
(a)n(2n + 1) (7n + 1) sayisimn 6 ile

(b) 373 _ gim+2 sayisimin 11 ile
(c) 32n+1 4 gn+2 sayisin 7 ile
(d) 8.5%1 4 2302 sayisimn 17 ile
(e) 1740+1 4 39%n sayisimin 5 ile
() 12" + 10 sayisinin 11 ile

béliinebilecegini gosteriniz.

P RTET S TP 1) ini - )
24. (1 4)(1 9)(1 16)"'(1 nz) ifadesini sadelegtirerek sonucu bulu

nuz. Buldugunuz sonucu tiimevarimla ispatlayimz.

25. n elemanh bir kiimenin alt kiimeleri sayisinin 2" oldugunu gosteriniz.
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26.

27.

28.

29.

30.

p20 ve ne N, icin

nn-1) pz

(1+p)f=21l+np+ 5

oldugunu gosteriniz.

O<p<1 ve herne N i¢gin

nn-1) »

(1-p"<l-np+ 5 P

oldugunu gisteriniz.

p>0 ve ne N, icin

n? o

1+p)P21+np+ 7P

oldugunu gosteriniz.

Her ne N igin

(o) +5) ) =) - ()

oldugunu gosteriniz (Yol gésterme : (1 + x)* (1 + x)® = (1 + x)*® 6zdesli-
ginden x" nin katsayilarim kargilagtiriniz).

Her ne N i¢in

2 2 2 2 2
on\® (2n\® (2n 2n on\*_ . fon
(5) (0] + (3] - fon ) < () = n(3)
oldugunu ispatlayimz (Yol gosterme: (1 + x)%* (1 - x)?* = (1 — x?)*® 6z-
desgliginden yararlaninmz).
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COZUMLER
(a) xe AVA =2 xcAvexegA= xcAvexeAl= xe AnA'=0
= A\NACQ 1)

XeE® = xe AnA! = xe A ve xeAt= xe A ve xg A
=> xeA\A=> OcANA (2)
(1) ve(2)den A\ A =9 bulunur.

(b) xe A\PD= xcAvexg@D= xcAvexe@=E

= xeAnE= xe€ A

= A\QCcA (3)
xe A = xeANE = xeAvexeE= xec A ve xg E!
> xcAvexe@=xcA\ND0=> AcAN\ND (4)

(3) ve (4Yden A\ @ = A bulunur.

(¢ AAB=A\NB)UB\A), B= @ alimirsa
AADG=(A\ND)U@\A)=AuPB=A

(d xeAuB o xe A veya xe B x€ B veya xe A® xe BUA

) xe AnB e xe AvexeBe xeBvexeAe xe BnA

Hh AAB=(A\NB)UB\NA)=(AUB)NANnB)= BUA\BNA)
= (BVA)UA\B)= BAA

(g xe AuBUC) = xe A veya xe (Bu()
= x€ A veya (xe B veya xe€ C)
= (x€ A veya x€ B) veya xe C
= x€(AuB) veya xe C = xe (AUuB)uUC
= AuvBulCc(AuB)uC (5)
xe(AuB)UC = xe (AUB) veya xe C

= (x€ A veya x€ B) veya xe C
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)

(k)

= x€ A veya (xe B veya xe C)

= x€ A veya xe(BUC) = xe AuBuUC(C)
=2 (AuvB)UCcAUBUC) (6)
(B)ve(B)dan AuBUC)=(AuB)ULC

xe AuBn(C) Xx€ A veya xe (BN C)

=
= x€ A veya (xe B ve xe C)
= (x€ A veya xe€ B) ve (xe A veya xe C)
= xe€(AuB) ve xe (AUC()
= xe(AuB)Nn(AULC)
=2Auv(BUCc(AuBUAUC() )]
xeAUuB)Nn(AuC) = xe(AuB) ve xe (AUCQ)
= x€ A veya x€ B ve x€ A veya xe C
= x€ A veya (xe B ve xe C)
= x€eAveyaxe(BNnC)= xe AuBnNnCQC)
=2AUB)NAUCIcAUBNCOC) (8)

(MNHve(®den AuBNC)=(AUB)N(AUC)

xeANnBUC) = xe A vexe(Bul)
= xe€ A ve (xe B veya xe C)
= (x€ A ve x€ B) veya (xe A ve xe C)
=xce(AnB)veyaxe AnC)=xe(AnB)UANC)
= AnBuClc(AnB)UANCQC) 9)
x€e ANB)UWANC)= xe(AnB) veya xe An(C)
= (x€ Avexe B) veya (xe Avexe C)
= xc€ A ve xeB veya xe C
= xeAvexeBuC
= x€e AnBuU()
= ANnBIUANC)cAnBUCOC) (10)
(9) ve (10) dan An(Bu C)=(A N B)u(AnC) bulunur,
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y

ANBuUC=(A\B)UA\NC()
x€e ANBNnC) = xeAve xg(BnC(C)

= x€Avexe BNCY
xe A ve xe B'UCY
x€ A ve x¢ B veya xe C
(xe A ve xz B) veya (xe€ A ve x¢ C)
x€ (A\B) veya xe (A\ Q)

= x€ (A\B)U(A\C)
= A\NBNCc(A\B)U(A\C) (11)
x€e (A\B)UA\NC) = xe€ (A\B) veya xe (A\C)

= (x€ A ve x¢ B) veya (xe A ve x¢ C)

Lol

= xc€AvexegBvexeC

= xecAvexeg(BnCO)

= xe ANBNCQ)

= (AN\B)UANC)cANBNO) (12)
(11) ve (12)den AN(BNC)=(A\B)u(A\ C) olur.

(m) A*\ B'=B\ A

(n)

xe A'\B' = xe A ve xg B'= x¢ A ve xe€ B
= xe B ve xe A= xe B\A
= A'\B'cB\A (13)
x€E B\A = xeBvexgA= x¢& A ve xeB
= xe Al ve xg B'= xe A*\ B
= B\ACA'\ B! (14)
(13) ve (14) den egitlik bulunur.
AuB)IxC=AxC)uBx0)
x,yVe(AuB)xC = xe(AuUuB)veyeC
= (xe A veya xe B) ve ye C
= (xe AveyeC) veya (xe B ve ye C)
= (x,y)e AxC veya (x,y)e BxC
= (x,y)e (AxC)uBxC)
= (AuB)xCcAxC)uBx0() (15)
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x,ye(AxC)uBxC)
= x,y)e (AxC)veya(x,y)e BxC)
= (xe Aveye C)veya(xe Bveye C)
= (xe€ A veya x€ B)veye C
=> x€eAUBveyeC= xy)e (AuB)xC
= (AxC)UBxC)c(AUB)xC (16)
(15) ve (16)den (AUB)xC=(AxB)u(BxC)
(o) AnB)xC=AxC)n(BxC)
x,y)e(AnB)xC = x€(AnB) veyeC
xeE A vexeBveyeC
(xe AveyeC) ve (xeB ve ye C)
x,y)e AxC ve (x,y)e BxC
xy)eAxC)n(BxC)
AnB)xC=AxC)n(BxC) a7
xy)e AxCO)NnBxC) = xy)AxC)ve(xy)e (BxC)
= (xeAveye(C) ve (xeB ve ye C)

L

= (xe Ave xeB) ve yeC

> xeAnBveyeC= x,yy(AnB)xC

= AxC)nBxC)c(AnB)xC (18)
(17) ve (18) den istenilen esitlik bulunur.

2. @ AnB=Ao AcB

=:ANB=A olsun. A c B oldugunu gosterelim. x € Aise xe AnB
dir. Dolayis1ile x € B elde edilir. Bu durumda A c B dir.

<:AcB olsun. An B =A oldugunu gésterelim. x € A n B alalim.
Dolayisiile xe€ A dir. Yani An B c A olur.

x € A alalim. A c B oldugundan x € B dir. Dolayisiile x€e An B
elde edilir. Yani Ac An B olur.

ANnBcA ve AcAnB oldugundan AN B =A dir.
(b) AUB=B= AcCB

= :A U B =B olsun. A c B oldugunu gosterelim. xe A isexe AuUB
dolayisi ile hipotezden x € B olur. Yani Ac B dir.

<:AcB olsun. A u B =B oldugunu gosterelim. x € A U B olsun. =
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x€ B dir. AuBcB saglanir.

x € B olsun. Bu durumda x e A U B olup, B ¢ A U B ger¢eklenir.
O halde Au B =B olur.

(c) =:AAB=0 olsun. A =B oldugunu gosterelim. Bir an i¢gin A # B
oldugunu diigiinelim. AAB=(A\B)u (B \ A)# @ olur. Buda
hipotez ile geligir. Yani A =B dir.

<:A=Bolsun. AAB =@ oldugunu gosterelim.
AAB =(A\B)UB\A)=00UPB=0
(dd AAB=E< (A\B)JUB\A)=EAUB)\(AnB)=E
© AnB=@0 ve AUB=E
< At=B
olur.
() = :AcB olsun. A*> B! oldugunu gosterelim. x € B* olsun. = x ¢ B
= hipotezden x¢ A = xe A'= Ao B!.
& :A' > B! olsun. A ¢ B oldugunu gosterelim.
x € A olsun. = x ¢ A hipotezden x ¢ B' gerceklenir.
= x € B elde edilir. Yani A ¢ B ger¢eklenir.
® AnB=0 & BcA®
=:ANB=0 olsun. B c A oldugunu gésterelim.
x € B oldugunu kabul edelim. A B =@ oldugundan x ¢ A olur.
= x € A! yani B c A' gerceklenir.
< :Bc A olsun. AnB =@ oldugunu gosterelim.
x € B olsun. Hipotezden x € A* yani x¢ A olur.
Bu durumda A n B =@ gercgeklenir.
(g =:AcC ve BcC olsun. AuBc C oldugunu gosterelim.
x € AUB olsun. Budurumda x€ A veya xe B; xe€ A ise
A c C oldugundan x € C gergeklenir, yani AU B c C olur.
x € B ise Bc C oldugundan x € C olur.
Yani A U B c C gergeklenir.

=:AuBcC olsun. AcC ve B c C oldugunu gosterelim.
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x € A olsun. Budurumda x € A U B dir. Hipotezden x e C olur.
Yani A cC dir.
x € B olsun. Bu durumda x € A B dir. Hipotezden x € C olur.

Yani B c C dir.

(h CcAve CcB e CcAnB

(1)

Q)

3.

=:CcA ve Cc B olsun. Cc An B oldugunu gosterelim. x e C
olsun. C ¢ A oldugundan x € A gergeklenir. C ¢ B oldugundan
x € B dir. Budurumda x€ AnB. Yani Cc AN B olur.

<:CcAnB olsun. Cc A ve CcB oldugunu gésterelim. xe C ise
hipotezden x € An B dir. Yani x€ A ve x€ B. Bu durumda
C c A ve Cc B gergeklenir,

AxB=0 ise A0 veya B @ dir. Ciinki A# @ ve B# @ ise
AxB#0 olur.
(A\B=B\AleA=B

= :(A\ B)! = (B \ A)* olsun. A =B oldugunu gosterelim. Bunun igin
de AcB ve B c A oldugunu gostermeliyiz.

x€ A olsun. xe (B\ At
= x e (A \ B)* (hipotezden)
= xe (AnBY = xe AtUBY = xe A' veya x€ B

x € A' olamaz. Ciinkii x € A kabul etmistik. Bu durumda x ¢ B
dir. Yani A c B gergeklenir.

x€ B olsun. = xe (A\ B)!= x e (B\ A) (hipotezden)
= xeBn A= xe BUAY = xe BPUA
= xec B! veya x€ A
x € B! olamaz. Ciinkii x € B kabul etmistik.
Bu durumda x € A dir. Yani B c A gergeklenir.
&:A =B olsun. (A\ B)*=(B\ A) oldugunu gﬁsterelim
(A\BY=(A\A'=0'=EB\A=B\Bl=0'=
= (A\B)=(B\A)

(a—-b)220 = a2-2ab+b?20 = a?+b%>2ab
a

2, b2,
ab ab- " b

=2

mlc‘
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4.

(b)

a tek say1ise n € Z olmak iizere a = 2n -1 seklinde yazilabilir.
a?-1=2n-1%-1=4n’ - 4n+1-1= 4(@®-n)= 4n(n-1
n tekise n~1 ¢ift sayidir ve n -1 =2p yazlabilir.

a®?~ 1=4(2p+1).2p= 8p(2p+1)= a?-1, 8 ile boliiniir.

n ¢ift ise n = 2q yazlabilir.

a®—1= 42q(2q-1)= 8q(2q—-1)= a?- 1, 8ile boluniir.

0 <x <h olsun. x # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda h < x ola-
cak sekilde bir h sayis1 bulmak miimkiindiir. Buise 0 <x <h kabulii-
miiz ile ¢eligir. Kabuliimiiz yanhgtir. Yani x =0 dir.

Bir an i¢in iddiamizin ger¢eklenmedigini kabul edelim. Yani her ne N
igin n <x, olacak sekilde bir x, bulunsun. Bu ise dogal sayilar kiime-
sinin tisten simirl oldugunu gosterir. Halbuki dogal sayilar kiimesi iist-
ten simirh degildir.

x > 0 olsun. 5. sorudan x > h olacak gekilde bir h sayis1 vardir.

= % , N sayis1 %S h olacak sgekilde se¢ilirse, aym n sayisi i¢in

1 <x olur.
n

Kabul edelim ki her n dogal sayis1i¢in a<x<a+ % oldugunda x #a
olsun. Bu durumda a + -E— < x olacak sekilde bir n dogal sayis1 vardir.

Buise x<a+ % olmas ile gelisir. Boylece kabuliimiiz yanhsgtir. Yani

X = a olmahdir.

a < b egitsizligin her iki yanina a sayisim eklersek

ath bulunur.

a+a<a+b=>2a<a+b= ac

a < b egitsizligin her iki yanina b sayisini eklersek

a+b

2 <b olur.

a+b<b+b=a+b<2b=

Yukaridaki egitsizliklerden a < a; b <b elde edilir.
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9.

10.

11.

x <y oldugundan y-x>0

6. sorunun b) sikkindan % <y —x olacak gekilde bir m € N vardir.

mx < n olacak sekilde her zaman bir n dogal sayisimin varligindan
sozedebiliriz.

Dolayisiile n—-1<mx<n = =>- % <x< % gergeklenir.

n 1 n
= —<X+—<X+y—-X=y = X<—<
m m y y m y

olur. Boylece iki reel say1 arasinda sonsuz ¢oklukta reel say1 vardir
diyebiliriz.

x rasyonel, y irrasyonel ise x +y nin irrasyonel oldugunu gésterelim.
Bir an i¢in x + y nin rasyonel oldugunu diigiinelim. x +y = % (p,q€’Z,

q # 0) seklinde yazabiliriz. x rasyonel oldugundan x = 5 (s # 0) olacak
sekilde r, s € Z vardir.

o Lyy-P _ ,_P_r_sp-ar

s q q s qs

olur ki bu y nin rasyonel say1 oldugunu gosterir. Bu ise hipotez ile
celigir. Oyleyse x + y irrasyoneldir.

(qs # 0)

x rasyonel, y irrasyonel ise —y sayis1 da irrasyonel olacagindan
X + (-y) = x - y sayis1 da irrasyoneldir.

X rasyonel, y irrasyonel ise x.y sayisimin da irrasyonel oldugunu
gosterelim.

Bir an i¢in x.y nin rasyonel oldugunu diisiinelim. Bu durumda

X.y= g (q#0) olacak gekilde p,q€ Z vardir. x rasyonel oldugundan

X = g (s £ 0) olacak sekilde r,s € Z sayilan vardir. Boylece
r p sp
—y=t = y=— #0
s y q Y rq (rq #0)

bulunur. O halde bu ise y nin rasyonel oldugunu gosterir. Bu kabuli-
miiz ile geligir. x.y sayisi irrasyonel bir sayidir.

/2 sayis1 irrasyoneldir. /5/5 = 2 irrasyonel degildir.
/2 +(=/2)=0 da irrasyonel degildir.
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12. (a) p(k) dogru olsun. Yani

(b)

13. (a)

1+2+3+...+k=%(2k+1)2

olsun.

p(k+1) igin
1+2+3+...+k+1=-£1;(2k+3)2

esitliginin dogrulugunu gosterelim,

(1) esitsizliginin her iki yanina k + 1 sayisim ekleyelim.

1+2+3+..+k+k+1==2k+12%+k+1
(4k® +4k + 1 + 8k + 8)

(4k? + 12k + 9)

|—= o= |~ 00|

_ 2
= 8(2k+3)

(0

“Tiimevarim metodu geregince p(n) onermesi her n dogal sayisi

i¢gin dogrudur” diyebilir miyiz?
Hayir. Ornegin n = 2 igin

1 -2_25
8 5 8

olur ki, bu dogru degildir.

3=

1+2+3+...+n=%n(n+1)

1) n=1 igin 1=%-1~2 = 1=1 dogru.

2) n =k i¢in dogru olsun. Yani
1+2+3+.. +k=2kik+1)
oldugunu kabul edelim.

3) n=k +1 igin de dogru olacagini, yani
14243+ .+ k4 D=phk+Dk+2)

olacagim gosterelim :

4y

IDn
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(D) esitsizliginin her iki tarafina (k + 1) eklenirse esitlik bozulmaz.

1+2+3+...+k+k+1=%k(k+1)+(k+1)

=%(k+ 1)k + 2)

O halde énerme n = k + 1 i¢in de dogrudur. Tiimevarim yéntemi
geregince 6nerme her n € N i¢in dogrudur.

(b) 12+22+32+...+n2=%;—n(n+1)(2n+1)

1) n=1 igin
12=1.1.9235 121
6
onerme dogrudur.
2) n =k i¢in 6nermenin dogru oldugunu, yani
P+224. +K =2 k(k+ D) (2k+ D) M
oldugunu kabul edelim.

3) n =k + 1 i¢in de 6nermenin dogru olacagini, yani
124+ 9224 ..+ (k+ 1)2=%(k+1)(k+2)(2k+3)

oldugunu gosterelim: (I) esitliginde her iki yana (k + 1) eklenirse
esitlik bozulmaz.

1249224 . +k2+ (k + 1)2 %k(k+1)(2k+1)+(k+1)2

- (k + 1)(k(2k+ 1)+6(k+1))

6
- %(k+1)(2k2+7k+6)

- %(k+1)(k+2)(2k+3).

(c) 13+23+33+...+n3=%n2(n+1)2

1) n=1 igin

P=p1222 5 1=1

onerme dogrudur.

2) n =k ic¢in énermenin dogrulugunu kabul edelim. Yani
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3)

P+2°48%+ . 4n®= Lk (k+ 1 )

olsun.

n = k + 1 i¢in 6nermenin dogru olacagini, yani;
184204+ (ko 1% = 2 (e 1% (k + 22

olacagin1 gosterelim:

(I) esitliginin her iki yanina (k + 1)3 eklenirse egitlik bozulmaz.

13+2%+ L +K3+(k+1)P = —}Ikz(k+1)2+(k+1)3

ko 1)2(k2+4k+4)

4

=%(k+1)2(k+2)2

d1+3+5+..+(2n-1)=n?

1)

2)

3)

n=1 i¢in
1=12= 1=1

onerme dogrudur.

n =k i¢in onermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani
1+43+5+..+(2k- 1)=k? 0))

olsun.

n =k + 1 i¢in 6nermenin dogru olacagini, yani
1+3+5+..+@2k+1)=(k+1)?

egitliginin varhfm gosterelim :

(D) esitliginin her iki yanina 2k + 1 eklenirse esitlik bozulmaz.

1+3+5+..+2k— 1+2k+1=k?+2k+1=(k+1)72.

K 1aAh+2@2H+3@H+..+nnh)=n+1!-1

1)

2)

3)

n=1 igin

1(1Y=21-1=>1=1
onerme dogrudur.
n = k i¢in énermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,
1AH+2@H+ ..+ k&) =(k+ -1 0))
olsun.

n =k + 1 i¢in énermenin dogru olacagini, yani,
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1 +2@H+ .. +k+D&k+D=k+2)!-1

oldugunu gosterelim. (I) esitliginde esitligin her iki yanmina (k+1) (k+1)!
eklersek egitlik bozulmaz.

1AN+2@H+ . +kE&D+Gk+ D&+ =G+ -1+k+1)k+ D!
=k+DI{t+k+1]-1
=k+1.k+2)-1
=(k+2)!-1.

0)] a+(a+d)+(a+2d)+...+(a+(n—1)d)=—121[2a+(n—1)d]

1) n=1 igin
a+(l- 1)d=%[2a+(1— Dd] = a=a

onerme dogrudur.

2) n =k i¢in 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim:
a+(a+d)+(a+2d)+...+(a+(k—1)d)=%[2a+(k—1)d] @M

3) n=k + 1 i¢in 6énermenin dogru olacagini yani

k+1
2

a+(a+d)+...+(a+kd)= [2a + kd]

oldugunu gosterelim.

(I) esitliginin her iki yanina a + kd eklenirse egitlik bozulmaz.
at@+d+..+@+GDd+@+kd =52+ k-Dd+a+k

_ 2ak + k2d - dk+2a+2kd _2ak+D+kdk+1)

2 2
~kt1i9s 4 kd]
2
1z 22 32 n? _nn+1)
@ 13*35 57 T GaoD@nT D 2@n+ D)
1) n=1 igin
1 __12 _ 1.1
@-De+D 2(2+D 3 3

onerme dogrudur.
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2) n =k i¢in 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani
12 | 22 k2 _kk+1)

olsun.
3) n=k + 1 i¢in de énermenin dogru olacagim, yani,

12 22 . G&+1?  _ k+Dk+2)
13 35 7 @k+1D(2k+3) 22k+3)

esitliginin dogrulugunu goésterelim.

k+1)?
@k + 1)(2k + 3)

(I) esitliginin her iki yanina say1s: eklenirse egitlik

bozulmaz.
12 22 k2 + &+ 1)2
1.3 35 7 @k-12k+1) @Ck+1D2k+3)

_kk+D &+ D? | @k+Pkk+1D+2Gk+1)?
2k+1)  @Ck+1D2k+3) 2@k + )2k + 3)
(2k + 3) 2)

_ G+ D[2KP48k+2k+2] gy 1ok Dk +2) _ Gt Dk+2)

2@2k + 12k + 3) T 2@k+ 12k +3) 22k + 3)

1_an+1
l+a+a?+..+a%="—">—
(®) a 1-a

(a#1)

1) n=1 igin
-a

= l+a=1+a

1+a=1

onerme dogru
2) n =k icin 6nerme dogru olsun. Yani

1+a+...+ak=1_Lthl
1-a

¢y

olsun.
3) n=k + 1 i¢in de 6nermenin dogru olacagini, yani,

kel _ l_ak+2

24 +aktl=

1
+a+a I-a

olacagim gosterelim.

(I) esitliginin her iki yamina a**! eklenirse egitlik bozulmaz.

1_ak+1
l+a+aZ+..+ak+aktl = =22 gkl

1-a
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_ 1_ak+1+ak+1_ak+2

1-a
l_ak+1
T 1-a
14. 1) n=1 igin
—x2 -
Tex=i2% o 14 x=0=XA+X 5y _14x
1-x 1-x

onerme dogrudur.

2) n=p i¢in 6nerme dogru olsun, yani

P op+1
oky_1-x
kl;[o(1+x ) T—x 0))
olsun.
3) n=p+ 1 igcin 6nermenin dogru olacagini, yani
p+2
oky 1-x%
H A +x°) 1 "
olacagim gosterelim.
+1
(I) egitliginin her iki yamm Q+x2) jle carpalim.
p _ 2p+1
T A+x®y1+x® = Q2X" ) 2ot
k=0 1-x
p+1l gpt1 9P t2
2y 1-& )2_1-x
I:[ (1+x 1-x T 1-x
15. 1) n=1 i¢in
x2 _ 1 __1
1-x2 1-x 1-x2
X _l+x- 1 X __X
1-x%2  1-x2 l—x2 1-x2
onerme dogrudur.
2) n=p igin 6nerme dogru, yani
p ok-1
L v

E 1—w
K=01-x2 17X p_,2°
olsun.

3) n=p+1 i¢in 6nermenin dogru olacagini, yani,

k-1
PYY 42 1 1

1= 1
K=01-x2 1-% q_x2*
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|

L2 |

2r

oldugunu goésterelim. (I) egitliginin her iki yanina W eklenirse
X

k-1 P
Pl g2v-1 g 1 x2

= - + —
K=01-x2* 1-x 1_x2° 1_x?

1 +-1+x2p+l+x2p—x2p“
1-x (1_x2")(1_x2")

1 1-x%
I-x q-xZ)y1-x2""

1 1
1-x g2t

16. 1) n=1 icin

1,1 _1_
a+1) a+mn 2

1
2
onerme dogrudur.

2) n = p i¢in 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

Pk, 1
ZErD e n
olsun.

3) n=p+ 1 i¢in 6nermenin dogru olacagim, yani

p+1 k 1
Sk e

egitliginin varh@in gosterelim.
pt+tl
®+2)

i k p+1 . 1 p+1

ZHrD T el oD T e

LR p+2 p+1 _ -p-2+p+1
= 2 a0 e T - it T ey

S S
(p+2)

(I) esitliginin her iki yanina sayisim ekleyelim,

17. Her n- dogal sayis1 i¢in

2n )m+1

2n
- 5
p= n+1p m=1

oldugunu goésteriniz.
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1) n=1 igin
1_senmt 1 1 1.1
2 2, m 1 2 22

onerme dogrudur.

2) n =k i¢in énerme dogru olsun. Yani,

2% — m+1
k+1p m=1

olsun.
3) n=k + 1 i¢in 6nermenin dogru olacagini, yani
2k +2 l=2k+2 (_ 1)m+1
p=k+2p m=1 m

1 1 1

olacagini gosterelim. (I) egitliginin her iki yanina TS Sl

sayisini ekleyelim.

%

1, 1 1 1 pm+1 1 11
p:§+1p+2k+1+2k+2 k+1 mzz:l m  2k+1 %k+2 k+1
R G- Ch LA SN S
p_k+2p 2 m 2k+1 2k+2
_ Z - 1)m+1 - 1)2k+1+1+(__1)z(+2+1 =Z(+2(_1)m+1
me 2k +1 2k + 2 me1 M

18. 1) n=1 igin

l1-p21-p

olur. Onerme dogrudur.
2) n =k i¢in 6nerme dogru olsun. Yani,
(1- pk=21-kp 0))

olsun.
3) n=k + 1 icin 6nermenin dogru olacagini, yani
Q-p*lz21-(k+1p
olacaghn gosterelim.
(I) esitsizliginin her iki yanim1 (1 — p) ile ¢arparsak
1-p¥(1-p)21-kp)(1-p) =1~ p**'21-p-kp+kp?
=1-p(1+k)+kp?>21-(k+1)p.
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19. Her ne N ve o, 2 0 igin
Q+a)Q+0g) ... T+a )21+ (0 + 0+ ... +0p)
oldugunu gosteriniz.
1) n=1 igin
1+0a;21+0; 6nerme dogrudur.
2) n =k i¢in énermenin dogru oldugunu kabul edelim.
A+a)@+0y)... A+o)21+(0; +0g+ ... +0y) D
olsun.
3) n=k + 1 i¢in de 6nermenin dogru olacagim gésterelim.
(I) esitliginin her iki yanim (1 + oy ,,) ile garpahm.
Q+0o) A +0g) .. T+oy) (X +0y, )21+ 0+ +04) (1 +0y,,)
=14 (0 +0g + o+ 0g) + 04y, + 0y, (0 + .+ 0y
=140 +0g+ .+ 0y + 0y, )+ 0y (0 + ..+ 04)

21+ (o) +0y+ ..+ 0y,y)

20. 19. soruya benzer gekilde ¢oziiltir.

21. (a) (2n)! < 22" (n!)?
1) n=1 i¢in
A<22(12=2<4
6nerme dogrudur.
2) n =k i¢gin 6nerme dogru olsun.
(2k)! < 27 (Kk!)? @D
3) n=k+1 i¢in de tnermenin dogru olacagint, yani
(2k + 2)! € 2742 [ (ke 1)! P2
olacagim gosterelim.
(I) esitsizliginin her iki yamimi (2k + 1) (2k + 2) ile garpalim.
QK)!. 2k + 1) @k +2) < 2% (k)2 2k + 1) 2k + 2)
22k (k1) (2k + 2) (2k + 2)
22 2.2 (kN2 (k + 1)
22k+2 (k! (k+1) )?
= 222 [ (k1) P

It IA

]
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(b) n!<(n;1)]rl

a;+a,+..+a
nfa,.a,.a4..4, < —i—%‘-

egitsizliginde a, =k (k =1, 2, ..., n) alimrsa

nn+1)
"123.n < 1+2+..+n = 2 - n+1
23.n < n n 2

n .
- v ndl n!s(“gl) elde edilir.

() 3*2n2"
1) n=1 igin
3 2 2 dnerme dogrudur.
2) n =Xk i¢in énermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,
3k > k2k @
olsun.
3) n=k +1 igin dnermenin dogru olacagini, yani
3%+1 > (k + 1)2k+!
esitsizliginin gergeklendigini gosterelim.
(I) esitsizligini her iki yanim 3 ile ¢carpalim.
3k+1 > gk an
bulunur.
Simdi, 3k.2¥ - (k + 1) 2%*! farkim inceleyelim. k > 2 i¢in
3k.2k— (k+1) 21 =2k (3k-2k-2)=2K(k-2)2 0
oldugundan 3k 2> (k + 1) 2¥*! dur.
Dolayisiyla (II) dan 3! > (k + 1) 2¥*1 olur.
(d)2!. 4 ..Co) 2 [ (n+I) "
1) n=1 igin
2! > 2! onerme dogrudur.
2) n =k ig¢in 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,
2! . 4! .. (2K 2 [ (k+ D) ¥ M

olsun.
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3) n=k +1 i¢in énermenin dogru, yani
2! .41, (2k + 2)! 2 [ (k+2)! J<*!

olacagini gésterelim. (I) egitsizliginin her iki yanin: (2k + 2)! ile
¢arpalim,

2.4 (2K 2k + 20 2 [ (k + 1) 1%, (2k + 2)!
=[ (keI K2k +2) 2k + 1) . ... (k + 2) (k + 1)!
>[I (k+2)(k +2)...(k +2) .(k + 1!

k+1 tane

=[ (ke Ik + DYk + 2051 = [ (k + 1) &+ (k + 2)k+!
=[{(k+ 1! (k+2) 1 =[ (k +2)! [+,

22. 1) n=2 igin
32+4%<5% = 25<25
onerme dogrudur.
2) n =k igin 6nerme dogru olsun. Yani,
3k + 4k < 5K M
olsun.
3) n=k + 1 6nermenin dogru olacagim gisterelim. Yani
gk+l 4 gk+l < 5K+l Glacagim gosterelim.
(I) esitsizliginin her iki yanim 5 ile ¢arpalim :
3k5+4k5<5k5
33 +4%4 <3855+ 4k5 <5k 5 = gkl 4 gkl < pkel

gergeklenir.,

23. (a)1) n=1 i¢cin n(2n + 1) (7n + 1) = 1.3.8 = 24 olup 6 ile béliiniir.
O halde 6nerme n =1 i¢in dogrudur.
2) n=k icin 6nerme dogru olsun. Yani k (2k + 1) (7k + 1) sayis1
6 ile bosliinsiin. Buna gore
k@2k+1)(7Tk + 1) =6p

olacak gekilde p tamsayisi vardir.
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3) n=k+ 1 igin dogru oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
(k + 1) (2k + 3) (7Tk + 8)
sayisinin 6 ile boliinebildigini gosterelim.
(k + 1) (2k + 3) (7k + 8) = 14k® + 51k® + 61k + 24
= (14k3 + 9k? + k) + (42k® + 60k + 24)
=6p+6(Tk2+10k +4)=6q (ge Z)

oldugundan 6 ile boliniir.

(b) 3™+ — 4%47*2 sayisinin 11 ile boliinebilecegini gosteriniz.
1) n=1 i¢in
31+3 _ 4%+2 = 81 — 4096 = — 4015 = 11.(-365)
oldugundan 6nerme dogrudur.
2) n =k i¢in énerme dogru olsun. Yani
gk+3 _ 44k+2 _ 11 p olacak sekilde bir p tam sayis1 var olsun.

3) n=k+1 énermesinin dogru olacagini yani 3K+ — 44k+6

sayisitnin 11 ile béliinebildigini gosterelim.

3k+4 _ 44k+6 = 3k+3. 33— 44 (44k+2) =3 (3k+3 _ 44k+2) _ 253.44k+2
= 3(3K+3 — 44k+2) _ 11.234%*2 = 3.11p — 11.23.4%k+2

11 (3p - 23.4%*%) = 11.q (qe Z)

Onerme her n e N i¢in dogrudur.

(1) n=1 igin

3521 4+2%2-15+2=17
oldugundan énerme dogrudur.

2) n =k icin énerme dogru olsun. Yani, p bir tamsay1 olmak tizere
3.5%1 4 93%2 _ 17p olsun.

3) n=k +1 igin 6nermenin dogru olacagini, yani
3.5%k+1 4 93k+1 gavisimn 17 ile boliinebilecegini gosterelim.
g.52k+1 | o3k+l _ g p2k-1 52 . o3k-2 o3

= 3.5%1(17 + 8) + 8.2%2



KUMELER VE SAYILAR

24.

25.

17.3.5%1 4 8 (3.52k-14 23k-2)
17p

17 (8p + 3.5%1)

17q, qe€ Z

olur. Onerme her n € N icin dogrudur.

~(1-LV(14+1 21 1 _1 1
=(1-3)(1+3 ( 3)(15) (13 ) (e 3)
_(l 2)(2 é)(§ §) (n 1)(n+1) n+1
12 2/\3 3/\4 4

olur.

1) n=2 igin %:%-(2;1)=,%=%

olur. Onerme dogrudur.

2) n =k ig¢in 6nerme dogru olsun.

(1—%)(1—%)...(1—#):%_1—)

3) n=k + 1 i¢in énermenin dogrulugunu gosterelim.

c(1-1)(;-1 D S N < 3 T 9
Yani (1 4)<1 9)...[1 (k+1)2] 26+ D saglanir mi?

(I) esitligini |1- 1 ile carparsak
s1thigini (k+1)2] ile carp
1 1 1 1 k+1 1
1- (1= (1- =)|1- -
( 4)( 9) ( kz)[ k + 1)2 2k (k+1)2J

_k+1 k+12-1 _k+Dkk+2) _ _k+2
2k | &+12 okk+12  2k+1)

Bir elemanl alt kiimelerin sayist (111) ,

ki elemanh alt kiimelerin sayis (g) ,

n elemanl alt kiimelerin sayisi (2) dir.

)
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26.

27.

Buna gére n elemanh bir kiimenin alt kiimelerinin sayis:

1+ (111) + (121) +..+ (:) = é}o(ﬁ)
olur. Ayrica
@b = 3 (2)arse

k=0
binom formiilinde a =b =1 alinirsa

- 5[0

bulunur.

1) n=0 igin
(1+p)P21+0.p+0p?2=1=1 6nerme dogrudur.

2) n =k ic¢in 6nerme dogru olsun. Yani,
(1+p)“21+kp+—k(k—2——12p2. )

3) n=k + 1 i¢in 6nermenin dogrulugunu gosterelim. (I) egitsizliginin
her iki yanm1 1 + p ile ¢arpilirsa

(+pi2l+kp+ KESD g2y p g2 KESD 3

=1+(k+1)p+p? k2—k+2k]+k(k-—1) pd

>1+(k+1)p+k(k+1)

bulunur.

1) n=0 igin
1<1 énerme dogrudur.

2) n =k ig¢in 6nerme dogru, yani
(1-pk<l- kp+k(k 1 p? @
olsun.

3) n=k + 1 i¢in 6nermenin dogru, yani

1-pkl<l-(k+1)p+>12—= k(k+ D p? oldugunu gosterelim.
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(I) esitliginin her iki yanim (1 - p) ile ¢arpahm.
(1-pisa-p-kp+EE=Dp2)

1-kp+ k(kz— D 2 k(kz— D 3

2_ -
1-(k+1)p+p? [k ;+2k]-k(k 1) p?

(k+1)p+k(k+1)

28. 1) n=2 i¢in
(1+p)221+2p+%p2 = (1+pP=2Q1+p?

onerme dogrudur.

2) n =k i¢gin 6nerme dogru, yani
2
(1+p)“21+kp+kTp2 (D
olsun.

3) n=k +1 i¢in énermenin dogru, yani
2
(1+p)k’“121+(k+1)p+&+‘;i)p2

olacagim gosterelim.

(I) esitliginin her iki yamm (1 + p) ile ¢arpalim.
2
(1+p)(1+P)k2(1+p)(1+kp+krp2)
(1+p)k”1 > 1+kp+k72p2+p+kp2+kT2p3

k2
PP+ p’

1+(k+1)p+[32j;—4k

olur. 2k > 1 oldugundan
k2 +4k =k%+ 2k + 2k > k2 + 2k + 1 = (k + 1)2 dur. Dolayisiyla

2
(1 + p)*ix 1+(k+1)p+(k+1) l;zps

p] 1+(k+1)p+$14£p2
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29. Binom agilimindan

(1+%)° = (g) . (f;)x+ (g)xz+...+(g)xn

yazilabilir. (1 + x)* (1 + x)® ¢arpiminda x" in katsayis:

B BN+ (B)a)+ -+ ()E)

(1+x)? = (261) + (2111)x+ (2211):(% et (T)x% (nzfl)x“+1+ .t (g)xz‘

olur.

agiliminda x"in katsayisi (2nn) dir. O halde

(3)(_{1)+(?)(n21)+---+(2)(3)=(2§)
(‘§)=<2)’ (3)=(a2e) - (2)-(6)
(6 +(3) (2 (%)

elde edilir.

30. (1 +x)*"= (2(;1) + (Zln)x+(22n)x2+...+ (erll)x“+ (nzfl)x"”+...+(§)x2“

(1-x?% = (2(;1)—(2111)x+ (2;))(2—+...+(— 1)"(2:11)#‘

+ (=1)n+! (nzfl)x“”+— ot (g)x”‘

(1 +x)% (1 -x)* ¢arpiminda x?" in katsayis1

(0)) (T an o=+ (2)(5)

olur. Diger taraftan

(1-x%% = (261) -(21n)x2+ ot (= 1)"(21?))(2“

n+l1 2n on + 2 2n 4n
+(=1) (n+1)x Pkt o )X
olur. x*® in katsayilarim karsilastirirsak
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PROBLEMLER
1.

(5 )an) (T o)+ (E)(7) - n(3)

bulunur.

(5)-(E) (7) (e o) (E)-(7)

oldugundan

)3 o)

elde edilir.

A cR ve BcR olsun. A ile B nin noktasal toplami

A+B={x+y; x€ A ve ye B} seklinde tanimlanir.

(@) [1,3]1+[5,6], (a~p,a+p)+(b-q,b+q ve (—o,5)+ (7, +)

kiimelerini bulunuz.
(b) [-1, 0] + [0, 1] =[-1, 0] U [0, 2] oldugunu gosteriniz.
(¢) Daima A + B = A U B yazlabilir mi?

Daima (a, b) 4+ (¢, d) =(a + ¢, b + d) yazilabilir mi?

a, b herhangi iki reel say1 olsun.

maks {a,b}=%(a+b+ la-bl)

min{a,b}:%(a+b— la— bl)

esitliklerinin dogrulugunu gosteriniz.

a, b, ¢, d reel sayilar ve [a, bl c,dl# @ olsun.

_|atc+|a-c] b+d-|b-d|

[a, bl e, d]l = 5 . 3
a+c-la--¢] b+d+|b-d|
[a,blule,d]l = 3 , 3 ]

oldugunu gosteriniz.
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4.

7.

Herhangi bir C kiimesi igin
inf C <1limC < limC < sup C

oldugunu gosteriniz.

A BcR ve C={a+b:ae A ve be B} olsun.
Asaghdaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.
(a) A ve B supremuma sahip ise C de sahiptir
ve sup C = sup A + sup B dir. Gosteriniz.
(b) A ve B bir infimuma sahipse C de sahiptir ve
infC = infA + infB

olacagn gosteriniz.

A, Bc R olsun. A nin her bir a elemani ve B nin her bir b elemam

igin a < b oluyorsa bu takdirde A bir supremuma, B minimuma sahip-
tir ve

sup A<infB

dir. Gosteriniz.

Asagdaki (a;) esitsizliklerin herbirinin ¢6ziimii bir (b;) esitsizligidir.
Hangi (ay) esitsizligine hangi (b)) esitsizliginin karslka geldigini bu-
lunuz.

(a)) Ix! <3 (b;) 4<x<6

(ap) Ix-11<3 (b)) -3<x<3

(ag) 13- 2xl <1 (bg) x>3 veya x<-1

(ap 11+2x121 (by) x>2

(ag) Ix-11>2 (by) -2<x<4

(ag) 1x+2125 (by) —/3<x< -1 veya 1<x</3
(a) 15+ x1 <1 (b;) x<-7 veya x2 3

(ag) Ix- 561 <Ix+1l (bg) 1<x<2

(a) Ix2-21<1 (b -f<x<-g

(a)y) x<x®— 12 < 4x (byy) x20 veya x<-1
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8. Asgagidaki denklemlerin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

-1
(a) |3x]=2|x] @ [F5=1=2

(b) §5x] = x| (e) ﬂx2—3xﬂ=-—2

(© [3x]=3]x] ® [x+[x+1+]x+2]||=-3

9. Asagdaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz. (a) ve (b) deki egitsizlik-
lerden yararlanarak benzer bir esitsizligi ﬂnxl i¢in yaziniz ve ispat-

layimiz.
(a) |2x|=x]+ x+%ﬂ
(b) [3x]={x]+ x+% + x+-§—ﬂ

COZUMLER

1. (a) [1,3]+(5,6]}=1[6,9]
(a-p,a+pl+b-qg,b+qg=(@+b-p+q,a+b+(p+q))
(b) 1,01 +[0,1]1={-140,0+ 1]1=[-1,1]
(¢) Daima A + B =A U B yazilamaz. (Ornek a segenegi)
2. a<b olsun = maks{a,bl=Db 1

olur.

E(a+b+la—b|)—2(a+b+(b a)) 2.2b b (2)

(1) ve (2) den maks {a, b}=%(a+b+ la— bl ) dir.

a<b i¢in min (a,bl =a 3)

olur.

1 = 1 —(h— -1 -
§(a+b—la—b|)—2(a+b b a))-2(2a)—0 (4)

(3) ve (4) ten min {a, b] = % (a+b- la-Dbl) bulunur.

a>Db i¢in de aym esitlik gerceklenir.
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3. [a,b]ln]e,d]l# @ oldugundan
1) a<c, c<b ve b<d olabilir.
2) a<c, c<b ve d<b olabilir.
3) ¢c<a, a<d ve b<d olabilir.
4) c<a , a<d ve d<b olabilir.
1) ag<c, c<b ve bsd ise

[a, bl n [c, d] = [¢c, b]

a+c-2-a+c b+d42~b—d]=[c’b]

2

a+c+la-c| b+d—|b-d|}
! 2

2) a<c, c<b ve d<b ise
[a, bl N [c,d] =[c, d]

atc+la-c| b+d-|b-d|
2 ? 2

tc+a- b+d-b+d
a cza c ; ]=[c,d]

3) c<a,a<dve bsd
[a, bl nlc, d]l =[a, b]

a+tc+|la-c|] b+d-|b-d|
2 ! 2

=[a+c+a—c b+d+b—d]=[
2

s , a,b]

4) c<a ,a<d ve d<b
[a, bl n[e, d] ={a, d]

a+c+la-c| b+d-|b-d|
2 ? 2

2 ’ 2

atcta-c b+d—b+d]=[a’d]

4. inf C <limC oldugunu goésterelim.

Kabul edelim ki inf C £1limC olmasin. Bu durumda limC <inf C dir.
lim C nin bir y1g1lma noktas1 oldugunu biliyoruz. Oyleyse lim C
sayisinin her 8 > 0 komsulugunda C climlesinin lim C den farkh en
az bir x elemani vardir.

infC>1lmC = infC-1limC>0

_ inf C-1imC

= § 5

>0 secelim.
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inf C - limC
2

inf C-1limC . inf C - limC
= - ———===—cx-limCc ————
2 —_— 2
:li@C—lnfC;II_InC<x<lnfcz—h—rnC+li_lnC

Bu durumda x < inf C dir. Yani C nin elemanm inf C'den kiiciik elde
edilir. Bu ise geligkidir. Boylece inf C <limC (1) elde edilir.

Ix—li_mC|<

lim C < sup C oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki 1imC < sup C ol-
masin. Bu durumda sup <limC dir. limC bir yig1lma noktas: oldugun-
dan limC nin her 8§ >0 komsulugunda C ciimlesinin en az bir x ele-
mam vardir, dyle ki x limC den farkhdir.

limC > sup C = limC-supC >0

- §= limC - supC

2 >0 segersek

|x—ﬁﬁC|< limC - supC
2
_ th;supC <x<TmC+ th;supC

Buradan x > sup C elde edilir. Bu ise celigkidir. Yani limC < sup C (2)
olmalidar.

limC

Son olarak limC <1limC (3) oldugu aciktir.
(1), (2) ve (3) den inf C <LimC <limC < sup C
elde edilir.

5. (a) A supremuma sahip oldugundan Vae A igin a<sup A
B supremuma sahip oldugundan Vb e B igin b <sup B dir.
= a+b<supA+supB (1)
esitligi gergeklenir.,

Ve>0 igin 3Jae A,supA<a+%

3beB,supB<b+—;—

= supA+supB<a+b+e
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¢ keyfi oldugundan
supA+supB<a+b (2)
(1) ve (2) den
sup A +supB=supC

8. A bir supremuma sahip ise Vae A igin a<sup A
B bir infimuma sahip ise Ybe B igin b>infB

Vae A icin a<b oldugundan b2 sup A olacaktir. inf B ciimleye dahil
oldugundan (B bir minumuma sahipti) B nin elemanlarimin en kiigiik
olam inf B’ye esit olup dolayisiyla,

inf B 2 sup A olur.

7. (a)) Ixl <3
Ixl <3 = -3<x<3 (by)
(ap) 1x-11<3
Ix-11 <3 =2 -3<x-1<3 = -2<x<4 (by
(ap) 13- 2xl <1
13- 2xl <1 = -1<3-2x«<1
= 4<-2x<-2
= 1<x<2 (by)
(ap 11 +2xl 21
1+2x121 = 1+2x21 veya 1 +2x<-1
1+42x21 = 2x20 = x20
veya
1+2x<-1 = 2x<-2 = x<-1 = x20 veya x<-1 (b,
(ag) Ix-11>2
Ix-11>2 = x-1>2 veya x-1<-2

= x>3 veya x<-1 (bg)
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(ag) Ix+21 25
Ix+21 25 = x+225 veya x+2<-5
X+225 = x23

veya
x+2<-5 = x$-7T (b))

(a;) Ix- 51 < Ix+1lI

Ix-51-1x+11 <0
1. x<-1 ise 2. -1<x<5 ise
x+5+(x+1)<0 =x+5-(x+1)<0
6<0 2x+4<0
C,=9 x>2
C.=(2,5)
3. x25 ise
Xx-5-x+1)<0 = -6<0
= C3=1[5, =)
= C=C,uCUC;5=(2, ) (by)
(a8)|5+—x1-<1

|5+l—|<1 = —1<5+l<1
X X

x>0 ise
x<bx+1<x

—Xx<b5x+1 ve 5x+1<x

-1 <6x 4x < -1
1 21
—6<x X<-7
Ql=Q
x <0 ise x>5x+1>x

~x>56x+1ve Sx+1>x

-1>6x ve 4x>-1

1 1
g > X ve x>-7
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am(-2.-3)
C=C1uCr=(-5-3] by
(ag)|x?-2|< 1

|x2-2|<1 = -1<x*-2<1

= -1<x?-2 ve x%-2<1

= 1<x2 ve x?<3

Cr=[L ) Ulee,-1] ve Cy=[-/5,/]
C=C1F‘Cz=['/§,"1lu[1,\/§] (bs)

(a,y) x<x®-12<4x
X<x2— 12<4x= x<x2—12 ve x2—12 < 4x

= x°—-x-12>0 ve x2—4x-12<0

0 -3 0

4
2 ‘ ' 2
x°—x-12 + 0 - 0 + x“—4x-12 +
1 1

|
FO— O
+

8.

= Gl = (_°°: _3) (% (4a °°)’ CZ = (_21 6)
= C:Clﬁ02=(4,6) (bl)

(a), (b) ve (c) benzer ¢oziimlere sahip oldugundan (c) yi ¢oziip (a) ve (b)
yi bir aligtirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

(c) |3x]=3[x}]
x=[xf+t 0<x«l1
3x=3[x]+3t 0<3t<3

3|x] ,0=3t<1
[3x]=43[x]+1,1<3t<2
3|x]+2,2<3t<3

31x] 05t<%
l3x]=q3[x]+1, $ <t<2
s[x|+2, 2<t<1
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0<tc< % olsun.
[3x]=[x] = 3[x]=3]x]
elde edilir. Buna gore kesir kismi [O, %) aralifinda olan her say esitligi
saglar. Yani m bir tam say1 olmak tizere
1
1]

tipindeki araliklar denklemi saglar.

c,= U [m,m+—>
mez
1.2
3_t<3 1Se

Bu ise miimkiin degildir. C, =@ dir.

%St<1 ise

13x|=3[x]+2 = 0=2
Bu ise miimkiin degildir. C3 =@ olur.

C=CuC,uCy= Ler

x—1f_ x—-1
3 ﬂ—2 = 2< 3 <3

= 6<x-1<9

= T7<x<10 > C=1[7,10)

ml,m+%)

[y

X —

d) 2

w

ﬂx2—3x"=—2 = -2<x%-3x<-1
= 2<x?-3x ve x*-3x<-1
= x2-8x+220 ve x>- 3x+1<0

3-/5 _3+/5
2 7 TtT 2
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3-/5 3+/5
0 1 2 X 2 2
T T T T
-3x+2 + 0 - 0 + + 0 - 0 +
1 1 L 1

9.

(a)

(b)

C1=(—oo,1]U[2,oo), Cz I3 /5 3+2/5

1u2,%

C=0inG,= |25,

lx+|x+ 1+|x+2|||=—3
Ix+|x+ 1+|x+2||| = lx+lx+ 1|+ﬂx+2”

= [x+2]+|x+ 1]+ x|

Ix]+2+fx}+1+]x]
= 3|x]+3
= 3fx|+3=-3 = 3|x]=-6 = [x]=-2 = -2<x<-1

|2x] = [x] +|x+ 1

0 <t<1 olmak iizere

2[x],

0
x=|x]+t= 2x=2[x]+ 2t = |%]= 2] +1 1,
] 2—

0<t<—;— ise %—St+%<1=>ﬂt+% =0 dir. Problem 8. (c¢)den
1
Ix]+ =x]+ ﬂxﬂ+t+2 =[x]+ x|+ t+ =2 |x] =[2x]

%st<1 ise 1st+-1—<§ olur. Problem 8. (c¢) den

2 2
1
I« +|x+ 3] = =[xl |
bulunur.
[3x] =|x} + x+% +x+§

x=|x|+t 0<t<1
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3]x] , 0<t<i
1 32
[3x}=1¢3]x}+1, 55t<§
3xj+2, %St<1
1ol 1.2.002.0.2 14
Ost<3 ise 3st+3<3 ve 3St+3<1> dir.
1 2 1 2
Ixn+x+-§ + x+-§ =ﬂx|+ ﬂxﬂ+t+§ + Exﬂ+t+§
1 2
=[x} +|x]+ t+3 +]x]+ t+3
=3ﬂx|=[l3x]]
220 2t 2_4
3St<3 ise 3St+3<1, 1St+3<3
Ix]+ x+31)’- + x+§ =[x]+ ﬂxﬂ+t+% + ﬂx!+t+-§—
=[x]+{x]+t+ 1+ {x]+ t+%
=3[x]+1=[3x]
2 - 1.4 4_,,2_5
3S'c<1 ise 1< t+3 3 3St+3<3
1 2 2
ix]+ x+ gl +Ix+3 =[x} +{[x]+t+ 3|+ ]]x]+t+§
1 2
=[x} +[x]+ t+3 +]x]+ t+3
= 3|x|+1+1=3}x]+2=|3x]
Inx]=]x]+{x+ =]+ x+ 2tk 34+ x+ 2 15
n nj | n
nﬂxl ,OSt<l
1 n2
[nx] = 'nﬂxﬂ+1 ,H5t<g
nﬂx|+n—1,L15t<1
n
0<t<l ise
n
x|+ x+% + x+% +ot x+n—r_1_1l
= [|x] + ﬁx|+t+% +ot ﬂx|+t+nT"1l
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1 -1
=fx]+[x]+ t+;|+...+ﬂxﬂ+ t+nT|
= n[x|=[nx]
Llet<2 ise
n n
[x]+ x+ 1+ x+g|l+...+ x+n—1E
n n n
1 -1
=[x]+jlx]+t+ <]+ [xﬂ+t+nn I
= 1 2 n-1
=[x+ [x)+ fer Lo e fer 2] or g for 25 I
=n[x]+1
B-lctcq ise
n
Ix]+ x+L]+ o+ x+n_—1§
n n
1 1 n-1
=[x +[x]+ t+H+ﬂxﬂ+t+H“+“’+ﬂx“+ t+—ﬂ

]

n[x]+1+1.+1

njx]+n-1

= |nx]

BOLUM PROBLEMLERI
1. Asagdaki bagintilarnin dogrulugunu gosteriniz.

(a) 1.23+234+ ... +nn+l) (n+2) = % n(n+1) (n+2) (n+3)

(b) 1.2.3.4 +2.3.4.5 +...+ n(n+1) (n+2) (n+3) = % n(n+1) (n+2) (n+3) (n+4)

2. Asapgidaki egitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
(@n!'>2n"? (@m22) () n!z 21, (n21)

©n™>smn+1" n=23)
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3. p=21ve a,beR igin
la+bIP<2P( lalP+ |bIP)

oldugunu gosterniz.

4. a>0, b>0 ve n2> 2 igin

Ya+b <Ya +%b

oldugunu gosteriniz.
5. Her ne N igin 6 | n(n®- 1) oldugunu gosteriniz.

6. Her ne N igin 35 | 3%° — 26° oldugunu gosteriniz.

2

7. ne N igin n* +n + 41 sayis: asal midir?

8. 2P- 1 sayisimin p=2,3,5,7 asal sayilar i¢in asal olacaginm gosteriniz.
“p asal ise 2P — 1 asaldir” 6nermesi dogru mudur?

9. /3 +/2 sayisinmn irrasyonel oldugunu gésteriniz.

10. x rasyonel oldugunda x +,/2 sayisinin irrasyonel olacagim gésteriniz.

11. Herhangi iki rasyonel sayi arasinda en az bir rasyonel sayisinin varola-
cagini gosteriniz.

12. Asapidaki egitsizliklerin ¢6ziim kumelerini bulunuz.
(@) Ix>— Tx+61>x*—- Tx+6
(b) 13x-51 - 12x+31>0

(©) 1x%2- 5xl > 1x?I — I5xl

13. ﬂx+ux+ 1+|]x+2+[[...+ﬂx+n|}ﬂ...ﬂ|”|=0

denkleminin bir kiéke sahip olmas: igin n ne olmalhidir?

n =6 icin denklemi ¢éziiniiz.
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COZUMLER

1. (a) 1.23+234+..+nn+1)(n+2)= % nn+1)n+2)(n +3)

n=1 igin 1.2.3 = % 1234=6=6

olur. O halde esitlik n =1 i¢in dogrudur.
Esitlik n = k i¢in dogru olsun. Bu takdirde

1.2.3 +2.3.4 + ... + k(k+1) (k+2) = i k(k+1) (k+2) (k+3) )

esitligi dogrudur.

Esitligin n =k + 1 i¢in dogru olacagim gosterelim. Bunun i¢in
123 +23.4 + ... + (k+1) (k+2) (k+3) = % (k+1) (k+2) (k+3) (k+4) (II)

esitligin varhighn gostermek yeterdir.
(I) esitliginin her iki yanina (k+1) (k+2) (k+3) ifadesi eklenirse
1.2.3 + 2.3.4 + ... + k(k+1) (k+2) + (k+1) (k+2) (k+3)

= % k(k+1) (k+2) (k+3) + (k+1) (k+2) (k+3)
1.2.3+234 + ... + (k+1) (k+2) (k+3) = (k+1) (k+2) (k+3) ( :11- k+1)
- i (k+1) (k+2) (k+3) (k+4)
bulunur ki bu da (II) ifadesidir.

1. (b) Ispat (a) sikkindaki gibi yapilir.

2. (a) n'>n™ (n>1)

Bu esitsizligin dogrulugu tiimevarimla gosterilebilir. Fakat biz bagka
bir yoldan ispatlamaya ¢aligacagiz.

(mN?=12.22 3%, ... n%=[ln] [2(n-D)] .. [r(n-r+1)]... [n.1] yazilabi-
lir. Burada r, 1 <r <n bagintisim saglayan bir dogal sayidir. (r-1)
(r-n) £0 oldugundan r(n-r+1)>n dir, Bu egitsizlikte r=1.9, .., nya-
zilirsa

ln=n,2Mm-1)>n, ..t(n—r+l)>n, ..nl=n

bulunur. Buna goére

(nHh22 nn..n=n"

dir. Buradan
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n! > n™?

esitsizligi elde edilir.
b) n!22™!
D Uz2 = 1=1
olacagindan énerme n =1 igin dogrudur.

2) n =k i¢in 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

k! > 2k-! @
3) n=k + 1 i¢in 6nermenin dogru olacagini, yani
(k + 1) > 2%

oldugunu gosterelim. (I) esitsizligini (k + 1) ile ¢carpalim.
(k + 1! = kl.(k+1) > 251 (k+1) 2 251, 2 = 2K

0 (n+1)P=n" nn* e 20D pna nm-1n-2..[n-@- V]

2! n!
1 1
<n“+n“<1+§!—+...+a)
n! > 2°! oldugundan
-1
1 1 1.1 1 _ 2n
1+§T+"'+BTS1+§+§—2+'"+2n—1— 1 <2
1____
2
Buna gore

(n+1)"<n”+2.n" = 3n" < n.n" = n"*!

elde edilir.

3. la+bl<lal +Ibl £2maks{ lal, Ibl } yazlabilir. p>1 i¢in
la+bl?P<[2maks{ lal, Ibl }1P<2P( lalP + |bIP)

bulunur. Ciinki maks { lal, Ibl }, lal veya Ibl dir.

4. Kabul edelim ki Va+b <Va +%b esitsizligi dogru olmasin. Bu tak-
dirde Ya+b =%Ya +¥b olur. Her iki tarafin n— ninci kuvveti alinirsa

a+b>a+b+ (111) atlVnpln, 4 (nx_l 1) R

(n) aninpln o 4 ( n ) al/mpn-ln <
1 n-1
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bulunur ki bu bir geligkidir. Zira pozitif sayilarin toplami negatif ola-
maz. O halde,

Ya+b <%Ya +Yb

esitsizligi dogrudur.

5. Tiimevanm yéntemini kullanalim,

n=1 igin n(n®-1) =0 oldugundan 6 | 0 dir. Onerme n=1 icin dogru
olur.

n = k i¢in 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
n (n?-1) = 6p olacak sekilde bir p tamsayis: vardir.
n =k + 1 i¢in dogru oldugunu goésterelim :
(k+1) . [ (k+1)*-1] = (k+1® - (k+1)=k®+3k®+3k+1- k-1
= (k% - k) + 3k% + 3k
=k (k?-1)+ 3k (k + 1) = 6p + 3k (k+1)

olur. k(k+1) sayisi ¢ift oldugundan 3k (k+1), 6 ile béliiniir. Bu durum-
da 3k (k+1) = 6q olacak bi¢cimde bir q tamsayisi vardir. O halde,

(k+1) [ (k+1)2 - 1]1=6p+6q=6(p+q)

olur ki bu énermenin k + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterir.

6. n=1igin 3% 260=36_ 26=-[(3%)-8][(8%)+81=19.35

olacagindan, énerme n = 1 i¢in dogrudur.

Onerme n =k icin dogru olsun. Bu durumda

36k _ 96k~ 35p

olacak sekilde bir p tamsayis1 vardir.

n =k + 1 i¢in dogru olacagim gosterelim :

g6lctl) _ gb(k+l) _ g6k+6 _ 9bk+6 _ g6 g6k _ 96 96k

= 729.3% _ 64.26 = (665 + 64) 3% — 64.2

665.35 + 64 (35 — 26%)
35.19.3% + 64.35p
35.(19.3% + 64p) = 35.q
O halde 3%~ 25" sayisiher ne N icin 35 ile béliinir.
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7.

10.

11.

n? + n + 41 ifadesinde n yerine 1,2, 3, ..., 40 sayilan yazildiginda hep

asal sayilar elde edilir. Bu n? +n + 41 sayismin herbir n igin asal
olacagini gostermez. Ciinkii n =41 igin

n2+n+41=41%2+41+41=4143

bulunur ki bu n? + n + 41 sayisinin asal olmadigin1 gosterir.

p=2ic¢in 22-1=8, p=38 i¢in 22— 1=7, p=5 igin 2°-1=31,
p =7 igin 27-1 = 127 bulunur. Bu sayilar asaldir. p = 11 i¢in

211 _ 1 =2047 = 23.89 olur, buda 2!'-1 sayisin asal olmadigim gos-
terir. O halde “p asalise 2P - 1 asaldir.” 6nermesi yanhstir.

/2 + /3 rasyonel olsun. Bu takdirde /2 + /3 =§ olacak sekilde p ve q

tamsayilar vardir. Her iki tarafin karesi alinirsa
2 2_£.2
5+92/6 = b= = /6= p°—-5q°
q? 2q®

bulunur. Sol taraf irrasyonel, sag taraf rasyonel oldugundan bu
miimkiin degildir. O halde /2 +/3 irrasyoneldir.

X +v/2 rasyonel olsun. x + /2 =§ olacak gekilde p ve q tamsayilar

vardir. Buradan
/2=2_x
q

bulunur. Sol taraf irrasyonel, sag taraf rasyoneldir. Bu olamaz. O halde
X + /2 irrasyoneldir.

r, ve ry iki rasyonel say1 olsun.
r= % (ry +1y)

denirse r rasyonel ve r; <r <r, dir. O halde iki rasyonel say1 arasinda
daima bir rasyonel say1 bulunur. Bu disiince arka arkaya uygu-
landiganda su sonug elde edilir. Iki rasyonel say1 arasinda sonsuz ¢ok-
lukta rasyonel say1 bulunur.
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12. a) I1x2-Tx+6l >x2- Tx+6x>- TX+6<0=1<x<6

X

22-Tx+6 +

l
Fo— o
+

b) I13x-51-12x+31>0 & 13x- 51 > 12x + 31

. & 9x%— 30x +25>4x% + 12x + 9

5x2 - 42x + 16 +

, © 5x2- 42x+16>0

—O_—g
- o— »

13.

= x<% veya X > 8

¢) Her a,be R igin

||a| - |b|| <|a+b|<|a|]+|b| (iiggen esitsizligi)
oldugu bilinmektedir. Esitsizligin sol par¢asindan

la] - [b]] <Ja+b| = Ja] - [b] < [a+b]
yazilabilir. a = x?, b = 5x yazilirsa

Ix2| -|5x| < Ixz— 5x|

bulunur. O halde verilen egitsizlifin ¢6ziim kimesi R'den esgitligi
saglayan noktalar ¢ikarilarak bulunabilir.

x? - 15x] = Ix%? ~ 5x1 denkleminin ¢oziim kiimesi C, = {0} U [5, +c)
olacagindan verilen esitsizligin ¢6ziim kiimesi

C = (—e0, 0) U (0, 5) = (—oo, 5) \ {0} dur.

Hx+ﬂx+ 1+ix+2+u...+|x+n|l”...l= 0=

A+2+..+m+@+ Djx|=0 = 28D, 4 pjx]=0 =

_121+Hx|=0 = Ixﬂz——% olmal.

Sol taraf bir tamsay: oldugundan sag taraf da bir tamsay: olmahdir.
Bunun i¢in de n ¢ift say1 olmalhdur.

n =6 i¢in ﬂxl=—g=—3 = —-3<x<-2 olmahdir.



FONKSIYONLAR

GEREKLI BILGILER
Bu boliimdeki problemleri ¢6zmek i¢in agagidaki bilgilere ihtiyag vardir.

TANIM

A ve B iki kiime olsun. A dan B ye olan bir f bagintis: agagidaki 6zel-
liklere sahipse f ye A dan B ye bir fonksiyondur denir.

(a) Her xe A icin (x,y) € f olacak sekilde B de en az bir y ele-
man vardir.

b) x,y)efve (x,2)ef = y=2z dir.

TANIM

fve g aym kiime iizerinde tanimli fonksiyonlar ve bu kiimenin her x
eleman i¢in fix) = g(x) ise file g fonksiyonlar: esittir denir ve f=g
seklinde yazilir.

TANIM
f, A dan B ye bir fonksiyon olsun. Her x € A i¢in
fix) = x

ise f fonksiyonuna 6zdeslik veya birim fonksiyon denir, 1, ile goste-
rilir.

TANIM

f:A—> B ve g:B — C fonksiyonlar: verilmis olsun. Bu takdirde g
fonksiyonu flA) daki her f(x) elemanim1 C kiimesinin bir g(f{x)) elema-
nina déntistiiriir. Boylece A nin her bir x elemanmini1 C nin bir z = g(f(x))
elemanina déniistiiren yeni bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona file
g fonksiyonlarimin bilegkesi denir ve gof ile gosterilir.

TANIM

f: A—> B fonksiyonu igin
flA)=B
oluyorsa f fonksiyonuna Orten fonksiyon, aksi takdirde fonksiyona
icine fonksiyon adi verilir. Buna gore eger f o6rtense her y € B i¢in
fix) = y olacak sekilde en az bir x € A vardir.
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TANIM

AcR ve f: A— R bir fonksiyon olsun. A min bir E alt kiimesinin
X; < X, sartim saglayan her x;, x, elemanlar i¢in flx;) < fix,) ise f
fonksiyonu E iizerinde artan, f(x,) < f(x,) olursa azalmayandir denir.
Benzer olarak, E kiimesinin x, < x, sartini1 saglayan x,, x, elemanlan
icin flx;) > fix,) oluyorsa f fonksiyonu azalan, f(x,) > fix,) ise art-
mayandir denir. Bir aralhk izerinde tanimh bir fonksiyon tanim
araligjinin tamam tizerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin
olarak monotondur, artmayan veya azalmayansa monotondur denir.
Eger bir fonksiyonun tamimh oldugu her sonlu aralik, fonksiyonun
monoton oldugu, sonlu sayida alt araliga bélinebiliyorsa bu fonksiyona
parcali monoton fonksiyon adi verilir.

TANIM

f, A dan B ye bir fonksiyon olsun. Eger farkl elemanlarin gériintiileri
de farkli ise f fonksiyonuna birebirdir denir.

Hem birebir hem de érten olan fonksiyona birebir érten fonksiyon
denir.

TANIM

f: X —> Y fonksiyonu birebir érten olsun.
flgly) =y ve gfix)) =x
veya bagka bir yaziligla
fog =1, ve gof=1Iy

ise g fonksiyonuna f nin tersidir denir, f! ile gosterilir.

Eger x € A oldugunda —x € A oluyorsa A kimesine bir simetrik

kiime denir. Simetrik bir A kiimesi tizerinde tamimlanan bir f fonksiyo-
nu i¢in f{-x) = f(x) oluyorsa f fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondur denir.
Eger her x € A i¢in fl-x) = ~f{x) oluyorsa f fonksiyonu bir tek fonk-
siyondur denir.
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TANIM

A cR ve f, Adan R ye bir fonksiyon olsun.

- [ e, fx)=0 ise
|£160=|fe)] = [—f(x), fx)< 0 ise

seklinde tanimlanan |f| fonksiyonuna f fonksiyonunun mutlak deger
fonksiyonu denir.

ra |

A cR olsun.
0 = [x]
seklinde tanimlanan f: A — R fonksiyonuna tam kisim fonksiyonu
ad verilir.

Burada {x|, x sayisindan biiyiik olmayan tamsayilarn en biiyiigini
gostermektedir.

TANIM

n bir dogal say1ve a;, a,, a,, ..., a, lerde, a, # 0 olmak tizere, sabit
sayilar olsun.

px) = a x" + a,_;x"*

+..+ 4 X +Q,
seklinde tanimlanan p: R — R fonksiyonuna bir polinom (¢ok terim-
li) denir. Buradaki n dogal sayisina polinomun derecesi, a;, a,, ..., a

sayllarina da polinomun katsayilari ad: verilir.

n

TANIM
f: AcR den R ye bir fonksiyon olsun.

F9]

g(x) = {W , f{x)#0 ise
0 ,fx)=0 ise

seklinde tamimlanan g fonksiyonuna f nin igaret fonksiyonu denir,
sgnf ile gosterilir. Bagka bir yazisla

1, fx)> 0 ise
sgn fix)={ 0, fx)=0 ise
-1, f(x)< 0 ise

olur.
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PROBLEMLER
1.

Her x € R i¢in fx) =x + 1 olsun. f2), fi-2), —R2), f(%) 550 Ka+b),
fla) — f(b), fa), flb), (ab) ifadelerini bulunuz.

Her x e R igin g(x) =|x-3|+|x-1| olsun. g(0), g(1), g(2), g(3), g(-1),
g(-2) ifadelerini hesaplaymmz. gt + 2) = g(t) esitligini saglayan t
degerlerini bulunuz.

fln) = n! seklinde tamimlanan ve faktoriyel fonksiyonu adi verilen
f: N — N fonksiyonunun artan oldugunu gosteriniz. Bu fonksiyon érten
midir? '

A(x), x den biiyiik olmayan asal sayilarnn sayisimi gostermek tizere
A : R* - R fonksiyonuna asal say1 fonksiyonu adi verilir. Bu fonksi-
yonun (0, 15) araligindaki grafigini ¢iziniz.

|x| <2 i¢in fx) =/4-x% olsun. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gés-
teriniz.

(a) f(=x)=fx) (b) f(a- 2)=/4a-2a?
(e) f(2y)=2/1-y2 (d) f(%)=%/16—sz

1\ _ /4%-1 1 2-f®
(e) f(?)‘ 1+1 O w0

flx) = {1 »0=x<1 ise seklinde tanmimlanan f:[0, 2] > R fonksiyonu

2,1<x<2 ise

veriliyor.
(a) f fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

(b) g(x) = fI2x) olarak tamimlanan g fonksiyonunun tanim kiimesini
bulup grafigini ¢iziniz.

(¢) h(x)=flx-2) seklinde tanimlanan h fonksiyonunun tamim kiimesi-
ni bulup grafigini ¢iziniz.

(d) k(x) = f(2x) + fix — 2) seklinde tamimlanan k fonksiyonunun tanim
kiimesini bulup grafigini ¢iziniz.

R x R nin bir alt kiimesi olan D = {,y) : x| +|y|= 1} kiimesi R den R ye
olan bir fonksiyonun grafigi olabilir mi? Neden?
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

R den R ye olan 6yle iki f ve g fonksiyonu bulunuz ki f# g fakat fog=gof
olsun.

Ispat ediniz ki, eger fve g ¢iftise f+ g de ¢ifttir. Bu iddia tek fonksiy-
onlar i¢in de gegerli midir?

fve g tek fonksiyon oldugunda f.g nin ¢ift olacagim gosteriniz.

Oyle f fonksiyonlar1 bulunuz ki asagidaki bagintilar yanhs olsun.
(a) fix?) =[fw)] (b) £ (|x}) =|f0)|
() fix +y)=1x) +1fly) (d) £ (fx]) = [fe0]

(e) f(%) = %

Oyle f fonksiyonlar bulunuz ki problem 11 deki esitlikler dogru olsun.

Asagdaki egitliklerle tammmlanan [-2, 2] - R fonksiyonlarinin grafik-
lerini ¢iziniz.

(a) y =] @ y =[] @y =||x]

(b) y ={-x] (e) y =2} )y =1/(]x]+3)

@ y=-fx| ® vl

Kargilarinda yazili araliklar iizerinde tamimh f fonksiyonlarnin grafik-
lerini ¢iziniz.

(@ f0 = |||, (4, 4] (©) fx) = [x]?, [0, 3]
(b) fix) ={x?|, [-3, 3] (d) fix) =[], [0, 5]

[-1, 2] arahginda fix) =[x] ve g(x) =|2x] seklinde tammlanan fve g
fonksiyonlan veriliyor. Asagidaki esitliklerle verilen fonksiyonlarin
[-1, 2] arahigindaki grafikleri ¢iziniz.

(a) h(x) = flx) + g(x) (¢) p(x) = f(x) . g(x)
(b) k(x) = fix) + g(g) (d) q@) = 1 f20. g(%)
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16. Asagdaki esitliklerle tanimlanan f: R — R fonksiyonlarinin eger varsa

17.

18.

19.

20.

21.

terslerini bulunuz.

(@) fix) =x +1 (b) flx)=2x +5 (c) fix) =1- x?
X, x<1 ise
d) flx) = x3 () flx) ={x2,1<x<4 ise
8, 4<x ise
fix) = @ seklinde tamimlanan f: R\ {0} - R fonksiyonu veriliyor. sgnf

fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Xx—2

JxI*-9

tanimh oldugu en genig A kiimesini bulup, grafigini ¢iziniz.

f(x) = sgn

seklinde tamimlanan f: Ac R —» R fonksiyonunun

fix) =x + /x-|x] seklinde tanimlanan fonksiyonun grafigini ¢iziniz. Bu
fonksiyon monoton mudur?

Asagda verilen fonksiyon ¢iftlerinin egit oldugunu gosteriniz.

—J/1+x?-1 __x
(a) fx) = ” , gix) = o

(b) flx) = x - /x?-1, gx) = —
x+/x°-1

y = flx) egrisi verildiginde, y = f{|x|), y = If(|x|)l , yl= 1), y=f(]x])
baglantilarinin grafiklerinin nasil gizilebilecegini a¢iklayimz.

y = fix) = x> — 2x in grafiginden yararlanarak yukandaki bagintilarin
grafiklerini ¢iziniz.
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COZUMLER

1. f2)=2+1=3 fla+b)=a+b+1

fi-2)=-2+1=-1 flay-flb)=a+1-b+1=a-b

fi2)=-3 flay=a+1

f(%):%+1:% fib)=b + 1

1 _1 -

@—3 f(ab)—ab+1
2. g(0)=|-3|+|-1]=3+1=4 g)=1-x|+|1-1|=|-2|+0=2

g2)=|2-3|+|2-1|=1+1=2 g8)=|3-3|+|3-1|=0+2=2

g(-1)=|-1-38|+|-2-1|=5+3=8 g(-2)=|-2-3|+|-2-1|=5+3=8
gt+2) = gt) = [t+2-3|+|t+2-1|=|t-3|+|t-1]

= |t+1]=|t-3|

= t+1=t-3 veya t+1=-(t-3)

= 2t=2 = t=1

3. fnm+1)-fm)=n+D!-nl=n'n+1-1)=n'n>0
= f{n) < f(n + 1) yani fonksiyon artandir.

Fonksiyon orten degildir. Ornegin 5 sayis1 higbir dogal sayimin fakto-
riyeli degildir.

3ot AMx)

4, O0<x<2 icin 6 x . -
Ax) =0 5 —
2<x<3=Mx)=1 4 . —o E
3<x<hHh=>AXx)=2 3 °

2 - o]
F<x<T=AMx)=3 N —
T<x<1ll=Ax)=4 0 o—o .
2 3 5 7 11 13 15 X

11<x<13=Ax)=5
13<x<15 = AMx)=6

5. (a) fl-x)=/4-(%%=/4-x2=1x)
(b) la— 2)=/4-(@-2°=/4-a’+4a-4 = /da—aZ
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4

(d)f(g)= 4_(_521)2_ 16;52

(e) f(%)= 4—(%)2=/4ti;1 ) /4?;—1

® L -—1 . 2-/4-x°
2+fx) 2+ /4-x2 (2‘/4‘X2)(2+\/4—x2)

_2-/4-x2_2-/4-%x2 _2-fx

T 4-@4-x2) x2 %2
6. (a) y
2 O
1
12 x
1, 052x <1 ise 1’05X5%ise
® g(X)=ﬁZX)={2r1<2"52ise= 2,%<x51ise

g fonksiyonunun tanim kiimesi [0, 1] arahigidir.
y

2 1 x

1, 0<x-2<1 _ (1, 2<x<3
(¢) h(x) = flx - 2)=[2, 1<x-2<2 ~ {2, 3<x<4

h fonksiyonunun tanim kiimesi [2, 4] arahgdir.
y
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7.

10.

(d) k(x) = f(2x) + filx - 2)

fi2x) fonksiyonunun tamim kiimesi [0, 1] arahg fix — 2) fonksiyo-
nunun tamim kiimesi [2, 4] araligidir. Dolayis ile

D,=1[0,11n[2,4] =9 dir.
x| +]y]=1
1) x20 ve y20 ise x+y=1,
2) x<0 ve y20ise x+y=1,
3) x<0 ve y<0 ise ~x-y=1,
4) x20 ve y<0 ise x-y=1

olur.

(l -1-> ve (l - l) noktalar grafige aittir.

2’2 2’ 2,
Su halde % sayisina hem -é—,hem-—% kar-
sihk gelmektedir. O halde D kiimesi bir

fonksiyonun grafigi olamaz.

flx) =x ve g(x)=x> olsun.

(fog)x) = fg(x))= f(x2) = x 2

fog = gof
(fogx)=gEx)=ge)=x2 | o &°

y
1
—X+y=1 x+y=1
-1

1 X
-x -y=1 x-y=1
-1

Ix! + ly! = 1in grafigi

f ve g ¢ift oldugundan f(—=x)="f(x) ve g(-x)=g (%) dir.

h=f+g dersek h(-x)=h(x) oldugunu gostermeliyiz.
h(—x) = (f + g) (%) = fl—=x) + g(—x) = f{x) + g(x) = h(x) =  + g ¢ift fonksi-

yondur.

Iddia tek fonksiyon i¢inde gegerlidir. Ispat benzer sekilde yapilabilir.

f tekise fl-x)=-fx), g tekise g(—x)=-g(x) olur.
(£.g) (%) = lx) . g(—x) = (-fx)).(-g®) = f{x) . gx) = (f.g) x) = f.g ¢ift-

tir.
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11. (@) fx)=x+1 olsun. f&xH=x2+1, [f0)]%=x+12=x2+2x+1

oldugundan, fix?) = [ fx) * dir.

(b) f(|x])=|fe)]
filx) =x + 1 olsun. f({x|)= Ixl +1, | fix) | = Ix+ 1| olacagindan
f(|x])# |f®)] dir. Ornegin f(1-21)=1-21+1=3, | f-2) 1 =1
olur.

(¢) flx)=x+ 1 olsun.
fix+y)=x+y+1
fxX)+fly)=x+1+y+1l=x+y+2 = flx+y)=fx)+y).

(d) fix) = 2x + 1 olsun. f(]x])=2]x]+1 ve [f@)]=]2x+1] olur.
Dolayisiyla f([x])#[f®)] dur.

(e) fix) =x + 1 olsun. f(%) = % +1 ve %x) = ;Jlr—l olacagindan

f(%) # %x) dir.
12. (a) flx) = x olsun.

fix?) = x?, [fo)]*=x2 = fix?) =[fw)]*

(b) fix) =x olsun.
f(|x])=|x], |f®]=|x| oldugundan f(|x|)=|f(x)| dir.

(¢) {x)=3x olsun. fix+y)=3x+y)=38x+3y ve f{x)+fly) =3x + 3y
oldugundan f(x +y) = fix) + f{y) dir.

(d) fix) =x + 1 olsun. f(|x])=]x[+1 ve [fx)]=]x+1]=]x]+1 olacagn-
dan f(]x])=|f®] dr.

- 1)1 11 N 1) __1 4
(e) f(x) =x olsun. f(x)— < Ve T " % olacagindan f(x) o dir.

13. (a) y = —[x]

-2<x<-1 ise [x]=-2 = y=2
-1<x<0 ise [x]=-1 =y=1
0<x«<l1 ise [x]=0 = y=0
1<x<2 ise [x]=1 = y=-1
x=2 ise [x]=2 = y=-2
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y
O 2
»—0 1
1 2
-2 -1 ; X
-1 ‘.)
2 .
y=—ﬂx]]ingraﬁgi
(© y=-[-x|
x=-2 ise y=-2
2<x<1 = 1<=x<2 I-x]=1 = y=--x]|=-1
-1<x<0 = 0<—=x<1 [-x]=0 =2 y=-|-x]|=0
0<x<1l = -1<x<0 I-x]=-1 = y=-|-=x]=1
l<x<2 = -2<x«<1 [-x]=2 = y=-|-x]|=2
x=2 = |-x]=2 = y=-|-x]=-2
y
[ ev— fo S——
1 i
-2 -1
N T
o_‘ ........... -1
FO— 2
y = —[-x}in grafigi
2<sx<-2 = 4<% <3 = y=[xn|=-4
~3<x<1 = 83<2x <2 = y=|n]=-3
-1< x<——é— = -2<2x <-1 = y=|%|=-2
—%Sx<0 = -1<2x <0 = y=[x]|=-1
03x<-12- = 0<2x <1 = y=|x]=0
%SX<1 = 1<2x <2 = y={%|=1
1<x<3 = 2<2x <3 = y=|%|=2
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S3<x<2 = 3<2<4 = y=[x]=3
x=2 y=[4]=4
y
4 \d
N e
|
o
-2 ~3/2 -1 -1/2 R
2 1 32 2
*—0_-1
*—0- +—2
P 1 3
S — 14
(g)y=[[|x|]]
2<x<-1 = 1<[x|<2 = y=1
-1<x<0 = 0<x|<1 =y=0
0<x<1 = 0<|x|<1 = y=0
1< x<2 = 1<|x|<2 =y=1
x=-2 ve x=2 igin =>y=2

y
* 2 ®
Q 1 » >
-2 -1 1 2 X

fonksiyon ¢ift oldugundan [0, 2] de grafik ¢izilip Oy— eksenine gore
simetri alinabilirdi.

(h) y=_l_/([[x]|+3)
2<x<-1 = [x]=-2
-1<x<0 = [x]=-1

y

y
0<x<1 = |[x]=0 y=

1<x<2 = [x]=1 y

y

SIS VS o ST

x=2 =>nXII=2
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y
11
—l2 : :
V3g—o
1/4 ¢+ *r—d
154 ®
’u
-2 -1 1 2 X

14, (b) flx) = ﬂle fonksiyonu ¢ift oldugundan [0, 3] araliginda grafigi ¢izip
Oy- eksenine gore simetri alalim.

2<m+1, m=>0

:‘.»/HSX</m+1
m=0 = 0<x<1 =>ﬂx2I=0 m=5=>/5$x<./(_5=>ﬂx2|=5

ﬂx2ﬂ=m = m<x

m=1 = 1<x</2 =>|x2|=1 m=6=/6<x</7=[x?=6
m=2 = /2<x</B=[x*|=2 m=7=/T<x</B8=|x}=7
m=3 = /3<x<2 =|x?|]=83 m=8=/8<x<3 =[x*=8
m=4 = 2<x</5 =|[x}=4 x=3 ise|x?|=9

y
° 91 .

Q—Q 3+ —d

— 1y 0

I S T ¢
t

VB {TABEi{T T -1 |0 1 JI {3 JE{E{E yTNE3 X
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(0 fx) =[x]*, [0, 3] fx)
0<sx<1 = |x|=0 = [x]*=0
1<x<2 = [x]=1= [x|*=1
25x<3 = [x]=2 = [x]*=4
x=3 x]=3 = [x]*=9
® 5
o gl
1 2 3 X
15. (a) h() = f(x) + gx) = [x] + [ 2]
1
—1_<.X<—-2-=> Ix]=-1, [Z]j=-2 = hx)=-3
—%SX<O = [x]=-1, [&]=-1 = hx) =-2
0<x<3 = [x]=0, [%]=0 = hw=0
1 1
-2—SX<‘2— = ﬂxﬂ:O, !2X]=O = h(X):l
1<x<3 = [x]=1, [x]=2 = hw=3
S<x<2 = Ix]=1, [%]=3 = h®=4
x=2 = [x]=2, [%]=4 = hx)=6
y
6 ’
4 —
N — —_
et
i S S B
w1 %, 2 X
-
—0-2
0 -3
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w)k@)—ﬂm+g(§) Ix]+[x[ +2[x]

-1<x<0= 2|x

1<x<2 = 2|x|=

[
0<x<l = 2[|x
[
Xx=2 =>2|Ix=

(c) p(x) = fix) . g(x), (a) sikkindaki

[x] ve [2x| digerleri gozoniine

B

alinirsa
-1 x<-5 = p(x) =2
~2<x<0 =  px)=1
05x<% = px)=0 >
%S x<1l = px) =
1$x<% = px) =2 N
%Sx<2 =  px)=3
x=2 = p(x) =

Liox].[x] olur.

@ @ =120 g (§> -1

2
(c) sikkinda bulunan degerler

kullanilarak
| 1
-1<x<- 5 igin q(x)_2 ;
112
1 1
—23x<0 igin  q(x) = 1
0<x<i igin  q(x) =

2
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x<1 igin qx)=0
3 . _1
x<g igin  q(x) = 5
. . 3
x<2 igin  q(x) = y
2 igin q(x)=2

16. (a) f{x)=x+1

(c)

®

Bir fonksiyonun tersinin olmasi i¢in birebir ve érten olmasi gerekir.
flx) =1fx,) = x,=x,

fx)=fx) =2 %, +1=x%x,+1 =2 X, =%,

dolayisiile f birebir fonksiyondur.

Vye R igin fx)=x+1=y = x=y~ 1 olacak sekilde

Ix € R vardir = f ortendir.

Simdi f fonksiyonunun tersini bulahm.

X+l=y =2 x=y- 1= fl(y)=y-1 dir.

fix) = 1 -x2

fix,) = fix,) = x; =x, 6nermesi dogru mudur?

2 = x2=x?

2_ —
1-x7=1-x; 1~ X9

= x;=xx, = f, 1:1 degildir
Dolayisiyla tersi yoktur.

X, x<1l ise
fix) ={x2%, 1<x<4 ise
8, 4<x ise
flx)) =fx;) = %, =%y
flx,) = flxy) olsun. x;,x,<1 ise x; =X,

2_ 2 - 5
1=X3; = X; =X, saglanir.

1<x,x,<4 ise x
X, %> 4 ise 8x; = 8xy = x; =x, dir.
Yani f 1:1 fonksiyondur.

ve R olsunx<liginx=y,1<x<4igin x=/§,4<x icin x=§,

y
olacak sekilde x € R bulunacagindan f ortendir.

Simdi fonksiyonun tersini bulalim.
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x<1 isey=x = fly)=y = flx) =x
1<x<4 isey=x* = fl(y)=/y= fix)=/x
x>4 isey=8x=>f'1(y)=—§—=>f'1(x)=%

x , x<lise
flx) ={/x ,1<x<4 ise
X -
g 4<Xx ise
17. 0<x<1 = [x]=0= flx)=0= sgnfix)=0
]
x21 ve x<0= T>O:> sgn fix) =1
y
—C 1 P
L . .
0 1 X
18. fix)e R & ﬂxﬂ2—9>0 = |[[x]]|>3 & [x]>3 veya [x]<-3
& x24 veya x<-3 = A=R\[-3,4)
y
x>4 i¢in sgnfix)=1, 1
x <=3 igin sgn f{x) = -1 ¢
-3
olur. 0 . >
—_—b
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19. x=|x]+t, 0<t<1 oldugu diisiiniiliirse
y=[x]+t+/t=x+/t

olur. y=x ve y=/t grafikleri gozonii-
ne alindiginda yandaki sekil elde edilir.

Bu fonksiyon monoton olmayip parcali

monotondur.

— - /iex?
20. (a) flx)= 1++2“1, g(x) = X _ X( X )= J1+x2

= = —1=1
1+/1+x2 1-(1+x2) x )
B f=x- /xT=1  gx)=—7i—
x+/x2-1
X—\/Xz— 1 AR
gx) = 1 ( ) =X x2 1=x—\/x2—1=f(x)
x+/x%2—-1 (x—,/xz—l) x2-x241
21. y = x2 - 2x i¢in
2+2x , x<0 ise
(a) =f =x2- 2]x|=1{% ’
Y (|x|) | | {x2+2x,x20ise

y =f(|x]) gizilirken x>0 igin y

y = fix) ¢izilir ve y eksenine

gore simetri ahinir. \ /

0
—2\/ 2 X
(b) |y|=f&®)
y

lyl = f{x) in grafigi cizilirken 6n- lyl =x?-2x
cey = fx) in grafigi ¢izilir. Sonra
grafikten y < 0 oldugu yerler ati-
lir.
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© |y|=£(]x)
lyl =1x12-21x!
-2 0 2 X

|y|=|fx)| ¢izilirken x 20 igin y = fix) cizilir, y eksenine gore
simetri alinir ve y nin negatif oldugu yerler atihir.

dy=1fIxl)]

y =l x12 =21xI|

2 -1 0 1 2 x

y = fix) ¢izilir. Oy ekseninin solundaki par¢a atilip, sagdaki parca-
nin Oy eksenine gore simetrigi alimir. Boylece y = f{1x1) ¢izilmig
olur. Ox ekseninin iizerinde kalan par¢a aynen kalir, eksenin altin-
daki par¢anin Ox eksenine gire simetrigi alinir.
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TRIGONOMETRIK, USTEL, LOGARITMIK, HIPERBOLIK
FONKSIYONLAR

TANIM

a # 1 herhangi bir pozitif reel say1 olsun.
flx) = a*

seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonuna bir iistel fonksiyon denir.

TANIM

y = a*in grafiginden de kolayca goriilebilecegi gibi fix) = a* geklinde
tanimlanan f:R — R* fonksiyonu birebir értendir. Dolayisiyla bu fonk-
siyonun f!:R* - R seklinde bir ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksi-
yona logaritma fonksiyonu adi verilir ve fonksiyonun kurali y = log, x
(a tabamna gore logaritma x okunur) bigiminde yazilir. Demek ki x> 0
icin

y=log,x @ x=a

dir.

Hiperbolik fonksiyonlar agagidaki bicimde tanimianir :

_e*te’x 1 1
coshx = e cothx = fanhx ~ o7_ %
SlnhX = M SeChX = 1 - 2

2 coshx eX4e%
3 X __ -X
tanhx = sinhx _e*—e cschx = 1 2

coshx ~ eX+4e~X sinhx  eX— g%

TANIM

Bir f: A — B fonksiyonunun y = f(x) esitligi ile verilen kurali bagka
sekillerde de verilebilir. Ornegin x = g(t) alimrsa x degiskeni A kiime-
sini taradifinda t de belli bir C kiimesini tarar. Buna bagh olarak

y =f(g@)) olur. Demek ki bir f fonksiyonunun grafigi

|x=u(t)

,teC
y=v(t)

seklinde de verilebilir. Burada C, t parametresinin taradigi kiime olup
¢ogunlukla bir 1 araligidir. u ile v de aym1 C kiimesi tizerinde tanimh
fonksiyonlardir. t parametresinin degigsim kiimesi I = [a, b] seklinde bir
kapali aralk oldugunda A(u(a),v(a)), noktasina egrinin baslangig

noktasi B(u),v(b)) noktasina da bitis noktas: ad1 verilir. Boyle egri-

lere de yonlendirilmis egriler denir.
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PROBLEMLER

1. 0= 2k ic¢in asagidaki bagintilarin dogrulugunu tiimevarim metodu ile
gosteriniz.

sinng 1 9sin%9

sinQ
2

(a) sin O + sin 20 + sin 30 + ... sin nO =

sin(n+ %)6

2 sin%

2. 6=zkn icin agsagidaki esitliklerin dogrulugunu goésteriniz.

(b)%+cose+sin26+...+cosn9=

2
(a) sin6+sin36+sin56+...+sin(2n—1)9=M

sinf
(b) cos 8 + cos 30 + cos 50 + ... + cos (2n—1) 0 = _sin?ne
2sinf
3 n+l
(c) cos 0. cos 20.cos 40 . ... .cos2np=Sn2"" "0
27+ lgin@

3. y =sinx egrisinin grafiginden yararlanarak

y =sin2x ve y= sin% egrilerini ¢iziniz.

4, y=cosx in grafiginden yararlanarak

y=cos(x—%z-) ve y=cos(x+%) in grafigini ¢iziniz.

5. Asagdaki ifadelerin degerini bulunuz.

/2

(a) arc cos 5 (b) arc sin% (¢c) arctan 0 (d)arccot 1

.2 .5 . . .
6. arc sin —=— + arcsin—— ifadesinin degerini bulunuz.

/29 /29

—1_ arccos 24X
+1 x+1

8. Asagidaki bagintilarin dogrulugunu gosteriniz.

7. arcsin i esitliginin dogrulugunu gésteriniz.

X
1+ x2

X

(a) sin (arc tan x) = (¢) tan (arc sin x) =
1-x2

-

(b) cos (arc tan x) = (d) arc sin (cos x) = % -x

[ =]

1
1

+

X

+
[

X

(e) cos (arc sin x) = /1-x?

(¢) arc (arc cos x) =

»



l72 | | FONKSIYONLAR ]

(f) arcsinx + arcsin t = arc sin(x./l—t2 +t/1—x2)

(g) arc cos x + arc cos t = arc cos (xt— JA-x%)1- t2))

x+t)

(h) arc tan x + arc tan t = arc tan (
1-xt

(1) sin (2 arc sin x) = 2x /1 -x2

9. Asafida parametrik denklemleri verilen egrilerin kartezyen koordinat
sistemindeki denklemini yazimiz. Egrilerin cinsini belirtiniz.

x=1+2t x = sint

(a) {y=2—t , te R ® {y=cos2t’ te R
x = 3t2 x =t~ sint

(b){ _ , te R (g) {y—l—cost’ te R
x=t x=acost+bsint

© {y=t2+ﬂt’tER (h){y=asint-—bcost’ te R
x=t2+t x=/-t

(d){yztz . teR ) [y=—%t+1’ t<0
o 1 .

@] It t=a 4 {x-acost 0<t<2m
y= y=asin’t

1+t
10. Parametrik denklemleri agagida verilen egrileri ¢iziniz.

x=t+1 x=1-t2

(a) {y=3t+4’ te R (c) {y=1 , -8<t<1
x=1+t2 x=t—sint

(b) {y=3—t , te R (d){y=1—cost’ 0<t<2n

11. f(x) = sin® x, g(x) = cos? x fonksiyonlarimn periyotlarini bulunuz.

f + g periyodik midir? f + g fonksiyonunun esas periyodu var midir?

12. f(x) = sin* x ve g(x) = cos*x fonksiyonlarimin periyotlarim: bulunuz.

f + g periyodik midir? f+ g nin esas periyodu f ve g nin esas periyo-
duna egit midir?
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COZUMLER

. n+l, . n
sin—= Gsm29

sin g

1. (a) sin© +sin 26 + sin 30 + ... sin n® =

1)n=1 igin

. . 0
sin@ - sma
sin 0 = = 8in6=sin0
sinE

onerme dogrudur.

2) n = k i¢in 6nerme dogru olsun. Yani
ko

sink; 19sin§
sin 6 + sin 20 + ... + sin kO = (D)

sin g

olsun.

3)n =k + 1 i¢in de 6nermenin dogru olacagim gosterelim. Yani

. k+2 . k+1
sm——2—9-sm—TG
sin®+sin20+...+sink+1)06 =

sinQ
2

esitliginin dogrulugunu gosterelim.
(1) esitliginin her iki yanmina sin (k+1) 0 eklenirse esitlik bozulmaz.
sinkJr 1 G-Sinke

sin O + sin 20 +...+ sin kO + sin (k+1) 6 = 2 2 +sin (k+1) 6
sin—=

2

) [ 16 sm 6+sm(k+1)6 smg]

C0S 5 — COs Zk+1

5 5 0 + cos

2—k+—16—cos%6]

6 _ 3
cosa cos(k+ 2)6

k+2 . k+1
5 6 sin 5 6).

(sin
2 sin§
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1 sin(n + %) 6
b) §+cosﬁ+cos29+...+cos(n6)= 0
2sin2
2
1)n=1 igin
1 sin%@ sine-cosg+sing-cose
3 +cos O = g = 9
2sm§ 2s1n—§
_c0s?6  cos@ _cosf , 1l+cosf 1
_2+2_2+ 5 _2+cose
olur. O halde 6nerme n =1 i¢in dogrudur.
2) n = k ig¢in 6nerme dogru olsun. Yani,
1 sin(k + %) 0
=+ cos 0 +cos 20 + ... + cos (kB) = ———————— . (1)
2 9si 6
sm§
esitligi dogru olsun.

3)n=k + 1 i¢in $nermenin dogru oldugun, yani,

sin(k+ %)9

1
2+cos(i)+cos26+...+cos(k+1)6-—m1—6——

esitliginin varligim gosterelim.
(1) esitliginin her iki yanina cos (k + 1) 6 ekleyelim.

sin(k+ 5)9
% +cos@+cos20+ ...+ cosk@ +costk + 1) = ———— 4+ cos (k + 1) 6

2sin—

2
sink + l)Ocosg - singcos(k + 10+ 2sin—g— cosk +1)6
sing
. 3
sink + 1)6- cosg + sing -cosk + 1)0 sm(k + 5)9
2sing 25inQ

2

;2
2. (a) sine+sin36+sin56+...+sin(2n—1)6=M

sin@
sin%0

Dn=1 igin sin6 =" =sin6 olur. Onerme dogrudur.

2) n = k i¢in 6nerme dogru, yani,

1a2
sin 0 + sin 30 + ... + sin (%k — 1) 0 = SI°KO 4,
sinf
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olsun.
3)n=k +1 icin 6nermenin dogru olacagim gosterelim. Yani,

sin’(k + )0

sin®+sin30+..+sin(2k+1)0 = -
sinf
esitliginin varhigim gosterecegiz.

(1) esitliginin her iki yanina sin (2k + 1) 8 eklenirse

T2
Sin 0 +sin 30 + ... + sin 2k + 1) 8 =§lsri’—n((-l;—)+sin(2k+ 1o

_ sin?(k6) + sin(2k + 1)@sinb
- sin@

sin?k9 + sin@(2sink®. coskO. cosO + (cos2 kO. sin? k9) .sin%6
= sinf

(sink®. cos6 + siné. cosk)” _ sin(k + 1)
sinf ~ sinf

(b) cos®+cos30+..+cos(2n—1)0 = sin:‘ZnG .
2sinf
(1) n=1 igin
cos B = sin20 _ 2sin6cos6 _ cosO

2sin@  2sin@
bulunur. O halde esitlik n = 1 i¢in dogrudur.
(2) n=k igin dogru olsun :

sin2k@

2sinf (1)

cosO+cos30+..+cos(2k-1)0 =

(3) n=k +1 igin dogru olacagim gosterelim. (I) esitliginin her iki

yanina cos (2k + 1) 6 eklenirse
cos O +cos 30 +...+cos (2k-1)0+cos (2k +1)6
_ sin2k6 sin2kf + 2cos(2k + 1)0sinf

+cos 2k +1)6 =

~ 2sinf 2sin6

. 1. :
_ sin2k6+2- 5 [sinGk +2)0 - sin2k0] o1 4 919
= 2sinf 2sinf

bulunur ki bu da énermenin k + 1 ig¢inde dogru oldugunu gosterir.

_ sin2”*19

6. 20 . 40. .. . 2"0 =
(e) cos 6. cos cos cos 98+ Iging

Dn=1 igin
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sin48 _ 2sin20.c0s20 _ 2.2sin6. cosf. cos20

4sin@ ~ 4sin6 4sinf
= cos 0 cos 26

cos 0. cos 20 =

2) n = k ig¢in énerme dogru olsun.

_ sin2k*29

cos ©.cos 20 .cos406. ... . cos 2k9_2k+zsin9 (@D)
n=k+1 igin
: k+2
cos 0. cos 20 . cos 40 . ... . cos 2¥*1 0 = M
2k+25in@
esitliginin dogru oldugunu goésterelim.
(1) esitligini cos 25*1 § ile ¢carpalim.
3 k+1
cos 0 . cos 20 . cos 40 ... cos 2K 6 . cos 2k+1 9 = M -cos2k+19
2k+1lgin@
3 k+ k+
_ 25in2**10.cos2**1p _ SIn(2X142471)0 ginoxeg
2k +25ing 2k+25in@ 2k+2ginQ -
1 y v
w2
wi |\ T
-1
y =sin2x
y = cos (x + %) egrisini ¢izmek y ; y cos(x4m/3) y=cosx

igin y = cos x egrisini % birim

sola kaydirmak yeterdir. V2

3

igin y=cosx egrisini -;5 birim ] .
saga kaydirmak gerekir. ¥y cos(x—-1/3)

y = cos (x - E) egrisini ¢izmek

X
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/2

5. (a) arc cos ¥

2
_ /2 /2 oz
X =arccos - = cosx =5 = x=7.
(b) arcsinl
2
_ 1 U | _
x=arcsing = sinx=3 = x="¢.

(¢) arctan O
x=zarctan0=tanx=0 = x=0.

(d) arccot 1

x=arccotl = cotx=1 = x=%.

6. arcsina + arcsinb = arc sin(afl—b2 +b/1—a2)

. 2 5 25 5 4
arc sin —== + arc sin —= = arc sin 1-= 1-—=
/29 V29 (J ,/ )
e sin(4 4 25 1 %
—arcsm(29+29) arcsml—2 .

_ . x-1 . _x—-1 7y - X—1
7. y=arcsin -5 = siny=_—7 = J1-cos _——)
5 x+1)2-(x-1)2 4x
= =
= sy x+ 1)2 &+ D2

2/x 2/%

= Yy = arc cos

= cosy=_"7 1
8. (a) sin (arc tan x) = —=
J1+x2
arctanx=y = tany=x = siny__x = ﬂ———
= cosy /1-sin’y
2 2 . 9 x2

.2
= sin’y=x*—- x°siny = siny=
Y y Y= 1rx2

= siny= = sin (arc tan x) =

X X
J1+x2 1+x2
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1
2
1+x o .

y=arctanx=x=tany = cosy=

(b) cos (arc tanx) =

2
1+x d
cos (arc tan x) = olur.
J1+x2
o2
(¢) tan (arc cos X)=—1X—X
)
y=arccosx = x=cosy=/l-x%2=siny=tany= 1xx
.2
= tan (arc cos x):%
(¢) tan (arc sin x) = —>
1-x2 .
y=arcsinx & siny =x = tan y = ——= X
1-x2
y
olur. Buradan —

tan y = tan (are sin x) = —% __ pulunur.
J1-x2

(d) arc sin (cos x) = % - X

cosxX=y = sin(

(ST

—x):y = %—x:arcsiny

/A .
= E—x:arcsm(cosx).

(f) arc sin x + arc sin t = arc sin(x/l—t2+t/1—x2)

arcsinx=u, arcsint=v, x=sinu, t=sinv
sin{(u+v)=sinu.cosSv+Ssinv.cosu
= sin u /1 -sin?v + sin v /1 - sin?u
=x/1-t2+t,/1-x2

= sin(u+v)=x/1-t2+t/1-x2

= u+V=arc sin(x/l—t2+t/1—x2)

arc sin x + arc sin t = arc sin(x\/l—t;2 +t/1—x2)
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(g) arc cos x + arc cos t = arc cos (xt— ,/(l—xz)(l—tz))
u=arccosx, v=arccost, x=cosu, t=cosv
cos(u+v)=cosu.cosv— sinu.sinv
=cosu.cosv—y/1-cos?u./1-cos?v
=x.t-y/1-x2./1-12
= u+v=arccos(xt—‘/l—xz.\/l—tz)
arc cos X + arc cos t = arc cos(xt—./l—xz../l—tz)
(h) arc tan x + arctan t = arc tan(X—H—
1-xt
u=arctanx, v=arctant = x=tanu, t=tanv
_ tanu+tanv  _ x+t
tan (u +v) = 1-tanu.tanv = 1-xt
= u+v=arctan x+t) = arc tan x + arc tan v = arc tan [ X+
1-xt 1-xt

(1) sin (2 arc sin x) = 2x /1 —x2

arcsinx=u, x=sinu=sin(2u)=2sinu.cosu
=2 sin u /1 -sin%u =2 x /1 -x?
= sin (2aresinx ) = 2 x/1-x2

x=1+2t
(a){y=2—t , te R

Ikinci denklemden t =2 —y bulunur. Bu deger birinci denklemde

yerine konursa x=1+2(2-y) = x + 2y =5 bulunur.

Bu bir dogru denklemidir.
—a2
(b) {X‘3t ,te R
y=t
y=t = x =3y’ (parabol)

x=t
(e) {y=t2+7zt’ teR

x=t = y=x?+mnx (parabol)
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(d) ’y‘:z:’:
X-y x-y\? x-y
x—y=2t=>t=—2——=>x=( 5 )+T
= xt+y?— 2xy-2x- 2y=0
o 1
(e) ll't, t#-1
Y Tit
x+y=lit+lit=}:t=1 = x+y=1 (dogru)
X = sint
‘y=coszt
x? +y=sin?t + cos? t = 1 (parabol)
® {?:tl“_sci;tt, te R (sikloid)
w[zIomiebont, e

2

x2+y?=a?cos?+2abcost.sint+b?sin?t

+a’sint-2abcostsint+b?cos?t

=a® (cos? t + sin? t) + b? (sin® t + cos? t) = a? + b? (¢ember)

_ 3
@) {X"‘ms b oo<t<on

y=asin®t’

23 23
(%) + (%) =cos2t+sin?t=1 = x¥3 + y?J3 = q?8 (astroid egrisi)

10. (a) {;{7252_34, te R Y
x=t+1=t=x-1 1/
y=3Ex-1)+4=3x+1 _1/
dogru denklemidir. 0 X
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11.

12,

— 2
(b) {;;;i: , teR

y=3-t=t=3-y
x=1+t2=1+3- y)?
x=1+(3-y)?

—1_1+2
(c){"‘t1 ¥ g<t<1
1

fix + p) = fix) = sin® (x + p) = sin’k

= sin® (x + p) — sin’k = 0 [sin(x + p) - sinx][sin(x + p)+ sinx] =0
=sin{(x+p)- sinx=0=2x+p=x+2kn=>p=2knk=+1,+2, ..)

=sin(x+p)+sinx=0 = 2 sin(x+—122)cos<—l23)= O0=p=Ck-n

Buna gore esas periyot T =n dir.

g(x) = cos®>x fonksiyonunun periyodunda n olacag benzer sekilde gos-
terilebilir.

fix) + g(x) = sin?x + cos®x = 1 sabit fonksiyonu i¢in her p sayis:1 bir pe-
riyottur. Esas periyot yoktur.

f(x) = sinx

*x = sin*(x+p)- sin*x =0

fix + p) = flx) = sin* (x + p) = sin
(sin(x+ p)- sinx)(sin(x+ p+ sinx)(sinz(x+ p+ sinzx) =0
sin(x+p)—-sinx=0 = x+p=x+2kn = p=2kn k=+1,+2 ...

sin(x+p)+sinx=2sin(x+g)cos%=0 = p=Ck-1r k=1,2..

olur. Esas periyot T =7
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Benzer sekilde g(x) = cos? x fonksiyonunun esas periyodunun 7 oldugu

gosterilebilir.
fix) + g(x) = h(x) = sin4x+cos4x=(coszx+ sin2x)2—2sin2xcos2x
1l oxe 1o L1 cosax) e 341
=1-gsin®2x=1 4(1 cos4x) 4 g cos 4x
= h(x+p)=h(x):>§+lcos(4x+4p)=§+lcos4x
4 4 4 4

4 + 4p = dx + 2k = p=k-72i k=12 .)

bulunur. Esas peryot T = % dir.

BOLUM PROBLEMLERI

1. Asagidaki kurallara tamimlanan reel degerli fonksiyonlarin (en genig)
tanim kiimelerini bulunuz.

(@) fx)=/x-1+/5-x (g) t(x) = l |1
x|-x
(b) g(x) = log(5x—x2) (h) w(k) = /arcsin( logzx)
(e) h(x) =log, 5 (1) k(x) = log, (10g3(10g4x))
(d) u(x) = arc sin X 8 flog(d-x) () mx) =/1-/9-x3
_ _ 3 . = Ja_ 2
(e) v(x) = arc cos(4+2sinx) () nx)=/4-/1+9%

(f) s(x) =log (cos x)
2. flx)=/1-x2 dir. 0<x<1 igin f(fx))=x oldufunu gosteriniz.

3. ﬁx):% dir. x# 1 icin f(f(f(f(x))))=x oldugunu gosteriniz.
4. fx)=x+/x%+1, gx)=x +/x%-1 olsun.
(a) x20 i¢in g(\/x2+1)=f(x) olacaginm gosteriniz.

(b) x= 1 igin g(\/xz— 1 ) =g(x) olacagim gésteriniz.
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

flx) = log i;i olsun. a,b € (-1, 1) i¢in
1+ab

olacagim gosteriniz.

fla) + f(b) =f(ﬂii)

fix) = % icin fla + b) + fla —b) =2 fla) . fib) olacagim gosteriniz.

f, [0, 1] tzerinde tanimh bir fonksiyon olduguna gore, agagidaki bicimde
tanimlanan g, h, k fonksiyonlarinin tanim kiimelerini bulunuz.

(a) gix) = f(3x2) (b)h(x) =f(x-5)  (c) k(x) = f{tan x)

acosx +bsinx +c=0 denkleminin, x; x,# 2kn bagintisim saglayan
X, , Xy kokleri igin

. _ _2adb
sin (x; + X,) = —a2+b2
_a?-b?
cos (X + X,) = PO
X,+X,| b
tan [———2 ]— p

olacagini gosteriniz.

arc tan /x(x+ 1) + arcsin/x?+x+1 = —72£ denklemini ¢6ziiniiz.

fix)=1n (x+ X2+ 1) bigiminde tanimlanan f: R — R fonksiyonunun
tersinin f! (x) = sin hx olacagim gosteriniz.

s(A) =n olsun. Anin r elemanh alt kiimelerinin sayisinin (?) olaca-
gin1 gosteriniz.
s(A)=n ve s(B) =m olsun.

(a) A dan B ye m" tane fonksiyon tanimlanabilecegini gosteriniz.

(b) A dan B ye tanimlanan fonksiyonlardan (I:) n! tanesinin birebir
olacagini gosteriniz.

Ispat einiz ki, her f: R — R fonksiyonu i¢in dyle bir ¢ift p fonksiyonu
ile tek q fonksiyonu vardir ki f=p + q dir.

n € N olmak iizere, fix) = 3 a,x* olsun. Asagrdaki 6nermelerin
K=0

dogrulugunu gosteriniz.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(a) fl0) = 0 ise n — 1 inci dereceden bir p polinomu bulunabilir ki
bunun i¢in f(x) = x.p(x) dir.

(b) Her bir reel a sayisi1 i¢cin p(x) = fix + a) seklinde tanimlanan p
fonksiyonu n inci dereceden bir polinomdur.

(¢) Bir a saymsiigin fla) =0 ise n—1 inci dereceden 6yle bir h poli-
nomu vardir ki fix) = (x —a) . h(x) yazlabilir.

Derecesi 2 den biiyiik olmayan ve agagidaki 6zellikleri saglayan p poli-
nomlarim bulunuz.

(a) p(x) = p(1 —x) (c) p(2x) = 2p(x)
(b) p(x) = p(1 + x) (d) p(3x) = p(x + 3)
Katsayilan tam say1 olan

xX"+ax"t+ax"?+ . +a_x+a,=0

seklindeki bir cebirsel denklemin tam say1 olmayan bir rasyonel
kékiiniin olamayacagin gosteriniz.

ag,a;,..,a, tamsaylar, a; ve a, sifirdan farkli olmak {izere,

n-2

agx" +ax"t+ax" %+ .. +a,_x+a,=0

denklemi veriliyor. Gosteriniz ki, eger bu denklemin bir p/q rasyonel
kokii varsa p says1 a, yi, qda a, sayisim boler.

f: R —» R fonksiyonu her x,y e R igin
fix +y) = fx) + fly)
bagintisim saghyor. f{0) nedir?

f: R —> R fonksiyonu her x,y e R igin
flx +y) = fx) . fly)
bagintisimi saghyor. f{0) nedir?
N iizerinde taniml1 f fonksiyonui¢in f{1)=3 ve n>1 igin

3 fn)+1
3

dir. f(100) nedir?

fn+1)=

n

1 _ n
kg‘,l arctanZk2 = arctann +1

oldugunu gosteriniz.
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COZUMLER

L @ f=/x-1+/5-x
fx)e Rex-120ve 5- x20 & x21 ve x<5 & xe€[1, 5]
(b) g(x) = /logBx - x2)
gx)e R ologbx— x)2 0 5x- x*21o-(x2- 5x— 1)2 0
oxl-5x-1<0

A=25-41.(-1)=29

X1,2=5$é/2_9 & XeE

5-/29 5+,29
2 ? 2

(¢) h(x) =log, 5
hix)e R < log,5e R & x#1 ve x>0

x—3
2

x-3
2

(d) u(x) = arc sin +log (4 - x)

ux)e R & <lved4d-x>0-2<x-3<2 ve x<4

o 1<x<5 ve x<4 & xe(l,4)

(e) v(x) = arc cos (——3——)

4+ 2sinx
vix)eR & 3 = 3 1o 4+2sinx23
4+ 2sinx| 4+ 2sinx ~ -

o sinx>- % N —%+2kn$xs%+2kn ke Z)

() s(x) = log (cos x)

sx)e R © cosx>0 & —%+2kn<x<—72£+2kn. ke

(&) tx) =
|x|-x

tx)eR o |x|-x>0 = x<0.
(h) w(x) = /arcsin(log,x)

w(x)e R & arc sin(logzx)ZO < 0<logyx<1

o 20<x<2 & 1<x<2.
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) k(x) = log, (log,(log,x))
k(x) € R & logg(log,x)>0 < logx>1 < x>4.
(i) mx)=,/1-/9-x2
mx)e Ro1-/9-x220 & /9-x2<1 < 0<9-x2<1
©x*<9 ve x28 o |x|<3 ve [x|>2/2

@xe(—3,—2/§)u(2/§,3)
£(f00) = /T-f00% = [1-(/I-x2) = [1-(1-x%) =/xB=x (O<x<1)

X
__fo o ox-1 __ x  _
f(f(x))_f(x)—l_ X _l_x—x+1_x’
x-1

£(£(£00)) = i), £(f(f(f0)))=f(F(x))=x.

(a)g(/x2+1)=./x2+1+ (,/x2+1)2—1=/m+/x_2
=X+JX2+ = fx).
() g(vxP—1)=/xT=1+ (/a3 1) -1=/x*1+x=gx)

e(axb) i, 1_1a++al;) =10 (1+ab-—a—b)
1+ab) ~ %8 ) 8\1+abtatb
1+ab

=log(l+ab-a-b)—-log(1 +ab+a+b)
=log ((1-a)(1-Db))-log((1+a)(d+b))
=log(l-a)+log(l1-b)—-log(1l+a)- log(l+b)

1-b
1+b

=logi;3+log = fla) + flb)
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aa+b+a—a-b aa—b+a-a+b

6. fla+b)+fla-Db)

2 2
_a%a’ta.aP+a%aP+a?.aP
2
) aa(ab+a—b) +a—a(ab+ a—b)_z ' (ab+a—b) . (aa+ a—a)
2 2 2
=2 fla) . fib)

7. (a) gx) = f(3x?)

1

0<3x2<1 = 0<x2<s = ———<x<

1
/3

[SV]
Sl

-1
Tg={X' <x —-}
/3 /3

(b) hix) =fix-5)
0<x-5<1=5<x<6 = T ={x: 5<x<6}

(¢) k(x) = f{tan x)

O0<tanx<1 = nnst%+nn(ntamsay1)

)

= Tk={ X : nﬂSxSZ+nﬂ}

. a .
8 acosx+bsinx+c=0= gcosx+smx=— b’ tana-g
tanacosx+sinx=—% = Sin L COS X + €OS O Sin X = — %cosa =
. b .
sm(a+x)=—€cosa=smu

X, ve X, denklemin kékleri oldugundan

a+X,=u ise & +X,=7-u olur. Dolayisiyla x; + Xy =7 — 20 dir.
sin (X, + Xy) = sin (1 — 20) = sin 20 = 2 sin o cos O

-9 __a b _ _2ab
Jaz+b? Ja?+b?  a’+b?

cos (T — 2a) = — cos 200 = — (cosza - sinza)
a2 b2 a2-b2

a?+b? a’tb? al+b?

cos (X; + Xg)
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10.

13.

14.

X +Xy =T — 200

X, +Xx X, tx
e Bl R/ AUV tan[ L 2]=tan(-7£—oz)=cota=g

2 2 2 2

arc tan /xxX+1) =u, arc sin /x2+x+1=v,
/xx+1) =tanu , /x2+x+1=sinv

sinu=v/x2+x+1, u+vs= 1

sinv

, tanu = , tanu.sinv=1

(CIE

= tanu.sin(%—v):l = tanu.cosu=1 = sinu=1

= J/x24+x+1=1 = x2+x+1=1 = xx+1)=0

& x;=0 ve x,=-1

ln(x+ x2+1)=y=> x+/x2+1=¢" = x2+1=¢e¥ +2xe +x°

- | _e¥-e¥
%y X7 2

= x = sin hy = f(x) = sin hx

= l=e?_ 2x¢' = x=2%

f nin tanim kiimesindeki her x igin f(x) = £+ fox) | £ - f-x)

2 2
yazilabilir.
px) = w , qx) = w denirse
f-x)+f(—(- _
o T 2( ( X)):f(x)+2f( % _ o)

oldugundan p(x) daima gifttir.

fex)-f(-(-%)) _fen-fo __ fe-fn _
q(-x) = 2 - 2 - 2 B

olup q(x) fonksiyonu tek fonksiyondur.

-q&)

n

(@ fix)= Ya.xk=a, +ax+a,x%+..+ax"
k—Ok 0 1 2 n

Eger 0)=0 ise l0)=a,+a,;.0+..+a,.0=>a,=0 dir.
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n
Bu durumda fix) = >} a, x*= a;x + agx% + ... + a,x"
k=0

=x(a, + 8,X + ... + 2, x"1) = x p(x)

Burada p(x) = a; + ayx + ... + a,x" "}, n-1. dereceden bir polinomdur.

(b) ix+a)= Y a, (x+ak=a,+a, (x+a)+a, x+a)+..+a_ (x+a)
k=0
= p(x) = f{x+a), n. dereceden bir polinomdur.
() flx)=a,+a;x+..+ax"

-_ n
- O=ay+aa+..+ax

fix)=a; (x-a) + ... +a, ("~ a") = g (x-a) + ... + a_(x-a) (x* L+...+a""})
= (x-a) [ag+a; (x+0) + ... + a, (x" '+ ... + a"1] = (x-1) h(x)

denirse h(x), n-1 inci dereceden bir polinomdur.

16. aile b aralarinda asal, b# 0 ve verilen denklemin x = % seklinde bir

koki olsun. Kok denklemi saglayacagindan

n n-1
(%) +al<%) +...+an_1%+an=0
olur. Esitligin her iki yam b™! ile ¢carpilirsa.

a__ n-1 n-2 n-1 n-1_
b+ala +a,a” *b+..+a__,ab" " '+a b*"'=0

a?
b

bulunur. a,, a,, ..., a, ler tam sayilar, a,b tam sayi1ve b# 0 oldugun-
dan egitligin sol tarafi bir tamsayidir. Sag taraf da bir tamsay1 olmali-

n-1 _ n-2 n-1 n-1 _
= a,a" =a,a" b+ ..+a,_jab"" +ab" =—

dir. (a, b) = 1 oldugundan %ﬂ nin tamsay: olmasi igin b =1 olmalidir.

Bu durumda x = a, yani bir tamsay olur.

17, x = % verilen denklemin bir kokii olsun. Denklemde x yerine % yazilirsa

n n-1
an(§> +an_1(%) +...+a1<§)+a0=0

bulunur. Her iki taraf q" ile ¢arpilip diizenlenirse

ap'+a _p*lg+..+a;pq"+a,g"=0 = (1)
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18.

19.

20.

21.

a, 1P lq + ... + a,pq™ ! + a,q” = —a p°

yazilabilir. Her iki taraf q ile béliiniirse
a p"
q

esitligin sol tarafi bir tamsayr oldugundan sol tarafta bir tamsay
olmalidir. O halde q | a p" dir. (p, q) =1 oldugundan q | a_ dir.

n-1 n-2 n-1
a, b + ... +a;pq + a,q =—

(1) in her iki tarafi p ile béliiniirse

n-1
a p

say1 oldugundan sag tarafta bir tamsayidir. (p,q) = 1 oldugundan p | a,
dir.

+a, P"2q + .. +a,q" = - a, %n elde edilir Sol taraf bir tam-

x =y =0 alimrsa f{0) = f(0) + f{0) = f0) = 2f(0) = f{0) = 0 olur.

x=y=0 almrsa f(0) = f{0) . 0) = f{0) - 2(0) = 0
= fl0)(1-R0)=0 < f(0)=0 veya f{0) =1 dir.

Her n>1 igin fin +1)=fln) + % yazilabilir.

n=1= f2 =ﬂ1)+%
n=2 = f3) =ﬂ2)+%
n=3 = f4) =f(3)+%
n=9 = ﬁ99)=ﬂ99)+%

olur. Taraf tarafa toplanir ve gerekli sadelegtirmeler yapilirsa
f(100) = 1) + 99 . 5= 3 +33 = 36

bulunur.

Esitligi tiimevarimla gosterelim.

n=1 igin
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1_ 1
arc tan 5 = arc tan B

olur. O halde 6nerme n =1 i¢in dogrudur.

n = k i¢in dogru olsun. O halde

k

1
mZ‘,l arctan2rn = arctani— ~

esitligi dogrudur. n =k + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

(I) esitliginin her iki yanina arctan ———— 1 terimini ekleyelim.

2(k + 1)2
k+1
1 k 1
mzl arcta 2me i1t arctanm
k 4 1
1 2 2
= arctan A % 2(k +11) = arctan( Z(;k(k++1)1):_k +1 )
Tk+1 2k+1)2
= arctan ( +1 )

bulunur. Bu da énermenin k + 1 i¢in dogru oldugunu gésterir.

(D



LiMiT

DIZILER

TANIM
Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir.

Diziler deger kiimesine gore ¢esitli adlar alirlar. Eger dizinin deger
kiimesi R reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar
kiimesi ise diziye rasyonel terimli dizi adi verilir.

|

Her n dogal sayis1i¢in s, <M olacak sekilde bir M reel sayis1 varsa
(s,) dizisine iistten siirlidir denir. M sayisina da bu dizinin bir tst
smr1 adi verilir. Her n dogal sayis1i¢in s, > m olacak sekilde bir m reel
sayis1 varsa bu diziye alttan sinirhidir denir, m sayisina da bu dizinin bir
alt sinir1 adi verilir.

TANIM

vn e N igin |sn| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayis1 varsa (s;)
dizisine ssmirh dizi denir.

TANIM

Bir dizi tstten simirli ise st smirlarimin en kiigiigiine dizinin en
kugciik ust simir: (ekiis) veya supremumu denir.

Bir dizi alttan simirh ise alt sinirlann en biiyiigiine dizinin en biyik
alt sinir1 (ebas) veya infimumu denir.

£>0 ve ae R olsun.
K={x:Ilx-al<e, xe€ R}

kiimesine a nin &~ komsulugu denir.
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(s,) bir reel say1 dizisi olsun. Ve >0 i¢in (s,) dizisinin sonlu sayidaki
terimleri hari¢ diger biitiin terimleri bir s reel sayisinin & komsulugun-
da bulunuyorsa (s,) dizisinin limiti s dir (veya s ye yakinsaktir) denir
ve

lims, =s veya (s)) > s

seklinde gosterilir.

TANIM

(s,) bir reel say1 dizisi ve s € R olsun. Ve >0 i¢in, n > n, oldugunda
Isn— s| < ¢ kalacak sekilde € na bagh bir n, sayis1 bulunabiliyorsa (s,)
dizisi s ye yakinsaktir denir ve

lims, =s veya (s)) —>s

seklinde gosterilir.

Yakinsak her dizi stmairhidir.

il

TEOREM

(s,) —s ise VAe R igin A(s)) > A.s

TEOREM

(s)) s ve (t)»>t=(s, +t) > s+t dir.

TEOREM

(sp)—osve (t)—->t = (s,.t)—>s.t dir.

TEOREM

(s,)—s, s# 0 ve Vne N i¢in s # 0 ise

-
5, S

dir.
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Sonug¢: (s,))—>s ve (t)—t, (t+ 0) ve Yne N igin t #0 ise

Sn s
t | Tt

(s,) dizisi verilmis olsun. Eger
1) Vne N igin s <5, ise diziye monoton artan dizi

2) VneN igin s, <s
veya azalmayan dizi

ns1 15e diziye genis anlamda monoton artan

3) Vne N igin s >s ,; ise diziye monoton azalan dizi

4) Vne N i¢in s > s, ise diziye genig anlamda monoton aza-
lan veya artmayan dizi

denir.

Monoton bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart simirh
olmasidir.

TEOREM

lim(1+ —1-> =e dir.
n

n—coo—

TEOREM

(a) a,—>0, b,—0, (b)) azalan ve lim b—bnﬂ varsa
li lim 2n” 2n
e b b o b b
dir.
-a
(b) b, — oo, (b)) artan ve hmﬁ varsa
a_, ,—a_

Hm b— e

dir.
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TEOREM

..u . . .
u, >0 ve lim 1';” =c ise lim»/u =c dir.
n

TEOREM

sina =1

lima, =0 = lim

TANIM
a:N—>R, a(n)=a, dizisi verilmig olsun.
k:N->N, k(n)=k,
fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak iizere
(a0k) :N—> R, akn)=ak,=a,

bilegke fonksiyonuna a dizisinin bir alt dizisi ad1 verilir.

TEOREM

(sy) > s ise (s )—s dir.

TANIM

(s,) bir reel terimli dizi olsun. (s ) bir Cauchy dizisidir < Ve > 0 i¢in
bir ny, € N vardir 6yle ki m, n>n, icin Ism— sn| <E€.

TEOREM

Reel terimli bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Cauchy
dizisi olmasidir.

TANIM

lims =+ « < VB;€R i¢in 3n; € N 6yleki Vn2 n, i¢in s > B,
n—o

lims, =—e & VB,e R igin In, € N éyleki Vn2n, icin s, <B,.

n--oo

lim s, = +  olmasi halinde “(s,) art1 sonsuza gidiyor”, lim s = —

nN--oc n—o0

olmasi halinde de “(s,) eksi sonsuza gidiyor” denir.
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PROBLEMLER
1. Asagdaki limitleri hesaplayimz.
— 2 2 2 2
(a) lim(—1—2—+%+—33+...+n 21) © limlt#248%
n-oco\ N n n n nco n

(b) lim<1+3+5;;';(2n—1)—2nn-;1) ® lim(/m—n)

(1.1 1 1 . nsinn!
owliobebod] o
n+1 n+1
© ikl (1 D) (14 2)e e (14 2)) g S
— n n n new 020430
1 _l l_ — n-1 1
@ rlll_rg(l Ll ven _3n_1)

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

() Hm(l+x(L+x2)(L+x4).(1+x®) =1 (|x|<1)
n-o 1-x

) lim[[xﬂ +[2x] + ...+ [nx] _x
n—oo n2 2

a1+ a2+...+a

lima_=a oldugunda lim L =g dir, gosteriniz.

n-o n-oo

lim a, = lim b, = p olsun. Bir (c,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri
hari¢

a,<c, <b,

ise lim ¢, = p dir, gosteriniz (Sikistirma Teoremi).

(1 + % + % +..+ #) dizisinin monoton artan ve sinirh oldugunu gos-

teriniz. Bu dizi yakinsak midir?

((— 1)“) dizisinin farkh 5 tane alt dizisini bulunuz. Bu dizinin bagka alt
dizileri var mudir?
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_ 1 1 1 N . .
7. s, = 193 + 234 +..+ ey T —— olsun. (s,) dizisine esit olan bir

dizi bulunuz. Bu dizi yakinsak midir?

8. (21:13 - 7) dizisinin en kii¢iik {ist simirim (sup) ve en biiyiik alt sininm

(inf) bulunuz.

D\ i (1 1 . )
9. (( 1) /n) dizisinin kag terimi ( 100 100) arahginin digindadar?

10. |a|< 1 i¢in (1 +a + a®

limitini bulunuz.

+ ... + a") dizisinin yakinsak oldugunu gosterip

11. Genel terimi %(g+§+é+m+ n:; 1

1t97*3 ) olan dizinin yakinsadig sayiyn

bulunuz.

12. a;=0 ve n>1 i¢in a = /2+a__, seklinde tamimlanan (a ) dizisinin
yakinsak oldugunu gésterip limitini bulunuz.

13. infa +infb <inf(a  +b, ) <sup(a, +b,)<supa, +supb, oldugunu
gosteriniz.

14. a# 0 i¢in (]a]yn) — 1 oldugunu gésteriniz.

15. a_= (—1)“[ 2 | olsun. Ispat edinizki a, >0 ve a_,, <a, dir.

n

16. ( 24..2n

m> dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

17, Asa@gdaki limitleri hesaplayiniz.
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18.

19.

20.

21.

5n 5n
(a) lim(1+ l) ) lim<1+ i)
n-c n n—oo n
n 2n-56
(b) lim(l— l) @ 1im(1+§)
n-oo n n-co n

(a,) >0 ve a>0 olsun. (a,) - a oldugundan log(a,) — log a dir, gos-
teriniz.

(a))—a, Vvne N igin a, 20 ve ke N ise (Va:) —~¥/a dir, gosteriniz.
(a))—»a, Vne N i¢in a,> 0 ve pe Q ise (ag) — aP dir, gosteriniz.

(a,) dizisinin tekrarlama bagintisi

Apeg —Apy T 6an =0

dir.a; = % , 89 = % olduguna goére (a,) dizisinin genel terimini bulunuz.

COZUMLER
. (1 2 n-1\_;. m-1).n_1
(a) l11131.9(?+;§+...+ — >_x111}2 PR
(b) lim(1+3+5+...+(2n—1)_2n+1)
n-o n+1 n2
2 4_ 2_ _
=limn——&n—+—1 =1lim®Z 2n°-3n 1=oo
neco\n+1 n2 N—eoo n3+n2
(1 1 1)\ _ .1 1 1
(e) 111132(2 + 3 +...+2n)—l1‘£rg2(1+2+...+ zn_l)
1
1-—>
=liml~ 27 =lim1——1—=1
n—-oo2 l_l n-—oc n
2
(¢) limL <1+l)+(1+2)+...+<1+5)
n-ooll n n n
a1 nm+1)]_ .. n+1 _ l=§
=lim [’” on |- iml+Hm=l4e=9
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_l 1 n-1 1
(d),l,lfﬂ(l 3+9+ A+ Y 1)

= lim

n—c

3 1\" _3
—3.1124[1_(_3) ]—4
(@) imLIH 2%+ 40?11 nm+DE@n+1) _

=1
n—oo n3 n—oao6 n3 3
+n

(/a1 -n)(/a?F1

1+(_;)+(_%)2+...+(_%)“"]=uml'(_‘%)i

£ lim(‘/n2+ 1- n) =1lim

n—oo n-o n2+ l1+n
n®+1-n? _.. 1 B
n-o/n?+1+n n-=/n2+1+n
n.sin.(n! n. sin(n!
(g lim LZ(——) l<sinnl< 1 = — 2n < szn(n)< 211

n-eo nN*“+1 n“+1 n“+1 n<+1
lim—2—=1i 211 =0 = limIlS;—n(n2 0 (sikistirma teoreminden)
n-on?+1 n-=n?+1 n-w n°+1

= lim 3w

)]

a1 2 n+1l
n+1 n+1 3 [(3) +1
(h) lim 23" i

n—o 904 3n _n—-oo n
3n[<§) +1

2. a) limA+x)0+xD)0+xY...(1+x2)

n gn+1
= lim J] 1+x2) = lim 11X— (sayfa 6, problem 14)
n—-o k=0 n—oo
= 1}x (Ixl <1 = lim x?**!=0)
+[2x| +...+
by i LI
n - oo n
kx — 1 <[kx| < kx k=1,2 ..n)

= X+2x+..+0x— n<[x]+..+[nx]<x+2x+..+nx

nn+1)

) ]]Sn(n+1)X

x-n<[x]+..+[nx 5
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m+D_ 1 [x]+.+[nx] _n+1
= o X— < = <X
Jim F by <lim St xS
= Lm Ix]+[2x] 42- ot [nx] _x
n—o n 2

) 5 . a,ta,+..+a
lima, = a oldugunda lim—-1—2— =»

n—oo n—oo

= a oldugunu gisterecegiz.

lima =a olsun. Bu durumda Ve>0 3n;(¢) vardur,

n-—oc
oyle ki |an— a| <€ dur.
n

_ata,t..+a

S

o olsun. Ve >0 i¢in

|sn— a| < & olacak sekilde bir m (¢) sayisimin mevcut oldugunu géstere-
lim.

a,ta,t..+ta_ ajta,t..+a +a,  ,+..+a,-na

—a

[sa-al =
n

n n

= % ‘(al_ a)+..+ (ano_ a) * (a“o+ 1 a) tetla,- a)‘

==|la,-a|+..+|a, —a|+|a, ,,—a|+..+|a,~a||==+——=2¢
ni| ng I ng ! s n n
B <e <€

% — 0 (n — «) oldugundan ‘% - 0{< ¢ olacak gekilde €’a bagh n,%(¢)

sayis1 vardr.
m, (¢) =max { n; (€), ny’(e) ] olsun. Vn > m,(e) igin

-n n-n n—-n,)
0By 5 2 Mo o, B0 000
n n n

n
n-n;<n= eE<e+e=2¢

. . a,tayt..ta

= lims =lim——"=a
n-— o n-—o n

lima, =limb, =p olsun.

lima, =p ise Ve >0 igin bir n; sayis1 vardir,
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oyleki n > n, i¢in |an—p| <€ dur.

limb, =p ise Ve>0 igin bir n, sayis1 vardir,

oyleki n > n, icin |'bn— p| <E€

max {n, , n, } =m, diyelim.

Ohalde n>m, i¢in —e<a —- p<c,- p<b, - p<e¢

= Icn—p|<e = limec,=p

n -— oo

1 1
5. an=1+1—!+...+a
(1al,1 1 \_({ 1,1, 1)1
a"+1_a"_(1+1!+2!+"'+(n+1)!) (1+1!+2!+"'+'rﬁ)‘(n+1)!>°

= a, <a,,; olup verilen dizi monoton artandir.
n! > 2*! oldugundan
1.1 1 1 1

1+ﬁ+§!+...+H<1+1+§+...+2n_1
1 n
1-(3) :
c1+—2L _q49l1-(L) |25 L3
1__1_ 2 Zn—l
2

oldugundan verilen dizi siarhdir.

Monoton ve sinirh her dizi yakinsak oldugundan verilen dizi yakinsak-
tir.

6. ((— 1) ") dizisinin farkl 5 tane alt dizisini bulalim.

((D™)=(1), (D®)=(-1-1-1.)

-1,-1,1,1,.), (-1,-1,-1,1,1,1,..), (D™)=(1,-1,1,-1,...)
Bu dizinin bagka alt dizileri de vardir.

. 1 __A ., B
" nnh+1Dn+2 nmh+l @+1Dn+2)

1=An+2)+Bn=1=A+B)n+2A =
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10.

1 g__1 5
A= o B = 5 olur. Buna gore

1+1 1

=123 234 " 1@+ Dmn+2)

=1(L_L)+1(L_L>+ +1( e m
2\12 23 2123 34 T 2inn+l) @M+ 1N+ 2)

SR U
T2\12 @m+1Dn+2)

; elmi(i-__ 1 .1
olur. lim s =lim 5 (2 o 1)(n+2)) 1
1 _ 1 =
bulunur. t, = 1 ThrDmeD alimirsa (s ) = (t,) olur.
s = ( 3n )
o \2n-7
s C2 a5 0 3/2%45 3 185 5 12
3n_ \_ . 3n_\_
sup(zn_7)—12, 1nf(2n_7)— 9
(=) ’ dizisinin (—L 1 araligh disindaki terimlerini bulalim
n 100’ 100 ’

CO s 1 1.1
0 0| > =>n2100=>n5100

~ 100

bulunur. O halde ilk 100 terim ( 1 ) komsulugunun disindadr.

_1 1
100’100
laj< 1 i¢in

24 ...+a" olsun.

2

s,=1l+a+a

Spp1— Sp=l+a+a+..+a™ - (Ql+a+..+a”)=a"'>0

= 8, < S,,; yani verilen dizi monoton artandir.

|1_an+1| 1+|a|n+1 9
= < <

s =|1+a+a2+...+a"|
| "I 1-a 1-a 1-a

= (s,) sumirh dolayisi ile verilen dizi yakinsaktir.

. T - LR |
,,ILII;S“_JI..HL 1-a 1-a
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11. a, =2
a,ta,+..+a_ (2 3.
n “ni\1l )
a,ta+...+a
= lim%—hma =lim®2 +1 =1

12,

13.

a;,=0, n>1 i¢in a, =\/2+T_
=/2+40= /7 /2+— = ag<ag ve a,; <a, olsun.

a, < ap,; oldugunu gosterelim.
a, ;<a, = 2+an_1<2+an:>m< 2+a_=a, <a,,; dir.
Yani dizi monoton artandir. Simdi dizinin sinirh oldugunu gésterelim.
a, = /2 <2

= m </2+2=2
a,<2 ve a, <2 olsun. a_,; <2 oldugunu gosterelim.
a, <2 = 2+a,<4 = /2-+—an<2 = a,, <2 dir.

Monoton ve simirli her dizi yakinsak oldugundan verilen dizi
yakinsaktir. lima =L olsun = lima _; =L dir.

hma =lim [2+a _, = L=/2+L = 12-L-2=0

n — oo n— o

= L=2 veya L=-1, a >0 oldugundan L =2 dir.

Ilk olarak inf a_ + inf b, <inf(a, + b,) oldugunu gésterelim.

inf tanimindan her ne N i¢in a > infa_ , b >infb,

= Vne N ig¢in a +b, 2infa_ +infb  dir.

= inf(a, + b)) 2inf(a ) + infb_ (1)
Simdi sup (a, + b)) < sup a, + sup b, oldugunu gosterelim.

her ne N i¢in a, <sup(a,), b, <sup(b,) dir.

= Vne N, a,+b <supa, +supb,

= sup(a,+b,)<supa,+supb, (2)

Ayrica
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inf (a, +b,) <sup (a, +b,) (3)
oldugu agiktir. (1), (2) ve (3)Y'den istenilen esitsizlik gergeklenir,

14. |a|> 1 olsun.
xn=|a|]/“— 1 diyelim. |a|> 1 oldugundan x, >0 dir.
= [aIV"=xn+1 = la]=(1 +x)"

olur. Bernoulli esitsizliginden

|aj-1
la]=1+x )">1+nx =0<x < -
limlaT_1 = 0 oldugundan sikigtirma teoreminden, lim x =0 dir.
la|=1 ise (|a|1/")=(1,1,1,...)-—> (n—o ) = 1im|a|y"=1

0<l|a]<1 olsun. = 1.1 b=L dersek

|a| |a|
limb™ =1 = limb¥= 1 yn=1=lim|a|]/n=1 dir.
n- o n-o lim|a| n-w

15. an=(-—1)“<_1/2)
n
(g) A 1)';1('0‘ —n+1) oldugundan
1 1 1
L -Eoq) (-E-n+1

-1 _( 2)( 2 ) ( g "t )_(_1),,1.3...(211—1)
n - n! - 2™n!

dir. Dolayisiyla

13..2n—-1) _13..@2n-1)
2"n! 27 n!

bulunur. Her n2>1 i¢in a, >0 oldugu agiktr.
8p,1_185.2n-1)2n+1) 2" n!

a, = (-1 (1)

a " on+l(nt 1) 1.35..2n-1)
2n+1
= 2n+2<1 = a,;<a,

olacagindan (a,) azalandir.
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16.

17.

18.

8ne1_ 2.4.2n)(2n + 2) 0357.2n+1) _2n+2
a, 3567.2n+1).(2n+3) 246..2n) 2n+3

<1

= a_,; <a, olup dizi monoton azalandir.

246..2n) _ 246..(2n) -
357.(2n+1) < 246.(2n) 1 = dizi simirhdir.

Monoton ve simirh her dizi yakinsak oldugundan verilen dizi yakinsak-
tir.

n-—o n-— oo

1\%*
(a) lim(1+—) =lim
n

3] -

(b)lim(l—%):lim(n_1> = lim —L——= 1

n- oo n-— oo

- 1 n—l_e:e
11m(1+ _1)
X 4\* 4.1 oo
(c) .}Ln:o(1+n> Bk diyelim.
50 20k
lim(1+i) =11m<1+l) =e?
n-—-o n k-~ k
n(1+3)7 7 B_L giveli
(d) nh~n;<1+n) 'y h R diyelim.
xm-5 -5 x]® -5
lim(1+%> =k1im(1+%) - lim (1+%> [1+Il(- —ef.1=¢8

(a,) »a=Ve>0 3n, vardir. Oyleki Vn>n, i¢in |an— a! <¢ dur.

|an—a|<e=>—e<an—a<e = a-g<a <a+¢
Ilogan—loga| <|logla+ 8)—loga|=log(1+-§) =g,

= Ve; >0 igin 3n; 3 Vn>n, icin Ilogan—loga|< g, dir.

= (loga,) — (loga) dir.
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19. a¥— b*=(a—b)(@*! +a*2b + ... + b¥ 1) egitliginde

20.

21.

a =k/aTn, b =%a almirsa
oy -a=(ya, - a)|(¥a,)" "+ (va,)" "Ha v (V8)"

= k/a‘n—lf/——= k-1 al:l——Za k-1
() (ya,) e+t (¥a)" ]

k-1
(a,) — a oldugundan Ve>0, Iny>n>n, igin |an— a|<(1§/a_1) €

e . Kk ’an_a| . X
yazabiliriz. |k\/aj— /§‘<W<e = nhglolf/al_n— /a .

(a,) >a, Vne N i¢in a, >0 olsun.

p € Q sayistn1 p = % (m,keZ, (mk)=1 ve k# 0) seklinde sege-

lim. 19. sorudan biliyoruz ki (a,) — a ise (k/a—n) - ¥a dir. Yine biz
biliyoruz ki m € Z i¢in a, — a ise al' > a™ dir. Buna gore

@ =(a) ¥ = (y/a,)" = (Va)"=(a) B = o
dir.

Karakteristik denklem x*- x+6=0
x,=3, x=-2 dir. a1=%, a2=%- oldugundan
= a,=A;.3"+A,(-2)" = 0 =3A, + A, (-2) ve
1 )
1=A,.9+A,4 = A1=1—5 ve Az=—ﬁ dir.

__3_n (—2n)=(_1)n+1_2_n+£

= &=157 710 10 " 15
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BIR FONKSIYONUN LIMITi

TANIM

AcR, f:A— R bir fonksiyon ve ada A kiimesinin bir yigilma nok-
tas1 olsun. Terimleri A \ {a} kiimesine ait olan ve a noktasina yakinsa-
yan her (x) dizisi i¢in elde edilen (f (xn)) goriintii dizisi aynm bir L sa-
yisina yakinsiyorsa bu L sayisina f fonksiyonunun a noktasindaki limiti
denir ve

lim flx) = L

X—a

seklinde gosterilir.

TANIM
AcR, f:A—> R ve g:A—> R birer fonksiyon ve a€ R olsun.

Eger lim f{x) ve lim g(x) limitleri varsa
X—a XxX—a

(1) lim(f+g = lim fix) + lim g(x)

X—a X-—a

2) lm(f.g) (x) = lim f(x) . lim g(x)

X—-a

(3) Her xe A i¢in g(x)# 0 ve limg(x)# 0 ise

tim L0 _ £2s
Xx—a g(x) hﬂn’lag x)

(4) Her ae R igin lim(a. ) (x) = . lim f{x)

X—a X-a

dir.

AcR, f: A—> R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir y1g1lma nok-
tasi olsun.

(1) Terimleri A kiimesinden alinan, her n € N icin x, <a bagmnti-
s saglayan ve a noktasina yakinsayan her (x) dizisii¢in (f (xn)) dizi-
si bir L, reel sayisina yakinsiyorsa, bu L; sayisina f fonksiyonunun a
noktasinda sol tarafi limiti denir ve

limf(x)=L, veya lim 0f(x) =L,

x—a" x—-a-

seklinde gosterilir.
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(2) Terimleri A kiimesinden alinan, her ne N i¢in x > a baginti-
sint saglayan ve a noktasina yakinsayan her (x) dizisi i¢in (f (xn)) di-

zisi L, sayisina yakinsiyorsa bu L, sayisina fonksiyonun sag tarafl li-
miti denir ve

limfx)=L, veya lim 0f(x) =L,

x—at x—~a+
bigiminde yazilir.

(3) Bir f fonksiyonunun bir noktada limitin var olmasi i¢in gerek ve
yeter sart o noktada sag ve sol limitlerinin mevcut ve egit olmasidir.

TANIM

AcR, f: A—> R bir fonksiyon ve ada A kiimesinin bir y1g1lma nok-
tasi olsun. Her &> 0 igin, eger 0 <|x-a|<8 oldugunda |fx)-L|<e
kalacak gekilde bir & > 0 sayisi bulunabiliyorsa x, a ya yaklagtiginda f
nin limiti L dir denir ve

limf(x)=L

X—a

bi¢iminde gosterilir.

PROBLEMLER

1. Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili noktalardaki sag ve sol
tarafli limitlerini bulunuz.

2x+1, x<1 ise

(a)f:R—-R, {x)= 3 ,x=1 ise , a=1
4x-1, x<1 ise
4_
(b)f:R—> R, f(x)=52—l, a=1
x“+1
[x*-4|

(e) f:R\{2} >R, flx)=

x-2 °

2. Asagdaki fonksiyonlarin yanlarinda yazili noktalardaki limitlerini
bulunuz.

(a) f:R\N{0)] >R f(x):|2Xl

—_, a=0
X
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x/2 , x<1 ise
b)f:R—R, fix)={ 0 ,x=1 ise , a=1
12 , x>1 ise

|sinx| )
(€) £:(0,2n) > R, fx)={ qinx * X7 7 1s¢ a=m
0 ,x=7 ise

3. Asagidaki limitleri hesaplayimz.
2 1

o im 2 BN,
=3
(e) }l_ngﬂxﬂ (h) }im Eh—_‘/g—
() lim BT bXTC ® hm/_ /A-x
oopx +qgx+r X—0
(@) xli_rg’;_‘; () Jim (/x?=Bx+6 -x)

1- \/

(e) lim === G) lim( xZ+5x+1 +x)

X~ -

4. Asapidaki limitleri hesaplayimz.

(a) lim % (b) 1im§i;‘—x
X - X —
.___sinax sinax
() PP}J bx (©) h osmbx
(d) lim 1-cosax (e) lim sinx — sina
X2 X—a -

) lim sin(x + h) — sinx (g) lim cosax — cosbx
h=0 h X~ 0 x2

5. Asagdaki limitleri hesaplayimz.

sin(x2-1 .

(a) lim ( ) (e) lim sm('tanx) ‘
x-1 x-1 x-0 Sinx

(b) limx. sinl (¢) lim sin(cosx)

X — X 4 COSX
x~3
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6. “lim f(x) = L ise lim|f®)|=|L| dir.” 6nermesinin dogrulugunu gos-

X—a

teriniz. Bu 6nermenin kargit1 da dogru mudur?

7. fx)=9x - 5 olsun. Bir § > 0 sayisi bulunuz ki |x-1|< 3 oldugunda
|fx)— 4| <5 kalsm

8. g(x) =2x*+3 olsun. Bir § >0 sayisi bulnuuz ki |x| <8 oldugunda
|lg&x)-g0)]| < % olsun.

9. flx)=3x+5 ve €>0 olsun. Oyle bir § >0 bulunuz ki |[x-2|<38
oldugunda |fx)-11|<e kalsin.

10. Asagdaki esitliklerde tanimlanan f: R — R fonksiyonlarinin hangi
noktalarda limiti yoktur?

(a) flx) =[x]+]-x]
(b) f) = [x?]
(©) fix)=1- x+[x]+[|1-x]

|sinx] ) e e
11. f:[-7z, 7]\ [0,1) - R, f(x)= sin[x] fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Bu fonksiyonun hangi noktalarda limiti yoktur.

COZUMLER

2x+1, x<1 ise
1. (a)f:R—-R, fx)= 3 ,x=1 ise , a=1
4x-1, x<1 ise
lim f(x) = hm(2x+ D=3, limfx)= 11m(4x 1)=3
x -1t x—-1"
= hn}f(x) lim f(x)= hmf(x) 3
x-—-1"
x4-1
x2+1’

(b)f:R—> R, fix)= a=1

4_ x“+1 -1
limfx) = lim*-—L - 1im< J(x*-1) limx2~ 1)=0
x=1 x-1%24+1 x-1 x2+1 x—~1



[ LimiT IERIEEER

|x2-4]
(© f:R\ 2} >R, fo=1—od, a=2
2_
1imf(x)=lim|x 4I=limx2—4:1im(x+2)=4
x - 2% x — 2% X"2 X—2 x—2 X—-2
poe] (4]

Jimf60=lim =5 =lm- =3

O halde 2 noktasinda limit yoktur.

=— lin;(x+2)=— 4

2x
2. (a)f:R\{O}—)R,f(x):'—x—|, a=0
2x
lim 60 = lim 12X = Jim 2% = 9
x-0t  x-0t ¥ x-0X .
= limit yoktur.
. I -
limf®)=lim — =lim—=-2
x—~0" x-0" X x-0 X
x/2 ,x<1 ise
b f:R>R, f{x)=4 0 ,x=1 ise , a=1
12, x>1 ise
. 1: lzl . 1 E:l
limfe)=limg =5, lmfx=lm5=5
= limf)=1
x-1 2
|sinx| .
(© £:(0,2m) 5> R, fx) ={sinx * ** 7 %€, a=n

0 ,x=7 ise

. . |sinx . inx
lim f(x)=lim % =lim- %}; =—
gt gt X—-7 .
X X~z (sinx| = lim flx) yoktur.
. . |Isinx| . inx X—-7
lim f(x) = lim ——' = lim+ 32X =
% — 1~ S sSinx x-nx SINX

. 2 1

3. (a) PEI}XZ—]. _—)
. 2 1 . 2-G+D .o -&-D_. 1 _ 1
:}lﬂxz—l X—I—PP} x2-1 _ll—ni x2-1 ll—fri x+1 2

.| 2|
(b) lim—
1 X

X~ 3
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=2, lim

—=lim*=
1

lim[x]=2, lim|x]=1 = limit yoktur.
x - 2% x - 27

(¢) lim ax?+bx+c
X~ opX2+qx+T

2
lim >
x — o PX +qX+I‘
. x°-8
@ lim" =5

x - 2%

x—2 X —~2

2_
= lim x°-8 mevcut degil.

x—-2 X~

1-/1-4x°
2
X

(e) lim

lim<x+2—x—4—)=—oo, lim

X - 27

xi-4-4 lim(x + 2)— — s

(

4
-2

4 \_
x+2 X_2)—+oo

(1-v/1-%3)(1+ /1-&7)

x—-0
A= 1%2
liml—z;“x=lim
x-0 X x—0
1-(1-4x?)

= lim

4X2

x2(1+ ,/1—4x2)

-4

(fi lim
h-0

e Ao a) e (Le/ioa?) 2

x+h)m-xm

oW

. 3/x-3/a
(g) lim ——=—"—

X—-a
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lim 3/X=8/a (8/x-3/a)(3/x+3/a)
x—a X—a Xx—~a (x—a)(3/§+3/f;)

- lim 9x—9a 3
x-a(x— a)(3/_+3/_) x*a3/_+3f 2/a

(h) lim ______V’”'h_‘/’_‘
h-0 h

1im‘/x+h—‘/;~(vx+h+/;)—hm 1
h=0 h (/x+h+/x) ® 0h(/xT+/—) T2/

/1+x - /—

(1) hm

x—-0

. (/1+x —/l—x) (/1+x +f1—x)
im

x—0 X l+x +/1-x

= lim 1+x-1+x Hm =0

x~0/i+—x+/1 X X—-O 1+x+ 1-x
) l{m(,/x2—5x+6—x)
(\/x2—5x+6—x)( x2~-5x+6 +x)

. . -5x+6
lim =lim ——m——
xmo /x2-5x+6 +x xoo/x2-Bx+ 6 +X

X(_5+g) 5
= lim =—§

@ lim (/xZ+5x+1 +x)

X — —0oo

( x2+5x+1 +x)(\/x2+5x+ 1 —x)

lim /x2+5x+1+x= hm

X—~oo (\/x2+5x+1—x)
x(5+%)
=lim bxt1 =lim =—g

Y 1+g+;15—x x"_“—x( 1+5+i2+1)
—— X
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4. (a) lim SBX
X

.5
X3

Jim Siox _ 1
z X n
2

2
(b) lim SiRX
x—-o X

-1 smx_l x> 0)
X X X

-1<sinx<1,

sinx
SR _0

|

lim-L1-0, lLim

X — oo

=0 = sikigtirma kriterinden lim

X —~ o0

. sin
(c) lim3ax
x-0 bx
. sinax . i
lim 8122 _ i, SINax 2 _a
x-0 bx x-0 ax b b
. sinax
(¢) im=—"——=
¢ x - 0sinbx

a
x-08inbx x-.o ax sinbx bx b

(d) lim1=cosax
x—-0 X

. sinax _ .. i
sinax _ . . sinax bx ax

X—~a X—a

+ —
. . 2cos(x2a)-sm(xza>
lim SiDX - sina _ .
X—a X—a X —-a X—a
sin(x;a)
. +
= lim cos{ ¥X8)=1.cosa=cosa
x-a X—a 2
2
. sin(x+h)-si
® lim sin(x + h) - sinx
h-0 h
. sin(x+h)-si . i inh- si
lim & x+h) sinx _ . sinx cosh + cosx sinh— sinx
h-0 h h—0 h
= limgo—s—}l_—1 sinx + lim sinh cosx

h-o0 h h-o h
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T . . sinh
-&151(1) h sinx +}}1£r(1)—h cosx
.h . h
—-2sinz sing .
Y 2 . 2 . sinh
= }}151% h 5 sinx +]}1£r(1) h COSX

=0 -sinx+1-cosx = cos X

cosax — cosbx

i
@ iR
1-2sin?<> -(1—2sin295>
lim Sosax—cosbx _,. 2 2
x—-0 X2 x—-0 x2
x )2 ax
2 sin—- 2 sin=- 2_ .2
- lim| 22 b 2| _a* 2 _b?-a
x—-0 2 b& 2 g{ 2
2 2
1n(x2 1)
(a) lim
x—-1 x—-1
) sin(xz— 1) &+1) .. sin(xz— 1)
}1311 — ~(x+1)—x1~n} 1 x+1)=12=2
(b) limx. s1nl (;1(—=t denirse x > » & t—>0)
limx. sml = hmt sint=1
(¢) lim sin(tanx)
x—-0 SinX
lim sin(tanx) _ lim sin(tanx) 1
x—-0 Sinx x—-0 Sinx coSX

CosX

- jpSinttanx) 1 _
x-0 tanx COSX

=1

sin(cosx .
sin(cosx) (cosx:u denirse x > % = u—)O)

(€) xlini €OSX 2
2

. sin(cosx . sinu
lim ( ) - lim

n  COSX u-0 U1
2

=1

X —

limflx)=L & Ve>0 igin 3§>0 o |fx)-L|<e¢

X—a
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160 - |L|| = [£60~ L| < € = lim|fea)| = |L|

-1, x rasyonel

Onermenin karsit1 dogru degildir. f(x) = { 1. x irrasyonel

fonksiyonu igin lim|f(x)| =1 oldugu halde lim f(x) mevcut degildir.

7. 1x-11 <3 oldugunda |f(x)-4|=|9x-5~-4|=|9x~9|=9|x~1|<95

96 < % =20< % segmeliyiz.

8. Ixl <8 oldugunda |g(x)—g(0)|=|2x2+3—3|=|2x2|=2|x|2<252

2562< % =»0< -;— secilmeli.

9. Ix-21 <3 oldugundan |[f(x)-11|=|3x+5-11|=|3x~6|=3|x~2|=35

35=¢ = 5 =§ secilmeli.

10. (a) f(x) = x|+ ]-x]
-

[x]-1 x tamsay: degilse

x tamsayl

0 x tamsay:

-1 x tamsay degilse

f10) =ux|+u—xu=l

=> tiim noktalarda fonksiyonun limiti vardir ve -1 dir.

(b) flx) = |x?]
ﬂx2ﬂ=m > m<xl<m+1l = /m<x</m+1
m=0 = 0<x«<l1 =>|1x2|]=0

1

m=1 = 1<x</2 = ﬂxzﬂ

m=2 = /2<x</3 = ux2ﬂ=2
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11.

y
o ™ * ° y =ix21]
1
—t 10, —t + * X
Nz -l 1 3

Dolayisi ile ﬂxzﬂ fonksiyonunun n dogal say1 olmak iizere *.,n nok-
talarinda limiti yoktur.

li 2l=n-1
Jtim_[x]=n

x}i2+ﬂx2ﬂ =n

©) fx)=1- x+[x]+[1-x]=1- x+[x]+1+[-x]=2—x+{x]+[-x]
ffx=2-x, f, (x)=ﬂx[|+|[-—x]]
f, fonksiyonunun limiti heryerde var ve

f, fonksiyonunun limitinin heryerde oldugunu a) sikkinda gostermis-
tik. Dolayisi ile f fonksiyonunun limiti her yerde vardar.

-
NN
h ———

= |x]=1, [sinx]=0 = flx)=0

x=% = [x]=1, [sinx]=1 = f(x)=s_i11—1_
xe(%,Z) = [x]=1, [sinx]=0 = flx)=0
x=2 = [x]=2, [sin2]=0 = fx)=0
x€ (2,3) = [x]=2, [sinx]=0 = flx)=0
xe[3,m) = [x]=3, [sinx]=0 = fx)=0
x=1 = [x]=3, [sinx]=0 = fx)=0

x=-1 = |x]=—4, [sinx]=-1 = fx)=0

x € (-m, -3), |x]=—4, [sinx]=-1 = f(x)=§—111_4
x € [-3,-2), [x]=-3, [sinx]=-1 = fix) = Siil?)
1

x € [-2,-1), [x]=-2, [sinx]=-1 = fix)=

sin2
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__ : - __1
xe [-1,0), [x]=-1, [sinx]=-1 = flx) = Sl
y

o 1/sinl
1/sinl

e -
& 1/sin2

— .

S O — 1 1/sind

Dolayisi ile fonksiyonun -1, -2, -3 noktalarinda limiti yoktur.

BOLUM PROBLEMLERI

1. lima_ #0 oldugunda ((—1) “an) dizisinin 1raksak oldugunu gésteriniz.

2. a;,=2ve nz1 icin

8,41 = é‘ (an + 4)

bagintisim saglayan (a_) dizisinin monoton artan ve sinirh oldugunu
gosteriniz. Dizi yakinsak madir? Yakinsaksa limitini bulunuz.

3. Fi=Fy=1ve n22 icin F,, =F ,+F bagntisin1 saglayan (F )
dizisine Fibonacci dizisi denir.

Jim T = 5 (145)

olacagimi gosteriniz.

4. a,=/2 ve n>1 igin a = /2+ /a_ _, bi¢iminde tanimlanan dizinin
limitini bulunuz.
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5.

10.

11.

12,

(a) (a,)) > a ve Vne N igin a <c ise a<c dir.

(b) (b,) yakinsak ve tiim terimleri negatif olan bir dizi ise limit negatif
veya sifirdir.

(¢) (c,) yakinsak ve tiim terimleri pozitif olan bir dizi ise limit pozitif
veya sifirdir.

dénermelerinin dogrulugunu goésteriniz.

o€ (0,1) olsun. a; = ve n>1 igin
a, = %(a+ai_1)
biciminde tamimlanan (a,) dizisinin yakinsak oldugunu gosterip limiti-

ni bulunuz.

(sy) >s ve (t,)) >t olsun. Vne N i¢in s <t  ise s< t dir. Ispat-
layimz.

Tiim terimleri rasyonel olan bir dizinin limiti irrasyonel olabilir mi?

Asagrdaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz.

(@) J2+/2+/2 ..=2
() /6+/6+/6 ..=3
(¢) /20+ /20+/20 ...=5

Fibonnocci dizisinin genel terimini bulunuz.

f:R—> R, fix) =x+ /x—[x]| bi¢iminde tammlanan fonksiyonun limitli
olmadig noktalarin kiimesini bulunuz.

f1x) = {22 , X rasyonel ise f RoR

, X irrasyonel ise’

fonksiyonunun hangi noktalarda limiti vardir?
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BOLUM PROBLEMLERININ COZUMLERI

1. Yakinsak dizinin her alt dizisin de yakinsak oldugunu biliyoruz.

Verilen dizinin ((—l)zna,m> ve ((—l)m”ayml) gibi iki alt dizisini
gozoniine alalim.
lima, = A ise lima, =a ve lima, ,=a dir.

Bu durumda lim (-1)*" a,, = a ve lim (-1)*!a,  =-a dir.

Dolayis ile ((— 1) "a n) dizisi yakinsak olamaz.

2. a;=2ven21ign a = % (a, + 4) oldugundan

a; =2, a2=%(a1+4)=3 = ay > a, dir.
a, >a,_; oldugunu kabul edelim ve a_,, >a, oldug'unu gosterelim.
an_1<an=>an_1+4<an+4=>%(a 1+4)< (a, +4) =

a, <a,,; O halde verilen dizi timevarim prensibi geregince monoton
artandir.

Simdi sinirh oldugunu gosterelim. Her n € N i¢in a, < 4 olacagim
gosterelim.

n=1 i¢in a,=2<4 dogrudur. a, _; <4 oldugunu kabul edelim ve

a, <4 oldugunu gosterelim.

an_1<4=>an_1+4<8=> (a 1+4)<2 8=4 = a <4

Tiimevarim prensibi geregince dizi sinirlidir. Monoton ve sinirh her dizi
yakinsak oldugundan verilen dizi yakinsaktir, lim an =L olsun.

Bu durumda lima_,, =L dir. = lim a,, = hm (an +4) =

— X

—

E(L+4)=>2L L+4=L=4=lima =4

3. F,,;=F,;+F, indirgeme bagintisimn F_ = k" geklinde ¢6ziimleri
varsa

k"1 =k™! 4 k" = k?=k+1 = k¥-k-1=0.Buradan,

1+/5 1-/5
k=15 k= 1o

bulunur.
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= F, = Ak7+ Bk} (A ve B keyfi sabitler)

o 1+/6 ,,1-/5p (F;=1)
2 2
2 2
1+/6 A+ 1-/5 B=1 (Fy=1)
2 2
Bu sistemin ¢éziiminde A=-B=—
’ /5
po1l{1+/5)" (1-/5)"
= A T2 2
1+/§ n+1_[1_‘/5]n+1 . 1—/5 n
F"+1= 2 2 _1+/5 1+/5
F, 1+/5)" (1-45)" 2 | (1=
2 2 1+/5
- F
H+g <1 oldugundan nhqrr:o E,:l=1+2‘/5 dir

al=./§ ve n>1 ig¢in a, = /2+ /a__,
a,=/2
a,=/2+/2 = a,; <a, dir

(1) a,_; < a, oldugunu kabul edelim ve a, <a_,; oldugunu gosterelim.

(1)den a,_;<a, = /an_1<‘/a>n = 2+ /an_1<2+/a—n
= \/2+‘/an_1 </2+/§; = a,<a,,;

Dolayisi ile tiimevarim prensibi geregince dizi monoton artandir.
a,=/2+/2 </2+2=2 ve a <2 (2) olsun.

a,,; <2 oldugunu goésterelim.
(2)den a, <2 = ‘/a—n</§ = 2+/a_n<2+\/§
= [2+/a </2+/2+/2+2=2 = a,,<2

Dolayisi ile tiimevarim prensibi geregince Vn € N i¢in a ,; < 2. Yani
a, dizisi simirlidir. Monoton ve simirh her dizi yakinsak oldugundan
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lim a, = L olacak gekilde bir L sayis1 vardir.

lima, =lim /2+ /a__,

L=/2+/L = L2-/L-2=0= (L?-20%=L = L=1

5. (a) (a,) — a ise Ve >0 i¢in 3n;e€ N> Vn2>n, icin Ian—a|<e dir.
= —€<a,— a<€ = a-€<a,<a+¢t
Vn igin a <c oldufundan a- e€e<a <Sc=>a-€<c = a<c+¢
¢ yeterince kiigiik segilebilen pozitif bir say1 oldugundan a <c dir.
(b) (b,) > b olsun. Ve >0 i¢in Inje N3 Vn2 n, igin |b ~b|<e
b-e<b,<0= b-e<0 = b<e = b<0 olmahdr.

(¢) (b) sikkina benzer olarak yapilir.

6. n=2 icin a2=%(a+a2)<a=al = a,<a,

a, <a,_; oldugunu kabul edelim ve a ,; <a, oldugunu gésterelim.

2

2,2 2
a,<a,; =ai<ai_ soataica+al_,

=>%(a+a§)<%(a+a:_l

= dizi monoton azalandir.

) = a,;<a,

Aynca 0 <a, <a; =a oldugundan (a,) dizisi simirli dolayisi ile yakin-
saktir.

lima,=L olsun. = lima, ;=L = L=%(a+L2):L2—2L+a=0

A=4-4a, L,=25242¢ 15 /1-¢

0<a, <a oldugundan L=1-/1-a dir.

7. (s))—>s ve (t)—ot ise (s, - t)—>(s— t) dir.
= Ve>0 3ny,>Vn>n,; igin Isn—tn—(s—t)|<e
= ~t+s—t<s -t <€+s5-t
s, <t, oldugundan s, — t <0 dir. Bu durumda,
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10.

11.

12,

—€+8s—-t<s, -t <0 = €+s5-t<0 = s-t<e
£ yeterince kii¢iik segilebilen bir pozitif say1 oldugundan

s—-t<0 = s<t

a, = (1+ %) seklinde tanimlanan dizinin tiim terimleri rasyoneldir.

Fakat lim a, = lim (1 + %) = e rasyonel bir say1 degildir.

n — oo n—oo

(a) a=/2+/2+/2+ .. olsun.=>a?=2+,/2+/2... = a?-a-2=0
[

a
a=2, a=-1 = a=2 olmaldir. (a>0)

(b) a=/6+/6+/6 ... olsun. = a2=6+/6+/6..=2a2-a~-6=0
—_—

a=3 ve a=-2 = a=3 olmalidir. (a > 0)

(c) a=/20+,/20+,/20 ...olsun. > a®=20+a=a%2—- a—- 20=0
a=5a=~-4, a=5 olmalh. (a>0)

1+/5

oldugu gosterildi.

(1]

z tamsay1 olsun.

limf&)=limx+ /x-|x]=z+/z-z =2z,

x -2zt x
limf&)=limx+ /x-[x]=z+/z-=z-1) =z+1

Dolayisi ile tamsay: degerlerinde fonksiyonun limiti yoktur.

(x,) dizisi L (L # 0) noktasina yakinsayan herhangi bir dizi olsun. x
in rasyonel elemanlarim1 a,, irrasyonel elemanlarim b, ile gosterelim.
fla)) =0, flb) = bﬁ — L2 dolayisi ile alt dizilerin goriintiilerinin limiti
farkl (L # 0) oldugundan 0 hari¢ hi¢gbir noktada limit yoktur.
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4.1. SUREKLI FONKSIYONLAR

TANIM

AcR, f: A— R bir fonksiyon ve ae A olsun.
Iimf(x) = f(a)

X—a
ise f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu A
kiimesinin her noktasinda siirekli ise fonksiyon A iizerinde siireklidir de-
nir.

TANIM
AcR, f: A—> R bir fonksiyon ve ae€ A olsun.

f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. < Her € > 0 i¢in en az bir
8> 0 vardir yle ki [x-a]<d = |fx)-f(a)|<e€.

TANIM

AcR, f: A— R bir fonksiyon ve a € A olsun,
(1) lim fix) = fla) & f fonksiyonu a noktasinda sagdan siireklidir,

(2) lim flx) = f{a) & f fonksiyonu a noktasinda soldan siireklidir.

x—~a”

TANIM

Bir f: A > R fonksiyonu a € A noktasinda sirekli degilse, fonksi-
yon bu noktada siireksizdir denir.

AcR, f:A—>Rile g: A— R fonksiyonlarn ae A da siirekli ve «,
Be R ise
af+Bg ve f.g

fonksiyonlar1 da a noktasinda siireklidir. Ayrica, eger g(a) # 0 ise é

fonksiyonu da a noktasinda siireklidir.
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SUREKLI FONKSIYONLARIN OZELLIKLERI

TEOREM (Isaret Koruma Ozeligi)

f fonksiyonu a noktasinda siirekli ve fla)# 0 olsun. a nin dyle bir
6~ komsulugu vardir ki bu arahiktaki her x igin f{x) ile fla) aym isaret-
tedir.

TEOREM (Bolzano Teoremi)

f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda siirekli ve f{(a) ile f(b) ters isaretli
ise (a, b) aralifinda flc) = 0 olacak gekilde en az bir ¢ noktasi vardir.

TEOREM (Ara Deger Teoremi)

f:[a, b] » R fonksiyonu siirekli olsun. [a, b] de X1 <Xy ve fx,) = fx,)
olacak gekilde herhangi iki x,;, x, noktas1 verildifinde f fonksiyonu
(x,, X,) araliginda f(x,) ile fx,) arasindaki her degeri en az bir defa alir.

TEOREM

f:[a, b] > R fonksiyonu siirekli ise simirlidir,

TANIM
AcR, f: A— R bir fonksiyon ve ¢e€ A olsun.
|x—c|<é
sartim saglayan her x € A igin
fix) < flc)

olacak sekilde bir 8 > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonu c¢ noktasinda bir
yerel (lokal, rolatif) maksimuma sahiptir denir.

de A olsun.
|x-d|<8

gartin1 saglayan her x € A igin
fix) > fid)

olacak sekilde bir 8 > 0 sayisi1 bulunabilirse, f fonksiyonu d noktasinda
bir yerel (lokal, rolatif) minimuma sahiptir denir.

Yerel maksimum ve yerel minimum degerlerine fonksiyonun
ekstremumlari veya ekstrem degerleri ad: verilir.
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Eger her x € A igin
fix) < flp)

olacak sekilde bir p e A varsa f fonksiyonu p noktasinda bir mutlak
maksimuma, her x € A igin

flx) = flr)

olacak gekilde bir r € A varsa, f fonksiyonu r noktasinda bir mutlak
minimuma sahiptir denir.

Siirekli bir f: [a, b] > R fonksiyonu mutlak maksimum ve mutlak
minimuma sahiptir, yani [a, b] araliginda

sup { f{x) | x € [a, b] } = f(x))
inf { fix) | x € [a, b]} = fix,)

olacak sekilde x; ve x, noktalar vardir.

TEOREM

f:[a, b] > R siirekli ve kesin olarak artan bir fonksiyon olsun.
fla)=c¢ ve flb)=d ise
(1) f:[a, bl - [c, d] fonksiyonunun f! tersi vardir.

(2) f! fonksiyonu [c, d] aralig iizerinde kesin olarak artandir.

(3) f!fonksiyonu [c, d] aralif iizerinde siireklidir.

TEOREM

AcR ve f: A— R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu A tizerinde
diizgiin siireklidir < Ve > 0 igin 35> 0 oyle ki |x~t|< 8 esitsizligini
saglayan Vx, te A i¢in |[fx)-ft)|<e dir.

TEOREM

Kapal1 ve sinirh bir aralik tizerinde siirekli bir fonksiyon bu aralik tze-
rinde diizgiin stireklidir.

AcR ve fde A da tamimh bir fonksiyon olsun. f nin A daki siirek-
sizlik noktalarinin sayis1 sonlu ise f fonksiyonu A iizerinde parcal: sii-
reklidir denir.
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PROBLEMLER
1.

Asagdaki esgitliklerle tamimlanan f:R — R fonksiyonlarimin kargila-

rinda yazilh noktalarda siirekli olup olmadigini inceleyiniz. Siireksiz
olanlarin ¢esidini belirtiniz.

a) flx) =x-[x] x=2
L 20 ise

b) fx)={x2"’ x=0
0,x=0 ise

¢) flx)=|x+2| x=-2

a, b ve ¢ sabit sayilar olmak iizere, bir f fonksiyonu

sinx , x=c ise
flx) = .
ax+b, x>c ise

sekilde tanimlaniyor. b ve ¢ verildiginde f fonksiyonunu x = ¢ nok-
tasinda siirekli yapan a degerlerini bulunuz.

Problem 2 deki soruyu,

flx) = 2c0sx , x=c¢ ise
“lax2+b, x<c ise

seklinde tamimlanan f fonksiyonu igin cevaplandiriniz.

2x ,0<5x<1 ise

c— % 1<x<9 ise esitligi ile tammlanan f:[0,2] - R

ﬂx)={

fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in ¢ ne olmalidir?

Tanjant ve kotanjant fonksiyonlar nerede siireklidir?

f: R\ {0} > R fonksiyonu f(x) = ;1(- seklinde tanimlanmyor.

Bu fonksiyonun {—2,—1] ve 1,2 araliklarindaki grafigini ¢iziniz.

5 5
Sifir noktasindaki sag ve sol limitlerini hesaplayimz. Bu fonksiyon x=0
da siirekli olacak sekilde f(0) tanimlanabilir mi?
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7.

10.

11.

12,

13.

14.

15.

e

H alarak Problem 6 daki sorularn cevaplayimz.

fix) = 1)Il
fx) = x (- D¢ 2[¥] alarak Problem 6 daki sorulan cevaplayiniz.

x# 0 igin fx) =x. sin% bi¢iminde tanimlanan f fonksiyonu verili-

yor. Bu fonksiyonun x = 0 da siirekli olmas1 i¢in f{0) nasil tammlan-
malidir?

R den R ye dyle bir fonksiyon tamimlayimiz ki bu fonksiyon hicbir nok-
tada stirekli olmasin?

Kendileri siirekli olmadiklar halde ¢arpimlan siirekli olan iki fonksiyon
bulunuz.

f:R> R, flx)=x+ /x—[x]| fonksiyonunun siireksizlik noktalarnin

kiimesini bulunuz.

fveg, RdenRye

X+ x| _[x?, x>0 ise
foo = 2 g(X)_{x , x<0 ise

bigiminde tamimlanan fonksiyonlar olsunlar. fog bilegke fonksiyonunu
bulunuz. Bileske fonksiyonu hangi noktalarda siireklidir.

(1—+)—()—n—_—1,x¢0ise

flx) =

k , Xx=0 ise

fonksiyonunun R de siirekli olmas: igin k ne olmalidir?

f(x) = tan x olsun. f(£)=1 ve f(%z)=— 1 oldugu halde, Z 3| ora.

4 4’ 4
hginda flc) = 0 olacak gekilde bir ¢ sayis1 var midir? Bu sonug¢ Bolza-
no Teoremi ile geligir mi?
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16. f: [0, 1] — [0, 1] bir siirekli fonksiyon olsun. Ispat ediniz ki [0, 1]

17.

18.

araligindaki en az bir ¢ i¢in f{c) = ¢ dir. (B6yle noktalara f nin sabit
noktalar1 denir). Asagidaki esgitliklerle tanimlanan f: [0, 1] — [0, 1]
fonksiyonlarinin sabit noktalarini bulunuz.

a) fix)=1- x2 d fx)=1-x

b) flx) = x? e) flx)=x

¢) flx)=sinx H f(x)=_%

f:R—> R, f{x) =sinx fonksiyonunun diizgiin siirekli oldugunu gos-

teriniz.

fix) = ﬁ , T:R\[0, 1) > R fonksiyonunun siireksizlik noktalarim
X

bulunuz. Bu fonksiyon par¢ali siirekli midir?

COZUMLER
a) flx)=x-|x] x=2

lin;f(x)= f(2) esitliginin saglanip saglanmadigini inceleyelim.

lim f(x)=limx - [x]=2-2=0

x - 2% x - 2%

limf&)=limx-[x]=2-1=1 = lin; flx) mevcut degildir.

X —-27 x—-2"

Dolayisiile f(x) fonksiyonu x = 2 noktasinda siirekli degildir. Burada
sigrama streksizligi vardir.

1 .
b) f(x)=;’x¢0 ise  __o
0 ,x=0 ise
lin})f(x)= f(0) esitliginin saglanip saglanmadigim inceleyelim.

limfx)=lim & =+ o0 , limf@=lim =400, f0)=0
x -0t x—~0+x2 x -0 x~0'x2

oldugundan fonksiyon x = 0’da stirekli degildir. x = 0 da sonsuz siirek-
sizligi vardar.

¢) fix)=|x+2|

x>-2 =2 fX¥)=x+2, x<2=o5fx)=-(x+2)
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= lim fx)=limx+2=0

x - -92F XxX—--2

lim fx)= hm x+2)=0=lim f(x) 0 dir.
R x—-
f(-2) =|2+2| =0 oldugundan f fonksiyonu x = -2 noktasinda siirek-
lidir.

2. lim f(x) = f(¢) olmahdir.

X—cC

lim f&®)=lim sinx=sinc , lim f(x)=1lim ax+b=ac+b

+

x—ct X —c X —c” X—c”

limitin mevcut olmasi igin sin ¢ = ac + b olmali. Bu durumda

- sinc—b secilmelidir.

3. lim f&)=f(c) olmahdir.

X—c

lim f&)=lim 2cosx=2cosc , lim fx)=lim ax2+b=ac?+b

x~ct x—-ct Xx—c” x—c”
limitin mevcut olmasi i¢cin 2 cos ¢ = ac? + b segilmelidir. Bu durumda

a= Zcosc=b olmalidir.

c2

4, 1im fx)=f1) olmaldir.

Iim f&x)= hm c—2x)=c-2

x - 1% x-1

lim fx)= hm 2x =2 . Limitin var olmasiigin ¢ -2=2=c¢=4

x-1" x-1

olmalidir.

5. Tanjant fonksiyonu (— B +kiw ;5 + kﬂ) araliklarinda, Kotanjant fonksi-

yonu (nk, n + kn) (ke Z) arahklannda siireklidir.
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6. limfo)=1lim L= y
x -0 x — 0% 5
lim f(x) = lim + == oo
x—-0" x—~0‘x
fonksiyon siirekli olacak gekilde
1/2 .
fl0) tamimlanamaz. -2 _15 !
i 1/5 2 x
-1/2
-5
7. xelle|-ls<lss, fo=(-1)ll
5’ 2" x~
l<x<2 = lSl<1 = -1—=0 = fix)=1
27 x X
l<x$1 = 1$l<2 = l=1 = fx=-1
2 X X
l<xsl = 25l<3 = 1 =2 = =1
3 2 X X
l<x$l = 3Sl<4 = 1 =3 = filx)=-1
4 3 X X
l<xsl = 4Sl<5 = 1 =4 = fx)=1
5 4 X X
x=5 = l=5 = l=5 = flx)=-1
X b
_9_1 gl __1
Xx€|-2, 5] = 5_x< 5
—l<xs—l=> —5sl<-4 = -1—=—5: fix)=-1
4 5 X X
—l<xs—l=> —4Sl<—3 = l=—4=> flx)=1
3 4 X X
—l<xs-—l=> —3Sl<—2 = —1—=—3=> fx) =-1
2 3 X X
—1<xS—l=> _25l<_1 = l=—2=> fx)=1
2 X X
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. . . 1 H H H H H 4

Tz-1a-yam | Up 1k 15 1z 1 T 'y

:;::_1‘::::

1 1
lim fx)=lim (- 1)leﬂ ve lim fx)=lm (- l)ﬂ"]I limitleri yoktur.

x -0t x — 0% x-0 X -0

Fonksiyon x =0 noktasinda siirekli olacak sekilde f{0) tanimlanamaz.

filx) =x (—l)nmﬂ

1<x<2 = fx)=x x=-2 = flx)=2
%<x51 = fx)==x , 2<x<-1 = fx)=-—x
%<x£% = fx)=x , —1<xs—% = fix)=x
%<x$% = fx)=-=x , —%<x$—% = f(x)=—=x
%<xsi— = fx)=x , —%<XS—% = flx)=x
xzé = f(x)=—% , —%<x§—% = fix)=—x
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10.

11.

~2 -1 -172 -

| 1/x1]

Hi
limx(- DI¥l =0 ve limx(D!*0 olur.

x - 0% x—-0"

fl0) = 0 tanimlanirsa fonksiyon 0’da siirekli olur.

liII(l) flx) = fl0) saglanirsa f fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli olur.

lim flx) = lim x sin % =0 = fl0) =0 olarak tamimlanmalidir.

x—-0 x -0

%) 1, xe(-1,1) ve x irrasyonel

X} =
0, xe(-1,1) ve x rasyonel

seklinde tanimlanan f: (-1, 1) > R fonksiyonu higbir noktada siirekli

degildir. Ciinkii hi¢bir noktada limit yoktur.

[1, 4e0) araligmda flx) = ﬂ—z—n ve g(x) =[x} bigiminde tammlanan fve

g fonksiyonlan x = 2 noktasinda siirekli olmadiklan halde (f.g) (x) = x
fonksiyonu x = 2 de siireklidir.
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12,

13.

14.

15.

16.

x—[x]20, ke Z olmak iizere

limx-[x]=k-k=0
x -kt
limx~[x]=k-@&=-1)=1 = x € Z degerlerinde limit yoktur.

x -k~

Fonksiyon bu noktalarda siireksizdir.

_X+|X|_ x,x=0 x2,x20
0 =—5 “{0,x<0’ g(")"{x , x<0

x2,x20 . .. s
(fog) (x) = flg(x)) = { 0 ’ <0 fonksiyonunun x = 0 da siirekliligini
aragtiralim.
lim (fog(x)=1lim x2=0 = (fog) (0),
x - 0% x - 0%
lim (fog(x)=lim 0=0= lir% (fog)(x) = 0 = (fo)(0)
x—0" x—~ 0" X -

= fonksiyon her yerde sireklidir.

1irr(1) fx)=f(0) esitligi saglanirsa, fonksiyon 0 noktasinda siirekli olur.

(ﬁonksiyonun diger noktalarda siirekli oldugu agiktir.)

Mx+ (D) k24 +xn

1+x"-1_,. 1 2 (n)

~—=  —=lim = =n
X x-0 X

lim f(x)=1im
x—-0 x—-0

fl0) =k =n olmaldr.

n 3n
4’ 4
fonksiyonu verilen aralikta siirekli olmadigindan Bolzano Teoremi ile
celismez.

araliginda tan c = 0 olacak gekilde bir ¢ degeri yoktur. Tan x

Ispat : f: [0, 1] — [0, 1] siirekli olsun.

g(x) = fix) — x fonksiyonunu tamimlayalim. f siirekli oldugundan g
fonksiyonu da siirekli olur.

g(0) =fl0) ve 0<fl0) <1 oldugundan g(0)=0 dir.
g1)=R1)- 1 ve 0<f(1)<1 oldugundan g(1) <0 dir.
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17.

18.

g surekli ve g(0) ile g(1) ters igaretli oldugundan Bolzano teoremi
geregince g(c) =0 olacak sekilde ¢ € (0, 1) vardir.

glc) =fle) ~¢c =0 = flc) = ¢ olacagindan ¢, f nin sabit noktasidir.
a) fx)=1-x*, I=[0, 1]
fle)=1-c2=¢c = c2+c-1=0
-1¥/5
R

C1p = R TR

b) fix)=x2, I=[0,1]
2

1
fley=c?=c = ¢2-¢c=0 = ¢;=0 ve ¢c;=1, ¢;,c, e [0,1]
¢) fix)=sinx, I=[0,1]
flc)=sine = sine=c¢c = ¢=0, ce [0, 1]
d) fx)=1-x, I=1[0,1]
f(c):l—c:c:>2c=1=>c=%e[0,l]
e) f{x)=x, I1=[0,1]

flc)=c=c¢ = [0, 1] deki tim x degerleri birer sabit noktadir.

f f=1

5 I=10,1]

flc)=¢c = % =c¢ olmah. ¢= % sabit noktadir.
ve>0 igin Ix— tl <8 sartimi saglayan tiim x, t noktalar igin
[fx) - f(t)| = |sinx — sint| < |x—t| <& = &€ segersek
|fx)— f#)| = |sinx ~ sint| < € olur.

Dolayis1 ile sinx fonksiyonu diizgiin sireklidir.

k#0 ve ke Z olsun. fix) = >

[x]
im-X-Ko7 X -k X g
xliT+|]Xl]_k 1, xlirlr(l-xﬂ -1 = :}l—nllcﬂx]] mevcut degil

= tam sayilarda fonksiyon siirekli degildir.

f fonksiyonu parg¢al siirekli degildir. Ciinkii siireksizlik noktalar: son-
suz adettedir.
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BOLUM PROBLEMLERI

1. AABcR, f:A—> R, g:B—>R fonksiyonlan verilmig ve flA) c B ol-
sun. f fonksiyonu a noktasinda, g fonksiyonu fla) noktasinda siirek-
li oldugunda gof fonksiyonu da a noktasinda siireklidir, ispatlayimz.

2. f fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugunda |f [ fonksiyonunun da a

noktasinda siirekli oldugunu gosteriniz. |f| siirekli oldugunda f siirek-
li olmak zorunda midir?

3. AcR,f:A—>R ve g:A— R fonksiyonlar1 a € A noktasinda siirek-
li iseler,

p = maks {f, g}, q=min {f, g}

fonksiyonlar1 da a noktasinda siireklidir, gosteriniz.
4. Polinomlarin her yerde siirekli oldugunu gosteriniz.

5. Bir araligin sadece bir noktasinda siirekli, fakat diger tiim noktalarinda
slireksiz olan bir fonksiyon var midir?

6. f[a, b] arahgndaki her u, v i¢in
[fw) - f@)| < k|u-v|

olacak sekilde bir k reel sayis1 varsa, f fonksiyonu [a, b] araliginin
her noktasinda siireklidir, gosteriniz.

7. f :R — R bir siirekli ve kesin olarak monoton fonksiyon olsun.
! [(a, b)] kiimesinin bir acik aralik oldugunu gésteriniz.

n
8. p(x)= 3 ¢, x* polinomunun ¢, ve c, katsayilan zit isaretli oldugunda
k=0

en az bir pozitif a i¢in p(a) = 0 dir, gosteriniz.

9. [a,b] arahf tizerinde siirekli ve reel degerli bir f fonksiyonu veriliyor.
fla) 2 a ve filb)<b oldugunda f foksiyonunun bir sabit noktaya sahip
olacagini gosteriniz.
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10.

11.

12.

filx) = % seklinde tanimlanan f: (0, 1) > R fonksiyonunun siirekli fakat

diizgiin sirekli olmadigini gosteriniz.
Logaritma fonksiyonunun R* iizerinde siirekli oldugunu gosteriniz.

Tek dereceli tiim polinomlarin en az bir sifir yerinin (kokiiniin) var
oldugunu gosteriniz.

COZUMLER

g, fla) noktasinda siirekli oldugundan, Ve > 0 i¢in Ifix) - fla) | <p
iken |g(fix)) — g(fla))| <€ olacak bicimde p = p (€) > 0 sayis1 vardir.
Diger yandan f, a da siirekli oldugundan Ix—al <8 iken

1f{x) — fla)! < p olacak bigimde bir 8 =8 (p) sayis1 vardir. O halde
Ix — x4 <& iken I(gof) (x)— (gof) (a) | = | g(flx)) —g(fla))| <¢

gergeklenir. Bu ise gof fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasi
demektir.

f, a noktasinda siirekli oldugundan Ve >0 i¢in 38 >0 > Ix—-al <38
i¢in |f(x)-f(a)| < ¢ kalr.

||£60)| - |£(@)]| < |fx) - f@)| oldugundan ||fx)|-|f@)]| <€ olur.
Bu ise bize |f| fonksiyonunun a noktasinda siirekliligini verir.

|f | siirekli oldugunda f fonksiyonu siirekli olmak zorunda degildir.
Bunu aksine bir érnekle agiklayalim.

1, x rasyonel ise
flx) ={ Y

-1, x irrasyonel ise
seklinde bir f fonksiyonu tanimlayalim.

x = a rasyonel olsun. (x_)= (a— 71_-) ve bu dizinin terimleri rasyo-
n

nel olan alt dizisini (t,) , irrasyonel olan alt dizisini (u,) ile gosterelim.
n— oo n-—-o

limx =lim(a—i)=a ve limt =limu =a olur.
n /n

lim f )=lim (-1)=-1,

n- o n-— oo
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limf(t_)=liml=1

n — n - oo

oldugundan f fonksiyonunun a noktasinda limiti yoktur. a’min irras-
yonel olmasi durumunda benzer iglemler yapihr. f nin a noktasinda
limiti olmadigindan siirekli de degildir.

Fakat |f(x)| =1 sabit fonksiyonu her yerde siireklidir.

3. f, a noktasinda siirekli & Ve>0, 35, >0 > Ix-al <8, i¢in
|fx)~fa)| < &
g, a noktasinda siirekli & Ve>0, 35,>0 3 Ix-al <8, i¢in
lge®)-g@]|<e
p(a) = maks { f{a), g(a) } , maks {§;,8,} =38 olmak tizere
Ve>0, 38>0 3 Ix-al <8 i¢in |[p&)-p@)|<e olur. Dolayis: ile p

fonksiyonu da siireklidir. Aym gekilde q fonksiyonunun siirekliligi de
gosterilebilir.

1

4. Px)=a x"+a, _;x" +..+2a;x+a, polinomunu goz éniine alahm.

f(x) = x" fonksiyonu i¢in limf(x)=1limx"=a® oldugundan f fonksiyo-

X—a X—-a

nu keyfi a noktasinda her n igin siireklidir. Siirekli bir fonksiyonun
sabitle ¢arpimi ve siirekli fonksiyonlarin sonlu toplamlar da siirekli ol-
dugundan p(x) fonksiyonu siireklidir.

X , X rasyonel

5. f:[-1,1] - R, f(X)={—x X irrasyonel

fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli, diger noktalarda siireksizdir.

(x,) sifira yakinsayan rasyonel terimli bir dizi olsun. (f (xn)) =(x,)—>0

olur. (t)) , sifira yakinsayan irrasyonel terimli bir dizi ise
(£(tn))=(-t.)— 0
dir.

f{0) = 0 oldugundan f, x = 0 da suireklidir. a# 0 olsun. (x,), a'ya
yakinsayan rasyonel terimli bir dizi olsun. (f (xn)) =(x,) — a olur. (t),
a’ya yakinsayan irrasyonel terimli bir dizi olsun. (f (tn)) =(-t) > -a
olur. a# -a oldugundan f, x=a da siirekli degildir.
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[fw)- f™)| <k|u-v|

Ve>0, 33>0 3 Ju—t|< 3 igin |fu)-f(t)]< € oluyorsa

f, te [a, b] noktsinda siireklidir.

Yukandaki esitsizlik [a, b] araliindaki her u, v i¢in saglandigindan

te [a,b] ve v=t igin de saglanir.
E .. £
8=E icin = |f(u)—f(t)|<k|u—t|<k.5=k-§=8

Dolayisi ile f fonksiyonu t noktasinda siireklidir. t keyfi oldugundan
f, [a, b] de siireklidir.

f fonksiyonu R de tanimli ve artan oldugundan y
[a, b] araliinda da tamimh ve artandir. Fonksi-
yonun [a, b] araliginda aldign en kiigiik deger
fla), en biiyiik deger fib) dir. f siirekli oldu-
gundan, f{a) ile filb) arasindaki her degeri bir
defa alir. Dolayisiyla, [a, b] arahigimmn gorinti g,
kimesi [ fla), fib) ] araligidir. Eger f azalan ise i
gorinti kimesi [f(b), fla)] araligi olur. (a, b) agik a b x
aralifinda a ve b bulunmadigindan goriintii kiimesinde f{a) ve flb) bu-
lunmaz. Bu durumda fi(a,b)) = (f(a), f(b)) olur.

fla)

cg<0 ve ¢, >0 olsun. x =0 igin p(0) =¢;, lim p(x) = 4o olur. Su

halde yeter derece biiyiik bir x; noktasi i¢in p(x,) > 0 dir. Bolzano te-
oreminden, (0, x,) arahgmnda p(c) = 0 olacak sekilde en az bir ¢ nok-
tas1 vardir.

¢y >0 ve c, <0 oldugunda benzer ispat yapilir.

f siirekliise g(x)=f(x)—x seklinde tanimlanan g fonksiyonu da siirek-
lidir.

gla)=fa)—a=> 0 (fla) 2 a oldugundan)
gb)=flb)— b<0 (fib) < b oldugundan)

g(a) ile g(b) ters isaretli oldugundan, Bolzano Teoremi geregince,

g(c) = 0 olacak sekilde ¢ € (a, b) vardir.
gle)=flc)—c=0 = flc) =c olup, f sabit noktaya sahiptir.
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10. ae (0,1) = lim f®)=1lim %=% oldugundan f fonksiyonu keyfi

11.

12,

X—a X—a

a € (0, 1) de siireklidir.

Simdi diizgiin siirekil olmadigini gosterelim.

vVe>0, 3>0 3 Ix—- tl <8 icin |f(x)—f(t)|=’~)1z—%— < &€ olmahdir.

0 <x <1 aralhgma ait iki noktayr x,, x; + 8 (8 > 0) olarak segersek

- S
x,.(x;+8)

[fex,) - fx, + 8)] = | - - —L

. X,t6

x; 0’a yeteri kadar yakin oldugunda sag taraf istenildigi kadar biiyiik
yapilabilir. Dolayisi ile fonksiyon diizgiin siirekli degildir.

(a,) pozitif bir dizi ve a pozitif bir say1 olsun.
(a,) —» a oldugunda log a, — log a oldugu bilinmektedir. Buna gore
¢ > 0 verildiginde 6yle bir 3 > 0 bulunabilir ki |an— al < 3 oldugunda

llogan— loga| < ¢ kalir. Buda fix) =log x fonksiyonunun sirekli oldu-
gunu gosterir.

2m+1

p(x) =8y +a;X + ... + Ay 1 X ve a,. ., >0 olsun.

Hm p(x) = —~ ve lim p(x) = +o olacagindan yeter derece biiyiik bir

X, igin p(x,) > 0 ve yeter derece kiigiik bir x; i¢in p(x;) <0 olur.

Bolzano teoreminden (x,, X,) y

araliinda 6yle bir ¢ vardir ki p(x9)>0,
p(c) = 0 olur.

X1/_

X9 X




TUREV

TANIM

A cR, xj,€ A, x5, Ann bir yigilma noktas1 ve f de A dan R ye bir
fonksiyon olsun. Eger
f(x) - f
lim =) - fx,)
x-xp XX,
limiti, veya x = x;, + h koymakla elde edilen
f(x,+h)-f(x
llm ( 0 ) ( 0)
h-0 h

limiti mevcutsa f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir denir ve bu
limit f nin x; noktasindaki tiirevi adinmi alir. Bu tiirev

df
f(xy, % , Dflxg)

sembollerinden biri ile gésterilir.

TEOREM

AcCR, x,€ A ve fde A dan R ye bir fonksiyon olsun. Eger f fonksi-
yonu x, da tiirevlenebiliyorsa, bu noktada siireklidir.

TUREV ALMA KURALLARI
1. Sabitin tiirevi safirdar.
2. flx)=x" = f’(x)=nx"!
3. fveg, AcR iizerinde tamimlanmig ve x € A noktasinda tirev-
lenebilen fonksiyonlar ise f+ g de x noktasinda tiirevlenebilir ve
f+g@=(f"+g)x®
dir.
4. fveg, AcR izerinde tanimh ve x € A noktasinda tiirevlenebi-
len fonksiyonlar ise f.g de x noktasinda tiirevlenebilirdir ve
fgrx=>Ffg+fg)x®
dir.
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5. fveg, AcR izerinden tanimlanmig ve x € A noktasinda tiirev-
lenebilen fonksiyonlar ve g(x) # 0 ise f/g fonksiyonu da x noktasinda
tiirevlenebilir ve

£\, . (fg-fg
(E)(x)—(—?——)(x)

dir.

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN TUREVi
1. (sinx) =cosx

2. (cos X)’ =—8inXx
3. (tanx)’=1+tan’x= 12
COsS“X
4. (oot %) =—(1 + cot? x) = - —=
sSin“x

USTEL VE LOGARITMA FONKSIYONUNUN TUREVI
1. (&X' =¢*

2. <1ogax)’=%logae, (lnx)’:%

BILESKE FONKSIYONUN TUREVI

TEOREM

AcCR, x,€ A ve f:A— R fonksiyonu x; noktasinda tiirevlenebilir
olsun. g fonksiyonu flA) kiimesini i¢ine alan bir B kiimesinde tanmiml
ve bu kiimenin y, = fix,) noktasinda tiirevlenebilir ise gof : A » R
fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir ve

(gof)(xy) = g'(flxy)) . £xy)

dir.

TERS FONKSIYONUN TUREVI

TEOREM

A, BcR ve f: A— B fonksiyonu birebir érten olsun. f fonksiyonu
Xg € A da tirevlenebilir ve f(xy) # 0 ise f~ 1. B —» A fonksiyonu da
¥, = flx,) da tiirevlenebilir ve

(f_l)l(yo): P (1)(0)

dir.
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PROBLEMLER
1.

HIiPERBOLIK FONKSIYONLARIN TUREVI
(sin hx)’ = cos hx
(cos hx)” = sin hx

. 1
tan hx) =
(tan hx) cosh?x
. 1
t hx) = -
(cot hx) sinh?x

PARAMETRIK OLARAK VERILEN FONKSIYONLARIN TUREVI

dy
x=h® _dy_ . 3 _y
y=kt) = dx 7 dx

dt X

ay . yi-¥y

dx? )3

Asgapdaki egitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin, eger varsa, karsilarin-
da yazih x; noktalarindaki tiirevlerini bulunuz. Fonksiyonlar bu nok-
tada stirekli midir?

X ,X<2 ise
a) fx)=4 2 ,x=2 ise Xy =2
4-x,x>2 ise

b) fx) = { , X2 0 1se Xo = 0
-x2,x<0 ise
) _Jd=-xIn(0-x), x<1 ise -1
¢ eX—e , x=1 ise X0 =
1, x rasyonel ise _ _

d) fx) = {0 x irrasyonel ise X =0 ve xo=1
f) f(x)=|1—x2| Xg=0
g) fx) =[x] Xo=2 ve x0=—2-
h) fix)=x Ixl| X,=0

3
D flx) = x[x] X =0 ve x,=35
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2. f0)=5, lim {&=5
x-0 X

=4 ve g(x)=(x>+ 2x + 3) fix) olduguna gore

g’(0) tiirevini bulunuz.

3. Asagdaki esitliklerle tamimlanan fonksiyonlarn tiirevlerini bulunuz.

= 1 1 a3 2o
a) y =arc tanX e) y= 15 cos x(3cos?x - 5)
tan?x - 1)(tan*x+ 10tan®x + 1
b) y = arc cos /x f) y=< )( )
3tan®x
1+x _ XC0sX —sinx
©) y = arc cot 1-x g) Y = Xsinx + cosx
¢ y=%tan3x—tanx+x h)y=ln(x+ a2+x2)

d) y=arcsin(/lj7) 1) y:—‘/l—g-arcsin(lgx)

i) y= + In (tan x)

2sin?x
) y=In(e™+xe™)
k) y=xarccosx—/1-x2

D y=xarctan§—gln(x2+a2)

2
_ . — CcoSX
m) y=arcsiny1l-x +arctan(1+sinx)
1+x

n) y=arctanx +In T—x

X
0) y=x a2—x2+a2arcs1n;

4]
6) y=arcta 1
p) y=(x——;)arcsin\/x +—é,/x—x2

r) y=x-— 2/;+2ln(1+/;)

s) y=% (x—a) 2ax—x2+a2arcsinx;a]

s) y= 1n(a+x+ 2ax+x2)
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2
t) y=§‘/x2—a2—92—-ln(x+ x2—a2)

=n 2_g2) L D ,X-a8
u y= 2ln(x a)+2a1nx+a
.. 21 1 2 1 2x-1
ii) y_3ln(1+x) 6ln(x x+1)+—/§arctan 73

1 tan§+2—/§

v) y=—=In|—2&— —
/3 tan§—2+/§
y) y=a1n(/x+a +/§)—,/x2+ax

arcsin(isi—nx—.ﬂ) , (@®- b%2>0)
a+ bsinx

1
DY e

4. Asagidaki egitliklerden y* tiirevini bulunuz.

a) x2+y%=a? d) P+xy+y*=6
2 2 2
b) y%=px e) x3it+y’=a?
2 y2
) 1‘_2._%_2.—_ f) x=y+arccoty
a

5. e —x%+y3=0 esitliginden y’ tiirevinin x = 0 i¢in degerini bulunuz.

6. Asapdaki esitliklerden y” tirevini bulunuz.
a) x2+y?>=a? ¢) x?+xy+y?=a’

b) arctany=x+y

7. Asagdaki parametrik denklemlerle verilen fonksiyonlarin tiirevlerini

bulunuz.
. x=2t-1 . x = cos®t(cost) 12
y=t3 y = sin3t(cost) 2

— ot
b) {Xe

y=e*
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8.

10.

11.

12.

13.

Asagidaki esitliklerle tamimlanan f:R* — R fonksiyonlarmn tiirev-
lerini bulunuz.

a) fx)=x* ¢) flx) = xVx

b) fix) = x*? d) fix) = xtanx

Asapidaki esitliklerle verilen fonksiyonlarin n. mertebeden tiirevlerini
bulunuz.

a) fix) = % d) f(x) = cos 2x

b) y=/§ e) fix) =cos?®x

¢) fix)=sinx

fix) = x%™2 olsun. f™ (0) = (-1)" ﬂ::_zll oldugunu gésteriniz.
a

fix) = x™ olsun.

') , £'Q) f&1) 5,
f(1)+—T!—+ o +...+T-2

oldugunu gosteriniz.

fix) = e olsun.

a) 7 (0) = -2 (n-1) f72 (0)

b) f(2m—1) ®=0

¢) Q) =(-22m~- 1)@2m-3)..53.1

oldugunu gosteriniz.

1

flx) = 1-x2

i¢in

£ () = n!, n cift ise
© 0 , n tek ise

oldugunu gosteriniz.
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14. fix) =x(1+x)"2 olsun. n22 igin

£ (0) = (1)1 _13_52%__;2 .

oldugunu gosteriniz.

15. f(x) = x e¥® oldugunda f™ (x) = L‘{me"’a dir, gosteriniz.
a

-1
16. fix) = x"!ln x igin f™ (x) = (L—xl—) oldugunu tiimevarmi metodu ile

gosteriniz.

_ -1 1x - f(n) — (_1\0 elx - . ..
17. fix) =x"" e** igin (x) = (-1)" —7 olacagim gosteriniz.
X

18. fve g fonksiyonlari icin A c R ciimlesi ilizerinde n. mertebeden tiirev-
lenebilen fonksiyonlar ise f.g de n. mertebeden tiirevlenebilir ve
(f'g)(n) x) = Z (%) f(k)(x)g(n—k)(x)
=0

dir, gosteriniz (Leibniz Formiili).
19. fix) = x® sin x olduguna gore 39 (x) tiirevini bulunuz.

20. f: R —» R fonksiyonu

x = 3cost
y =4sint

bi¢ciminde parametrik olarak veriliyor.

2
gd% tiirevinin t = % noktasindaki degerini bulunuz.
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COZUMLER

X ,Xx<2 ise
1. a) fx)={ 2 ,x=2 ise Xy=2
4-x,x>2 ise

fo) - f _ _
lim 0 T%0) iy SO 1)y 4=x-2 i 2-x
x__x‘# X—‘XO x - 2t X-= 2 x - 2% X—2 x_2+X—2

0

£60) - £
lim S0 7Ty F0O-£) g x=2
x-xg X—X, <o X—2 xo-X—2

Bu durumda lin;f(L)z:% limiti mevcut degildir. Yani fonksiyonun 2
noktasinda tiirevi yoktur.

lim f{x) = fix,) ise fonksiyon x, noktasinda siireklidir.

x—oxo
lim fx)=lim f(x)= hm 4-x)=2, lim f®=1lim f(x)=1in; x=2
X~ X0, x = 2% X-x_ X~ 2" X -
fixg) =f2)=2 = f, x,=2 de stireklidir.

x3 x>0 ise _
b) 1(x) —{—xz , x<0 ise % =0
lim f6o) - £(0) =lim X=0 =limx2=0
x - 0% X— O x -0 X x - 0F

2_

tim f0=10) _ 0 =220 _ )i - 9= 0
x - 0" -0 x—-O' X x - 0"

Sag ve sol tiirevler mevcut oldugundan fonksiyonun 0 noktasindaki tii-
revi vardir ve 0 a esittir. 0 noktasinda fonksiyon tiirevlenebilir oldugun-
dan siireklidir.

_JA=-x¥)In(1-x), x<1 ise N
©) f(x)_{ e*-e , x=>1 ise %=1
lim———f(x)_f(l)=1im—ex_e_0—11m me_,
x -1t x-1 x - 1% x—-1 x— 1t X~ 1
lim {0 @) _ )i, A=0IUA =% _ 0 1h1-x=o0
x-1- X—1 x~1- x-1 x~1

= f fonksiyonu tiirevlenemez, zira sol tiirev yoktur.

1, x rasyonel ise

0, x irrasyonel ise X =0 ve xp=1

d) f(x)={

f fonksiyonunun siirekliligini aragtiralim.



TUREV | | 149 |

X, =0 alalm. x = L olsun. x, > 0 dir.

/n
(x,) dizisinin rasyonel terimlerini a, ile irrasyonel terimlerini b, ile

gosterelim. x, — 0 oldugundan a, —» 0, b, —» 0 dir.

fla)) = 1, fib,)) =0 dolayisiile f fonksiyonunun O noktasinda limiti
yoktur ve siirekli degildir. Dolayis: ile fonksiyon 0 noktasinda tirevle-
nemez. X, = 1 noktasi i¢in de aym sekilde hesaplanabilir.

) f(x)=|1—x2|, Xo=0

X — X X"'XO x-0 x—0

_ 1-x2[-1 2
limM = lim| I =lim- %~ =0 = f tiirevlenebilir, dolay1-
x-0 X-— x-0 X x-0 X

s1 ile siireklidir.

g fx)=[x], x,=2 ve xy=5

(x,) = (2 + %) ve (y)= (2 - —3;) dizileri 2 noktasina yakinsayan iki dizi-
dir.

lim fx_)=limj2+ = “ 2 ve lim f(y_)=lim uz—;ll-ﬂ=

oldugundan f fonksiyonu 2 noktasinda siirekli degildir. Dolayisi ile 2
noktasinda tiirevlenemez.

limf(x)= hm[l [=1, !|§

2|71

X—E X—"-2-

[x] fonksiyonu x, = 3 noktasinda siireklidir,

2
o]

f ( ) hm—— =0 = f fonksiyonunun 3 noktasindaki tiirevi
2/ n-o h 2

0 dur.

h) fix)=x Ix| X, =0

£(0) = lim im f(x) f(O) = lm(l) L x| = 1in(1)|x| =0. Dolayisi ile fonksiyon 0 nok-

tasinda turevleneblhrdlr ve siireklidir.

N fx) = x[x] x,=0 ve ong

£0)=lim =10 _ OXLXn—hmﬂxl meveut degil.
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Dolaysi ile fonksiyon 0 noktasinda tiirevlenemez.

lirr(l) fx)=lim x|x]=0=f0) oldugundan fonksiyon 0'da siireklidir.
X —

x-0

g0-£0) _ i (K7 20 3) 60— 3£0)

2. g(0)=}1_.né 0 x—0 X

— lim %2+ 2x + Hfx) - 15+ (x2+ 2x + 3)5 - (x%+ 2x + 3)5

x-0 X

- 2
= 1irr(1)(x2+2x+3)(f(x; 5)+(x ZZX)S=3.4+ 10 =22

3. a) y=arc tan%

y’=—1———-(!'-)’= X2 .(-—.—]'_.)z__]‘_
x/ x2+1 x2 1+x2

=E)

b) y = arc cos /x

1
___1-x  (1)1-x+1+x|[1+x]| 2
T o1+x+1-x |2 a-x? 1-x
1 -1 1 11

2 /1-x /1+x= 2 /1-x?

c) y=%tan3x—tanx+x

y = % .3tan? x (1 + tan®x) — (1 + tan?x) + 1 = tan* x

d) y=arcsin( X )
J/1+x2
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. 1 x \ JI+x2 1+x2 -
y _/1 X 2.(~/1+x2) A 1+x?
(=)
- 1
1+x2
e) y=1i5cos3x(3coszx—5)

._1

y =gcoszx . (—sin x) (3 cos® x — 5) — 6 cos x sin x . %50053 X

3 cos® x sin x + cos? x si 2 costx si
=-% os” x sin x — £ cos* x sin x

2 x sin x (cos®x — 1) = cos? x sin® x

= — CO08

(tanzx— 1)(tan4x+ 10tan2?x + 1)
3tan®x

- tan®x + 9tan®*x - 9tan®?x -1

3tan®x

) y=

tan®x +3tanx— —— -1 1

tanx 3 tan®x

Lol

2 2
y =tan®x (1 + tan®x) + 3 (1 + tan®x) + 3 (+tan’x) {1+ tanx)

tan?x
tan*x +4tan®x+4tan?x+tan*x + 6

i 4 2 2 4
51nx+481nx+4cos X ., COS X.6

tantx

cosix  cos?x sin?x  sin*x
_ sin®x+ 4sinfxcos®x + 4sin?xcos®x + 6sin*x cos?x + cos®x
- sin*xcos?x
_ (sin®x + cos®x)* _ 1
" sin*xcostx  sin‘xcos®x

X COSX — Sinx
X Sinx + cosx

g y=

y = (cosx — xsinx — cosx)(xsinx + cosx) — (sinx + x cosx — sinx)(x cosx ~ sinx)

(x sinx + cos x)2
x%(sin®x + cos?x) _ x?
(xsinx + cosx)2 (xsinx + cosx)?

h) y= ln(x+ a2+x2)
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14 X x+/a%+x2
. Ja’+x? __ Ja?+x? _ 1
x+/a%+x2 x+/a%+x? JaZ+x?2

1) y=%arcsin(/§x)

i) y= _,1 + In (tan x)
2sin?x
._ cosx _ l+tan’x _ cosx 1 _ cos?x+sin®x
sin®x tanx sindx  sinx.cosx  sin3x.cosx
_ 1
" sin3x.cosx

7)) y=Iln(e™+xe™)

,_—e*teF*-—xe* -x
e *+xe’¥ 1+x
k) y=xarccosx—/1-x?
. X X
y’= arc cos x — =+ = = arc cos X
1-x 1-x

Xx_a 2
D) y= xarctana 2ln(x + a“)

X
a (x . X ax ax
a 75 g )2=arctan—+ 5 3 . 3
1+ X2 2x%+a a a?+x? a%+x
a2

. X
y=arctang+

X
= arc tan —
a

m) y = arc sin /1 -x2 + arc tan (_c%)
1+ sinx

—sinx (1 + sinx) — cos?x

y=—x/J1 x?2 (1 + sinx)?
J1-(1-x? 1+( COSX )2

1+ sinx

|+

—x 11 1
|x|/1-x2 2 1-x2 27

0D<x<l1
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n) y=arctanx + In 1+x
1-x
.1 +l(1+x)—m_ 1-x+1+x .(1+x I
YETex2 2\1-x 1-%? ) \I-x
1 1 1-x__1 1 __2
1+x2 (1-x? 1+x 1+x?2 1-x2 1-x*
0) y=x az—x2+a2arcsin§
S SR a2-x2+a2—1—-(—1-)=2Ja2—x2
Jai-x WEAE
a
" _ 2x eXx4+1
0) y=arctan e +In =1
1
y= 2= l( 2>‘+1) 2.(2e2"(e2"—1)—2e2"(e2"+1))_ e>+1
l+e* 2 1 (eZ—1)2 ex-1
X 1 eX-1 —de™ _ %X _ 2% _ de*
“1te® 2 oX4l -1 l+o® o1 1-e
p) y=(x—%)arcsin/§+%¢x—x2
. . 1 1-2x .
= arc sin v/x +(x— -arcsm/;
y ( )Jl X 2/_ 4 /x—x?
r) y=x—2/§+21n(1+/§)
go1o L, 1 =/2(1+/§)—(1+/§)+1= /x
/x o Jx(1+ /%) /x (1+ /%) 1+/x
s) y=% (x—a)JZax—x2+a2arcsinx;a
.1 2, (x-a) Qa-2%) 1 (1
y=3 J2ax-x* + 5 /_— (X_a)2 (a)
a
_1|2ax-x*-x?+2ax-0%+a?|_ 2ax-x’ _ o3
2 2ax — x? J/2ax—x?

s) y =1n(a+x+ 2a.x+x2)

”
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2a+ 2x

1+ 28+
2/2%2x+x? _a+x+/2ax+x2 1 1

T a+x+/2ax+x2 a+x+/2ax+x2 /2ax+x? J/2ax + x2

2
t) y=%/}faz—a7ln(x+ xz—az)
1l /33 x? a’ 1+/%
y==/x?-a’+ —— - = x%~a
2 [2_a2 9|—Y=2_—<
2/x%-a x+/a%-a?
_l x2—a2+x2—a2 2_ .2
=3 ot =/x%-2a
- m 2_n2y, D, X—28
u) y_2ln(x a +2a1 <t a
_Q.LL.(l_l —_mx ., _n
y= 2 x2-g2 2a \x-a x+a (x2—a2) (x2—a2)
mx+n
x*-a?)

5 vl 1l 1 2x- 1
u)y_3ln(1+x) 6ln(x x+1)+/§arctan 73
y'= 1 21 @2x-1) 1 1 2

31+x) 6x2-x+1 /3 _1\? /3
1+(__)
/3
-1  x-2 _ 1 __1
31+x) 3x%2-x+1 Z-x+1DA+x) 1+x3
1 tan§+2—/§
2
V) y=—In|————
‘/3— tan—g-—2+/§
_ 1 X.9_/3\_ X _
_/§ ln(tan2+2 /§> ln(tan2 2+/§)]
2x\1 2x)1
y'_L (1+tan 2)2 ) (1+tan 2)2
/§ tan§+2—/§ tan§—2+/§

2 2

tan5—2+/§—tan§—2+/—3_
=L(1+tan25) 2 2

2 tanzg—(Z—/g)z
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=(/§—2) 1+tan2§

/3 n——(2 /—)

y) y=a1n(¢x+a +/§)—\/x2+ax

1
y'=a [2./x+a 2f]_ 2x+a _a 1 2x+a

Jx+a+/x /x*+ax 2 /x+a/x 2/x +ax
= —X
Jax+x?
_ 1 . {asinx+b 2 _ 12
z) y_marcsm(a+bsinx)’ (a*- b*>0)
.___ 1  a®cosx+abcosxsinx — absinxcosx — b2cosx
T /fa2—p? - 2
a (a+bsinx)2~/1—(asix—.ﬂ)
a+ bsinx
1 __ (@®-b%cosx . 1
J/a?-b? f(a?-b%)1-sin?x) (a+bsinx)
S SR
~ (a+bsinx)
4. a) x?+y’=a’
2x+2yy=0 = y' =-=
b) y?=2px
2yy ' =2p = y'=B
y
x?_y?_
c) ;é"‘ﬁ—l
2 _ 2yy . b%x
24 9 =2 2
a? b2 = aly
d) ®+xy+y2=6
2X+y

2X+y+xy +2yy'=0 = y’=—x+2y
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2 2
e) ed+yd=a

XY

colm=

2542, 300 vee (¥
3x +3y y=0=y'= .

f) x=y+arccoty

e A_y?
1—-v'= = 1=
y 1+y2y y[ ]

5. - x2+y’=0
2x —- ey

eV (y+xy)—-2x+3y%y' =0 = y =
y +Xxy Yy y xe+ 3y

x=0 = 1+y3=0 = y=-1 = y' =

6. a) x’+y’=a’

_y_x(:§>
X e _TY~XY Y /| __42y-3

2% +2yy =0 = y =—, =—a
Yy =77 - 52 y
b) arctany=x+y
2 2
' ' | -y __1+y 1
y=l+y =y" =1=y=- ==1-—=
1+ 2 y y y 1+y2] y y2 y2
o 2 2| 14y? 1+y?
=2y ==Yy =—|— = — )
y oy P y®
¢) x2+xy+y’=a’
. . . 2Zx+y
2X +y + Xy +2yy-0=>y--—x+2y
v C+yXx+2y)-A+2y' X2k +y)

(x + 2y)?

_ X+ 4y +xy'+ 2yy- 2x -y - dxy'- 2yy’
- (x + 2y)?
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-3 +3x~(—2"+y)
_—3y+8xy _ Y x+2y) —3xy-6y?-6x>-3xy
(x +2y)? (x + 2y)? (x+2y)3
—6xy—6y2—6x2 -6(x2+xy+y?) 9 3
= = =6 2
(x+ 29)° x+2y)3 o+ 29)
dy
a) x=2t-1 _Y__c_i—t_ 2
y=t3 dx 2
dt
dy
X= y HY 2e2t
b & =27 __9e
S
dt
o x = cos3t(cost)12
y = sin3t(cost)~ 2
dy - 9 w, 1 32 qiad
dy  at 3sin?t(cost) +2(cost) sintt
dx % —gcostwsint

cost—3?2 s1n2t(3cos2t+ sn; t)

_5 2
2cost sint
_ _2sint (3 cos?t+ SOt 2t
5cos3t 2
a) (X)=x* 2> Infx)=Inx* = Infx)=xlnx

= fo 1nx+xl = fxX)=x*(Inx+1)

&)
b) fix) = x* = In fx)=x*Inx
£
fx)

= f(x) = x* x¥ (lnx(lnx+ 1)+ l)
X

=x*(lnx + 1)1nx+x"% =x*(Inx+ 1) Inx+x*!

¢) fix)=x"* = lnf(x):%lnx

—=———lnx+l-—1—, f'(x)=x]’"(L
X X

Z—Lzlnx)=x1/".(1— ln x) x~2
x? x
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d) f(x) = Xtanx
Inflx)=tanxInx
&) tanx

=1 +tan?x)lnx + =——

fx)
£(x) = xtam ( Inx + tanx)

cos?x X
9. a) f(x):% o P =—x2 = ) =2x2 = £ (x)=23x3 ...

) (x) = (=)™ n! x—(n+1)

b) y=/x
1 _1
f’(x)=§x 2
) 1 _-3
f'x)=- 395 %
£700 = 525 %"
3.5...(2 3
o () = 2382029 B

¢) f{x)=sinx

f'(x) = cos X = sin (x+ %)

f(x) =—sin x =sin (x+2-%)

f(x) = — cos x = sin (x+ 3%)

™ (%) = sin(x+n~%)

d) f(x) = cos 2x

f(x) =—-2sin 2x = 2 cos (2x+ %)

f(x) = — 2% cos 2x = 22 cos (2x+2~%)

f(x) = 2° sin 2x = 2% cos (2x+ 3%)

f™ (x) = 2™ cos (2x+ n%)
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e) flx)=cos®x

f'(x) =—2s‘i—n2x=cos(2x+£)

2 2
£7(x) = — 2 c0s2x = 2 cos <2x+ _22_,,)
£(x) = 2% sin 2x = 2 cos <2x+ %7—7-)

..........................................................

2
10. f(x) = 2xe ™2 — X;e-x’a = f(0)=0

£ =267 - ey Kook o £90) =
a
2
£ =~ Sorny Do X0 ova o pq0)= -8
a a
2
f4(x) = - 1—3e""“— —4—§e""“+ Xet = £1(0)= 1—22
. a a a a
) _ nmn-1)
= e, 20D

n
11. f1) =1 =(0)

f(x) = nx* ! = f(1) = n= (3)

£x) =n (n-1) x*2 = £(1) = n(n—1)= (g) 2

f‘“)(x)—( )n' = ﬁ1)+f(l)+...+%ﬂ=(8)+(111)+(I21>+.,.+(2>=2“

12. a) f(x)=-2xe™ = £(0)=
f(x) =—2e -x2 +4x% e 2 £f(0)=-2
£ (x) = 12xe™ - 8x3e™** = £7(0) = 0
£@ (x) = 12e™ — 48x2%™° + 16x%e™ = £ W(0) = 12
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13.

14.

15.

£ ™(0) = -2 (n-1) f*2(0) saglamr.
b) f(2m—1) (0)=0
£(0)=0, £7(0)=0,..,f% V(0

c) £7(0)=-1, f¥(0) =12, ..., £ (0) = (-2)™ (2m-1) (2m-3) ... 5.3.1

1

_ 1/ 1 1 N
f(x)_ 2_2(1—x+1+x) oldugundan

n) == _ n____J_u_
f( (X) [(1 )n+1 ( 1) (1+ )n+1]

olur. x = 0 yazilirsa

£20) = L[t +  pont] = | LEELE

_Jn!l, n cift ise
0 ,n tek ise

bulunur.

fix) =x (1 +x)y¥2
F(x) = (1 +x)Y2 - % x (1 +x)32

13

f(x)=—(1+x)32 4+ =2 . x(1+x)52

1.3 -52_ 135 _3/2
f(x) = oz 3(1+x)" o x (1 +x)

f(“) (X) - 1.3...(2n— 3) n(1+x)1/2_n_ 1.3...(2n— 1) x (1 ¥ x)yz_ n-1
on- 1 on
olacagindan
£ (0) = —1-3--;“2?1‘ 3 4
bulunur.
flx) = x e¥2

, X x\_x+a
fi(x) = e¥2 +—e"’a=e"’*‘(1+—— =SS e¥a
a a a

.. + +
frx)= Levar LXFR oxa_ XF28 oun
a a a a2
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16.

17.

f(n) (X) - X+ na e,da - f(n) (0) = X+ na
an an

“fix) = Xn—-l Inx = f(n) (X) - n- 1)'

timevarimla gosterelim.

dir.” 6nermesinin dogrulugunu

n=1 ig¢in
“fIx)=Inx = fx) = % dir.” o6nermesi elde edilir. Bu énerme dogru

oldugundan verilen énerme n =1 i¢in dogrudur.
n =k igin dogru olsun. Bu takdirde
-
“fx)=x*1Inx = P x) = (le) dir.” énermesi dogrudur.
Buradan yararlanarak, énermenin n =k + 1 i¢in dogru olacagini, yani
!
“fix) = x*In x = f*&*D (x) = % dir.” 6nermesinin dogrulugunu géstere-
lim.
(Xk In x)(k+1) = (X.Xk_l In x)(k+1) = [ (x. Xk—l 1n X)(k) 1
olur. Diger taraftan
[ x.g(x) ](k) =k g(k—l) (x) +x g(k) %)
olacagindan
[ (X.Xk_l In x)(k) =[k (Xk—l In x)(k—l) +X. (xk—l g(x)(k) 1
-1
=[k & Inx)%D 4 x, G- 1! xl). ¥
N
k. llno®eook, EoD_K
X X
bulunur. O halde
(x* Tn x)*+D = k!
X
olur ki bu da ispat1 tamamlar.

¥
P(n) : flx) = x"L el = ™ (x) = (-1)" = dir.
X

P(1) : fix) = % = £(0 = - & dir.
X

Bu 6nerme dogrudur.
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Onerme n =k igin dogru olsun. Bu takdirde

“flx) = x -1 l/x = f(k) (%) = (- l)k e d1r

onermesi dogrudur. Bagka bir yaz1$1a

W
k-1 1/ (k) _ k_€
Gh e = Dk Sy

dir.
Onermenin n =k + 1 igin dogru olacagini, yani

i
(X I/X)(k+l) = (- 1)k+1 Xen*2
esitliginin dogrulugunu gésterelim.
(Xk e1/x)(k+1) = (Xk ellx)(k) I'=[(x.x -1 el/X)(k) 1

=[k (xk—l eIIX)(k—l) +x. ~1 el/X)(k) 1
x
=[k (xk—l eIIX)(k—l) +X. (—l)k ?H - Ik
X

=[k (Xk—l 1/x)k + (_l)k (ellx _k), ]

elx k elX

=(- 1)kk +(—1)k[ KT o

X

1k
= (-D¥k. xe DR e -1
el”
= (__ 1)k+1 Xk+2
bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

18. Timevanm prensibini kullanarak ispat1 yapalim.
1

n=1 icin fg)x) = 3, (ll()f“"(x)q(l‘k)(x) =

k=0
£(x) g(x) + %) g'(x) = ((1)) f(x) g'(x) + (i) F(x) g(x).

= f{x) g'(x) + £(x) g(x)
n-1. tiirev i¢in egitlik dogru olsun. Yani
n-1 _
" V& =3 (nk 1) fOe)g k- D(x) olsun. (1)
K=0
(1) ifadesinin her iki yaninin tiirevini alalim,

(f.g)"= (na 1)f(X)g(n— D(x)+ (nI 1)f’(x)q<n-2)(x),,. + (2: })f(n— 1)(x)g(X)]

- (na 1)f’(x)g<n-1>(x)+ (na 1)f.g<n>+ (nI 1)f'(x)q<n-2>(x)

+(nI 1) Fe0g™-100) + ... +(;‘: i) £ (g () + (2: }) g~ Da)g'x)



19.

20.

(3;1)+(Eié)=(n?1) (271)=() ve (271)-

oldugundan
m _ [Meomy (B pom-b Do ow_ 2 (0w n-1
f.g) _(0>£g +(1)fg +...+(n)£g _kg]o(k)f g
olur.

fix) =x3, g(x)=sinx segelim ve f(x)=23x%, f(x)=6x, {(x)=6
f@(x)=f® = =f(x)=0

g"(x) = sin (x +n %) oldugunu biliyoruz.

Lebiniz Formiiliine goére
h®™(x) = (g.0™(x) = g™(x) f(x) + n Fx)g™D(x) + H(Lz‘l—) £x) g D(x)

. n{n-— :13)!(n -2) £(x) g™(x)

= sin (x+ n%)x3+ n.3x2.sin(x+(n— 1)%)

+ ___n(nz— D gy . sin(x+(n— 2)%) JAn-Dn-2) é)'(n-Z) .6. sin(x+ (n—3)%)

h®(x) = sin (x + 15m) . x® + 90x® sin (x+ 29- %) +90.29.x sin (x+ 147)

+ 145.28.6.sin (x+ 27 %)
= —x° sin x + 90x2 cos x + 2610x . sin x + 25.872 . cos x

dy
dy_dt _ dcost __4

dx  dx -B8sint 3 °

dxz  dt ‘dx 3 \ sin?t 3sint sin3t
ey | 4.2 _-16

2 3
dx - x 9 (‘/5) 9/2
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TUREVIN UYGULAMALARI
TUREVIN GEOMETRIK ANLAMI

Bir fonksiyonun bir a noktasindaki tiirevi, fonksiyonun grafigine o noktadan
¢izilen tegetin egimidir. Yani
m = f'(a)

TUREVIN FIZIKSEL ANLAMI
Yolun zamana gore tiirevi hizi, hizin zamana gore tiirevi ivmedir.
v=s", a=v =s"

TUREVLE ILGILI TEOREMLER

TEOREM

f:(a, b) - R fonksiyonu bir c € (a, b) noktasinda tiirevli ve f(c)# 0
olsun. (a, b) araliginin oyle bir (¢ ~ §, ¢ +8) alt arahf vardir ki bu

arabiktaki her x icin %i@ ile f(c) aymi isarettedir.

SONUC

f:(a, b) > R fonksiyonu c¢ € (a, b) noktasinda tiirevlenebilir olsun.
Eger f(c) >0 ise ¢ nin oyle bir & komsulugu vardir ki bu komgulukta
f artandir. Eger f(c) < 0 ise bu komgulukta f azalandir.

m (Fermat Teoremi)

f:[a, bl > R fonksiyonunun bir ¢ € (a, b) noktasinda bir yerel mini-
mumu veya maksimumu varsa ve f fonksiyonu c¢ noktasinda tiirev-
lenebiliyorsa

f(c)=0

TANIM
Bir A ¢ R ciimlesi iizerinde tanmimh reel degerli bir f fonksiyonu ve-
rildiginde
flc)=0

sartin1 saglayan c¢ noktalarina f fonksiyonunun Duraklama noktalari
veya Kritik noktalari denir.
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TEOREM

f fonksiyonu (a, b) arahiginda tiirevli, ¢ noktas1 f fonksiyonunun bir
duraklama noktasi, f"(¢) mevcut ve sifirdan farkh olsun.

1) Eger f“(c) >0 ise ¢ de bir yerel minimum
2) Eger f“(c) <0 ise c de bir yerel maksimum

vardir.

TEOREM

f fonksiyonunun (a, b) arahgnda f™ tiirevi mevcut ve (a, b) arahg-
nin bir ¢ noktasinda

fle)=f)=..=f"Dc)=0 ve fc)=0

olsun. Ayrica f fonksiyonu ¢ de siirekli olsun.

(1) Eger n cift ve f™(c)> 0 ise ¢ de bir yerel minimum vardir.
(2) Eger n ¢ift ve f™(c) <0 ise ¢ de bir yerel maksimum vardir.

(3) Eger n tek ise ¢ de ne yerel minimum ne de yerel maksimum
vardir.

(Rolle Teoremi)

f:[a, bl > R fonksiyonu siirekli ve Vxe(a, b) noktasinda tiirevlenebi-
lir olsun. Eger fla) = fib) ise (a, b) araliginda, f(c) = 0 olacak sekilde
en az bir ¢ noktasi vardir.,

Kapali bir aralikta siirekli ve i¢ kisminda tiirevlenebilen bir fonksiyo-
nun iki sifir yeri arasinda tiirevinin sifir oldugu en az bir yer vardir.

N (Diferensiyel Hesabinin Ortalama Deger Teoremi)
f:[a, bl » R fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve Vx € (a, b) nok-
tasinda tiirevlenebilir olsun. Bu taktirde, (a, b) araliginda

Fixp = =10

olacak sekilde en az bir x;, noktasi vardir.




L1e6] | TUREV |

m (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi)

f ve g fonksiyonlarn [a, b] araliginda siirekli ve araligin i¢ kisminda
tirevlenebilir olsunlar. Ayrica Vx € (a, b) i¢in g(x)# 0 olsun. Bu tak-
tirde, (a, b) arah@nda

Fxy) _ fb)—fla)
gxy) gh)-gh

olacak sekilde en az bir x, noktas: vardir.

KcRxR olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki noktasini birlegtiren

dogru parcas1 K kiimesinin i¢inde kahyorsa, K ya bir konveks kiime ad1
verilir.

KcRxR olsun.
K konvekstir < Vx, ,x, € K ve VA e [0,1] i¢in Ax; +(1- M) x,€ K

TANIM

Her x;,x,€ [a,b] ve her A€ [0, 1] igin

£ Ax,+ 1 - Dx,) < A fx )+ A - Dfx,)

oluyorsa f fonksiyonu [a, b] tizerinde konvekstir denir.

Her x;, x, € [a, b] ve her A € [0, 1] i¢in
FlAx,+ (1= Dx,] 2 A fix,)+ (1 - Dfx,)

esitsizligi saglamiyorsa f fonksiyonu [a, b] de konkavdir.

TEOREM

f:[a, b] > R fonksiyonunun (a, b) iizerinde ikinci tiirevi var olsun.

Eger her x € (a, b) i¢in f"(x) >0 ise f fonksiyonu [a, b] de konveks-
tir.

TANIM

Bir f fonksiyonunun konvekslikten konkavliga veya konkavliktan
konvekslige gectigi ve fonksiyonun siirekli oldugu noktaya biikiim nok-
tas1 veya doniim noktasi adi verilir.
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PROBLEMLER

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

y=x3— 6x + 2 egrisine teget olan ve y =6x— 2 dogrusuna paralel olan
dogrunun denklemini bulunuz.

X

Tox2 egrisine orijinde teget olan dogrunun denklemini yazimz.
X

y =
(0, 3) ve (5, —2) noktalarindan gegen dogrunun y = c(x + 1)™! egrisine
teget olmas igin ¢ ne olmalidir?

y = ax
a2+ x?
egrisinin x = a noktasindaki tegetine paralel olur.

egrisinin hangi noktalarindaki tegetleri y = /2ax-—x?

x% + 4y® = 4 elipsine teget olan ve (4, 0) noktasindan gegen dogrularin
denklemini yazimz.

A(%,O) noktasindan gegen ve x? — 4y +4 = 0 paraboliine teget olan
dogrularin birbirlerine dik olduklarim1 gésteriniz.
¢ herhangi bir sabit olmak iizere, x = —¢ dogrusu tizerinde alinan her-

hangi bir noktadan y? = 4cx paraboliine ¢izilen iki tegetin dik kesigtik-
lerini gésteriniz.

x2— 2xy +y2 +2x +y = 6 efrisine A(2, 2) noktasinda teget olan dog-
runun denklemini yaziniz.

y = 2x dogrusunun y = x? + ax + b paraboliine A(2, 4) noktasinda teget
olmasi i¢in a ve b ne olmalidir?

y = -x dogrusunun y = x3 - 6x? + 8x egrisine teget oldugunu gosteriniz.
Bu tegetin degme noktasin bulunuz. Bu dogru egriyi keser mi?

y = x3 egrisinin (0, 0) noktasindaki tegetini bulunuz. Teget degme nok-
tasinda egriyi keser mi?

m nin hangi degerleri y = mx dogrusu x? + y%?— 4x + 3 =0 ¢emberine
tegettir?

xy = 2 ile x2 — y? = 3 egrilerinin kesim noktalarinda bu egrilere ¢izilen
tegetlerin dik kesigtiklerini gosteriniz.

x¥3 + y23 = a?3 astroid egrisine, bu egrinin y = —x dogrusu ile kesim
noktasindan ¢izilen tegetlerin denklemini yazimz.

y? = 4px paraboliine iizerindeki bir (x, , y,) noktasindan cizilen tegetin
denklemini yaziniz.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

2 2
X—2 + % =1 elipsine tizerindeki bir (x;, y,) noktasindan cizilen tegetin
a

denklemini yazimz.

y = x — x° egrisine x = 0 apsisli noktasindan ¢izilen tegetin Ox— ekseni
ile yaptiga acisin 6l¢iisiinii bulunuz.

x—-1
2
c¢izilen teget ve normalin denklemini yaziniz.

y = arc sin egrisine, bu egrinin x— eksenini kesim noktasindan

X =tcost,y =t sin t parametrik denklemi ile verilen egriye t = % nok-

tasindan cizilen tegetin denklemini yaziniz.

Asagidaki egri ¢iftlerinin dik kesistiklerini gosteriniz.

a) y?=6x+9 ile y>=9-6x

b) x2—-y?2=5 ile 4x% + 9y? =72

y?=x® egrisine x, =0 ve x, =1 apsisli noktalarindan ¢izilen tegetlerin
denklemini yazimz.

m+n

xPy? = egrisinin (x,, y,) noktasindan egriye cizilen tegetin den-
klemini yazinmz.

4x% + y? = 72 egrisinin, (4, 4) noktasinda kesigen tegetlerinin denklemi-
ni yaziniz.

¢ bir sabit olmak tizere f(x)= x* + cx? + 1 olsun. f nin artan ve azalan
oldugu yerleri (araliklari) bulunuz. f nin ekstremumlarini hesaplayiniz.
Bundan faydalanarak ¢ = 18 ve ¢ = —18 i¢in fonksiyonun grafigini ¢i-
ziniz.

Asagdaki esitliklerle verilen fonksiyonlarin kargilarinda yazili arahk-
lardaki mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerini bulunuz.

a) flx)=x>-3x+2 , [-3, 10]

b) fx)=x*-38x+2, [-2,10]

1 1
c) fx)=x+ 5 , [1—0, 10]
d) flx) =2* ,  [-1,5]
2
o =20 . 13

f) fix)=e*sinx , {0, 2n]
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26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

g) fx)=/5~4x , [-1L,1]
h) fix)=x*+1 . [-1,3]

Asagdaki esitliklerle tamimlanan fonksiyonlarin
a) Kritik noktalarini bulunuz.

b) f tirev fonksiyonunun igaretini inceleyerek artan ve azalan oldugu
araliklan bulunuz.

¢) Yerel minimum ve yerel maksimum noktalarim bulunuz.

1) fx) = X 2) fx)=x+= (x#0)
1+x X

3) flx)=(x-1°x+2) 4) flx) = xe™®

f:R\{0} - R, flx)=x%+ % fonksiyonu veriliyor. k ne olmahdir ki f
fonksiyonu

a) x =2 de yerel minimuma

b) x =-3 de yerel minimuma,

¢) x=1 de bikiim noktasina

sahip olsun. Bu fonksiyon bir yerel maksimuma sahip olabilir mi?

x? — y? = 1 hiperboliiniin (0,1) noktasina en yakin olan noktasini
bulunuz.

A(0, 5) noktasmin 4y = x? paraboliine olan uzakligim bulunuz.

x% + y? = 1 ¢emberinin hangi noktas: (3,4) noktasina en yakindar.

.S

1 esitligi ile verilen f fonksiyonunun ekstrem

flx) = arc tan x — arc tan

degerini bulunuz.

a yarigapl bir ¢ember i¢ine ¢izilebilen dikdértgenin alani en fazla ne ola-
bilir?

Késeleri orijin, x— ekseni, y— ekseni ve y = 4 — x parabolii iizerinde bulu-
nan bir dikdértgenin alani en fazla ne olabilir?

{ki kogesi x— ekseni, iki kogesi de y = 16 — 3x2 parabolii iizerinde bulu-
nan dikdoértgenler iginde alani en biyiik olanin alamimi bulunuz.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Toplamlar: 1000 ve kareleri toplam: miimkiin oldugu kadar kiigiik olan
iki say1 bulunuz.

Yaricapr a olan bir kiire igine yerlestirilebilecek dairesel silindirin
hacmi en fazla ne olabilir?

a yarigaph bir kiire i¢ine yerlestirilebilecek dairesel dik koniler i¢inde
hacmi en fazla olanin hacmini hesaplayimz.

L uzunlugunda bir tel iki pargaya béliinerek bir gember ile bir kare
yapilmak istenmektedir. Kare ile dairenin alanlar toplaminin en biiyiik
olabilmesi i¢in ¢gemberin yarigap: ne olmalidir? Karenin kenar uzunlugu
ile toplam alam hesaplayinmz.

Bir hareketlinin hizi, zamana bagh olarak, v = t (t + 2) + 2 geklinde
degismektedir. Bu hareketlinin minimum hizim: bulunuz.

Bir dogru iizerinde hareket eden bir cismin ivmesi zamana bagli olarak
a =sin (t?) . (t > 0)

bi¢iminde verilmektedir. Bu hareketlinin ivmesi ne zaman maksimum
olur?

Asapdaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a) x+%22, x>0
b) tan x> x (0<x<-72£)
c) 5 <arctanx <x x>0
1+x
d) 1+x%<1+o0ox, x>-1veO<ax<l)
e) |sinx—sint|<|x—t|
f) larctanx-arctany | < |l x~y |
g X2 mi X2, (0<a<x)
a a
X
h) 1+x<1n(1+x)<x, (x>0)

fix) =x — %3 seklinde tanmimlanan f fonksiyonuna [0, 1] araliginda Rol-
le teoremi uygulanabilir mi? Uygulanabilirse teoreme uyan ¢ sayisim
bulunuz.
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49,
50.

51.

52.

53.

e* =1 +x denkleminin x = 0 dan bagka kikiiniin olmadigin1 gosteri-
niz. .

Rolle teoreminden yararlanarak 5x* — 4x + 1 =0 denkleminin (0, 1) ara-
higinda bir kéke sahip oldugunu gosteriniz.

fix) = x — x® geklinde tamimlanan f:R — R fonksiyonu [-2, 1] arali-
ginda ortalama deger teoreminin gartlarim saglar mi? Saglarsa teorem-
de adi gegen x;, noktasim bulunuz.

Asaghdaki esgitliklerle tanimlanan egrilerin konveks ve konkav oldugu
araliklan belirtiniz. Bu egrilerin biikiim noktalarim1 bulunuz.

a) y=2x2+1 d)y=x2+%
b) y=-2x3 + 3x% - 12x e) y=e*
1
c) y= "
Ortalama deger teoreminden yararlanarak

sin (x + h) - sinx=h. cos x,
olacak gekilde bir x, € (x, x + h) sayisimin varhiim gosteriniz.

flx) = sin x ve g(x) = cos x seklinde tanimlanan fve g fonksiyonlan

z
[0’ 2

saglar m? Saglarsa bu teoremde ad1 gecen x, sayisim bulunuz.

araliginda genellestirilmig ortalama deger teoreminin sartlarim

Ortalama deger teoreminden faydalanarak Rolle Teoremini ispat ediniz.

Tek fonksiyonun tiirevinin ¢ift, ¢ift fonksiyonun tiirevinin tek fonksiyon
oldugunu gosteriniz.

Ispat ediniz ki, eger [a, b} araliginin her x noktasinda f(x) =0 ise f
sabit foksiyondur.

f fonksiyonu [a, b] araliginin her noktasinda tiirevienebilir olsun.
fonksiyonunun f'(a) ile f(b) arasindaki her degeri en az bir defa ala-
bilecegini gésteriniz. (Darboux Teoremi).

Sifir yerleri reel olan bir polinomun tiirevinin kompleks sifir yerlerinin
olmayacagim gosteriniz.
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COZUMLER
. y=x"-6x+2 m=y(x)=38x2~6=6 = 3x2=12, xy=+2

Xg=2 = y,=-2 olur.

Dogrunun denklemi =y- y,=mEx-x))=y+2=6(x-2)
=y=6x-14

X, =-2 ise y,=6 bulunur.

Bu durumda dogru denklemi

Y= Yo=mX-X))=>y-6=6(x+2)=y=6x+ 18 olur.

1+x2-2x? __1-x?
(1+x%)2  (1+x?)?

Dogru denklemi y - y,=m (x—xy) = y=x olur.

2. y'= = m=y(0)=1 olur.

3. (0, 3) ve (5, ~2) noktalarindan gecen dogrunun denklemi

-3 _x-0
—y2—3=§-0 = y=3-X

olur. Bu dogrunun egimi m =~ 1 dir.

(%9, yo) noktasinda y =c (x + 1)1 egrisinin tegetinin denklemini

bulalim.
0% %+ 1’ PESTRR A ™ +1)2
c -CX 2. c
- + + .

Budogru y=3- x dogrusuna eslenirse

c_ Xy c__ _ c_ _

x, +1)2—1 ve &, +1)2+x0+1-3 = x0+x0+1—3
= Xx2- 2%, +(c— 3)=0 = x2- 2x;+[(xg+ 1>~ 31=0
= xg— 1 bulunur. x, = -1 olamayacagindan x, =1 dir.

c=(xo+1)2%=4 olur

4. y=/2ax-x? egrisinin x = a noktasindaki tegetinin egimi

= y’(a) =0 dir. Dolayisiyla

y = 22X
2/2ax - x2
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._a (a%+x2)- ax(2x)

=0 olmal.
(a2+x2)2
= a’- ax?=0 = a’?=x%2 = x==a
X=a = y= a®? _1 X=—a = y=-— a? __1
a?+a? 2’ a%?+a? 2

bulunur. Istenen noktalar (a, %) ve (—a, - %) noktalardir.

Elipse (x;, y,) noktasinda cizilen tegetin egimi

X
2x+8yy" =0 = y’:—;—y = m:y'(xo,y0)=_ﬁ
0

X
= Tegetin denklemi y -y, = - ﬁ (x = %)) = 4dyy —4dyi=x2-xx,
0

= 4dy,y + XXy = X2+ 4y2 (¥)

olur. Bu dogru (4, 0) noktasindan gectiginden 4x,=x2+4y2 olmahdir.
Diger taraftan (x,,y,) elipsin bir noktas1 oldugundan x§+ 4yg =4 olur.
Bu iki denklemden x;=1 oldugu gorilir.

Xg=1 =2 yg= ?@ dir. (*) denkleminde,

5

X=1,y,= g ahnirsa 6y +/3x— 4/3=0, X0=1, yp=— T3 alinirsa
6y — /3x +4/3 = 0 denklemi elde edilir.

x? — 4y + 4 = 0 paraboliine (X , ¥o) noktasinda teget olan dogrularn
denklemi :

2% -4y =0 = y =% o y = o
X—y = =>y_§:>y &g.y) = 9
2

X X X
=Y- Y=g ®=Xy), y- x5 =y,—
olur. (%,0) bu denklemi saglayacagindan

3 X 2
—4%=Yo~ 3 = 2, 3x,-4y,=0 ve

(X, ¥o) parabol tizerinde bulundugundan xg -4y, +4 =0 olur.
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2x%- 3%~ 4y,=0

sistemi coziilerek x, =4 veya x, =-1 bulunur.
x2-4y,+4=0 ¢ 0 ya %o

Bu durumda m; =2 ve m, = —% olur. m; . my = -1 oldugundan
tegetler diktir.

7. x =—-c dogrusu iizerindeki herhangi bir (—¢, k) noktasindan ¢izilen te-
get parabole (a, b) noktasinda teget olsun. (a, b) parabol iizerinde bu-
lundugundan

b%=4ac (1)
dir. Parabole (a, b) noktasindan ¢izilen tegetin egimini bulalim.
y?=4cx = 2yy'=4c = bm=2c = m=%

olur. Dolayisiyla tegetin denklemi
2c
b
olur. Teget (-, k) noktasindan gectiginden

y-b="=(x-a)

k——b=%(—c—a) = kb— b%=-2¢2- 2ac

bulunur. (1) den ac = %2- dir. Bu deger son esitlikte yerine konur ve
gerekli diizenleme yapilirsa
—b? + 2kb + 4c2 =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri ¢arpim
b, . by = —4c?
dir. Tegetlerin egimleri ¢carpimi

2 2 _ 4c? _ 4c?

by b, BB, ma

m;.mg;=

olacagindan ¢izilen tegetler birbirine diktir.

8, x’- 2xy+y?+2x+y=6 = 2x-2y- 2xy +2yy" +2+y =0 = (2,2)
noktasiigin 4 - 4— 4m+4dm+ 2+ m =0 = m =-2 bulunur. Tegetin
denklemi

y-2=-2x-2) =2 y=-2x+6

olur.
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9. y=2x+a

-

=4+a = 4+a=2 = a=-2 olmal.
249

(2, 4) parabol denklemini saglayacagindan 4=4+(-2).2+b=b=4

10. x=x-6x2+8x = x3-6x2+9x=0
x(x2-6x+9)=0 = x(x-32=0 = x,=0 ve x,=%3=3
=y, =0, yp=y3=-3 bulunur.
Dogru egriyi (0, 0) da keser, (3, —3) de tegettir, ¢iinkii
yx) =3x2-12x +8 = y (3)=-1 dir.

y y=x3
11. y=x3 = y(0)=0=m
Tegetin denklemi y = mx = y =0 olur.
y =0 dogrusu y =x3 egrisini orijinde keser. 0 x

12. 2x +2yy"' —4=0, y=—===2-=

olur. Bunun y = mx olmasi dolayisiyla (0, 0) dan ge¢mesi gerekir.

(0,0) noktas: i¢in —b=(%—%)(— a) = a?+b%2-2a=0

(a, b) ¢emberi sagladigindan

a?+b?-4a+3=0 = 4a- 3 - 2a=0=>a=% = b=?F—‘/2—§-
2'% 1 2'% 1
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2
13. xy=2 = y=% = xz—(%) =3=x'-3x2-4=0

14.

15.

>x2-4)EE+1)=0 = x,=-2 v x,=2 olur.
;=2 2 y=1ve x,=-2 = y,=-1 = A2, 1) ve B(-2, -1) kesim
noktalaridir.

A(2, 1) noktasindaki tegetlerin egimleri, y = % =y =- %
X

L 22835 92x-2y=0= 4- 2m,=0

-=2__
T MT Ty

= my=2 olur. m; . m, = (—%) 2 =-1 oldugundan (2, 1) noktasindaki
tegetler birbirine diktir.

B(-2, -1) noktasinda y'= — % = m, = —% » 2x-2yy'=0-4+2m,=0
X

= m, =2 olur. m;.m,=-1 oldugundan bu noktadan egrilere ¢izilen

tegetler de birbirine diktir.

xB 4 (x)2B=a28 = 2 =2 = x,,=2

nB
2,-B,2 .13 o o_x®__ [y —
3 X +3y .y =0,y = =" => m=y

olacagindan tegetlerin denklemleri

— a a a
-2 o(x+-B )ox-y=2&
Y o /2 ( z/i)=> Y=/

olur.

2p

y2=4pX=>2yy’=4p:>y’=?:>m=y' —2_p

&x;,¥) B yl

olur. (x,, y;) noktasindan cizilen tegetin denklemi
2
y— y1=—yB(x—x1) = yy; ~yi=2p (x~ %) =
1

YY1 = 2PX + y2— 2px;, yy; = 2px + 4px, — 2px; = yy; = 2p (X + X;)
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16.

17.

18.

19.

2x 2yy' . xb? . xlb2 .
—+—=0, y=——"p = m= = — ,(X, )ellS
a? b? ya? Y &, y,a? 191 P
2 2 2
X x:.b
tizerinde oldugundan —;+h = y-y; =- 1 (x-x,)
a? b? ,a?
= yy,a’- (y)?a®=—- x;xb? + x2b?
2 2_(v 12,2 ne XX ¥y, _ &) @) xx yy,
e ey I R

olur.

y=1-2x = y®=1
x=01ise y=0 olur. y- 0=1x-0) = y=x

tanf=m=1 = e=%

x eksenini kestigi noktada y =0 dir.

x-1 x—1 x—1

0 = arc sin 5 =>sm0=-2—=>0= 5 = x=1
1
Y’=—2—=>y’(1)=l=>m=—1- olur.
x—1\° 2 2
Jl"( ) )

Teget denklemi y = % (x-1) =2 x-2y=1 olur.

my . my =-1 = my=-2 bulunur. Buna gére Normalin denklemi

y=-2x-1) =2 y+2x=2

olur.
dy 1,71
_ dt _ sint+tcost _m\_J/2 4 /2 _4+ax;
Y =7dx " cost—tsint m—y(4)—L_£ 1 4-z olur.
dt /2 /2

4
Teget denklemi y — % %:4’””(){_%._/1_5)

(4+1t)x+(1t—4)y=‘/7§- n? olur.
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20. (a) Egrilerin kesim noktalar: :

21.

y2=6x+9
y2=9-6x
olacagindan egriler A(0, 3) ve B(0, —3) noktalarinda kesigirler. A(0, 3)
noktasinda egrilere ¢izilen tegetlerin egimleri :

=56x+9=9-6x=12x=0 = x=0=y’=9 = y=%3

2yy’=6 = 23m=6 =2 m,=1
2yy=—6 = 23m=-6 = my=-1 olur. m; . my=1.(-1)=-1

oldugundan tegetler, dolayisiyla egriler, A(Q, 3) noktasinda dik kesigir-
ler. B(0, -3) de dik kesigtikleri benzer gekilde gosterilebilir.

(b) Egrilerin kesim noktalan :

2_ 2= 2_ Qu2—
x*-y"=5 =9x Iy"=45 = 13x2=117 = x2=9 = x==3
4x2+9y2=72| ~ 4x2+9y2=172
= 9-y?=5 = y*=4 = y==x2 olur.
Egriler A(3, 2), B(-3, 2), C(3, -2), D(-3, -2) noktalarinda kesigirler.

A(3, 2) noktasinda egrilere ¢izilen tegetlerin egimleri :

2x— 2yy’=0 = 2.3-22m,=0 = m,; =2

2
8x+18yy'=0 = 83+182m;=0 = m2=—--§—
olur. m; . my = % . (—%) =-~1 oldugundan tegetler, dolayisiyla egriler dik

kesigirler.

B, C, D noktalarindaki durum benzer sekilde gosterilebilir.

X1=0 = y2=0 y y2=x3
X=1 =2 y,=-1, y3=1 1
y=+x%2 icin y’=ﬂ_--:ix”2 olacagindan
2 , 0 j
(0,0)da m=y(0)=0 dir.
-1
Tegetin denklemi y =0 dir.
. ._3 x* . 3 . 3
2 =3X2, == — , =0, =3 = -
vy Y =2y 'Y o an 2 y a,-1 2
y-0=0(x-0), y—1=% x-1), y+1=—%(x—1)
=y=0 y=%(3x—1), y=—% 3x-1)
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22.

23.

= 1o ._ mxmlyr m
mx™" 'y +nx"y" Ly’ =0, y Tyl m
’ =3 ﬁ:, Teget denklem
&eye) N X,
my,
Y~ Yo= o & Xg)s DXo(y—yg) + myp (x—x) =0 dir.

Tegetin degme noktas: (a, b) olsun. Egimini bulalim.

4x2+y?=72 = 8x+2yy'=0 = 4a+bm=0 = m=-

olur. Tegetin denklemi

y-b=-2(x-a)=by- b?+dax - 4a%=0

olur. Bu dogru (4, 4) noktasindan ge¢tiginden

—4a®2-b%24+16a+4b=0

olur. (a, b), 4x? + y% = 72 ejrisi iizerinde bulundugundan

4a% + b% = 72 olur.

~4a%-b%+16a+4b=0

= 16a+4b—- 72=0 = b=18-4a

4a2+h2-72=0

4a
b

= 4a?+ (18 - 4a)?2 =72 = 5a?- 36a + 63 =0 bulunur. Bu denklemin

kokleri a; =3, a, = % dir.

a=3 igin 49+b%=72 = b?*=36 = b==86,

21 441 36

a=%=ig¢in 4 =-+b%2=72 =2 b?=2 = b=z

5 25 25
olur. Yandaki sekilden de goriildiigii gibi

degme noktalann A(3, 6) ve %,%) dir.

Tegetlerin denklemleri :
8x+2yy'=0=83+26m;=0=m,; =-2
y-6=-2x%-3) 2> y=-—2x+12 ve

8-%+2--g-m2=0 = m,=-14,

y—g=—14(x—&51-) = y =-14x + 60 olur.

[3,11<>)

y
(3,6)

(4,4)

(21/5,6/5)

X
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24. f(x)=4x® +2cx=0 = 2x(2x%+¢)=0 , x=0 ve x=F

i ]
2

¢>0 olsun. fx)=0 @ x=0

X — oo 0 + oo
¢ B (l) . (—o, 0) da azalan
| (0, +0) da artandir.
\ —
¢ <0 olsun.
X ~V-¢/2 0 V_c/2
| | I
f - 0 + 0 - 0 +
[ | |

oo — =€ [=¢ _ /=€ j—¢
( 0, 5 ) ve (O, 5 ) de azalan,( ,0) ve ( 5 ,+oo> da artan

C=18 ise C=-18ise
y flx)=x* +18x% +1 y
1 fix)=x% -18 41
A\
\ x
0 -80

25. &) f)=x2- 3x+2, [-3,10], @ =2~ 3=0 & x=3
X -3 32 10
| :
- 0 +
!
f(x) 20 ~_-1/4__—+172
% mutlak minumum nokta, f g— )=~ % mutlak minimum deger

= 10 mutlak maksimum nokta, f{10) = 72 mutlak maksimum deger
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b) fix)=x% -3x+2, I=[-2,10]

X -2 3/2 10
8 l
f(x) - ? +
fix) 12 -1/4 72

X = % mutlak minimum nokta, f (-g—) = —i mutlak minimum deger

x = 10 mutlak maksimum nokta, f{10) = 72 mutlak maksimum deger

0 f=x+<, [i 10], f=1-L=0e x=71
X X

10°
X 1/10 1 10
I
f(x) - ? +
10 10
1 . 101 .
T ve x = 10 mutlak maksimum nokta, f{10) = ETD mutlak maksi-

mum deger

x = 1 mutlak minimum nokta, f{1) = 2 mutlak minimum deger

d) fix) =2%, [-1, 5]
f(x) = 2*In 2 > 0 monoton artan fonksiyon

X = -1 mutlak minumum nokta,

fl-1) = % mutlak minimum degerdir.

x = 5 mutlak maksimum nokta,

f(5) = 32 mutlak maksimum degerdir.

_ x%+100

-1
e f)="5—r, [-1,3]
_ 2x(x?-25)-2x(x2+ 100 _ 250k _ _
Feo = (x2-25)? aioosE 0 < x=0
0

f(x) _101 -4 _109
24 ™~ 16
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x = 0 mutlak maksimum nokta, f{0) = 4 mutlak maksimum degerdir.

X = 3 mutlak minimum nokta, f(3) = — %’ mutlak minimum degerdir.

f) f{ix)=e*sinx, I=[0, 2n]
f(x) =e*sinx + e* cos x = e* (sin x + cos x) ,

f’(x):O@sinx+cosx=0@x1=3—” =

x 0 34 Tn/4 2n

f(x)
flx)

+ - +

V2 - VapeTs

Mutlak maksimum deger f (%’L) = ?2 e

Mutlak minumum deger f (

g fx)=v5-4x, [-1,1]

-2
f(x) =
(x) YT

x = =1 mutlak maksimum nokta, f{-1) = 3 mutlak maksimum degerdir.

< 0 azalan bir fonksiyon

x = 1 mutlak minumum nokta, f{1) = 1 mutlak minumum degerdir.

h) f(x)=x4+ 1; [_1’ 3]
fx)=4x3=0 & x=0

X -1

f(x)

i
~l-o— o
+

x = 0 mutlak minumum nokta, f0) = 1 mutlak minumum degerdir.

x = 3 mutlak maksimum nokta, f{3) = 82 mutlak maksimum degerdir.
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26. 1 ==X
) ) 1+x2

1+x2-2x2 _ 1-x2

a) f'(x)= L+x0)2 —(1+x2)2=0 o x*=1 o x=F1
b)
x -1 1

f | ~-12 12 ~
(-0, —~1) ve (1, o) da azalan (-1, 1) de artan

1

0 x=-1= f-D=-3, x=1= f‘(l):%

(— 1,- %) yerel minumum, (1, %) yerel maksimum noktalardar.

2) fW=x+=, x20
a) f=1-L-0x2=1 o x=71
X

b)
X -1 0 1

f- + 0 - - (l) +
f | — -2~ \é/
(490, —=1) ve (1, <) da artan, (-1, 0) ve (0, 1) de azalan
¢ x=1=> D=2, x=-1 = f(-1)=-2

(1, 2) yerel minumum, (-1, —2) yerel maximum noktadar.

3) fix) = x-1)* (x +2)

a) f(x)=2(x-1) (x+2) + (x-1)? = (x-1) (2(x+2) + x — 1) = (x-1) (3x+3)
fx)=0 © x=1ve x=-1

b)

-

X -1
f- +

— o

T
- 0 +
]

(=0, 1) ve (1, +) da artan (-1, 1) de azalan
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¢ fi-1)=4, i1)=0
(-1, 4) noktasi yerel maksimum, (1, 0) noktas: yerel maksimum nok-
tadir.
4) fix) =xe™*
Ca) f(X)=e*— xe*=e™ 1-x)
fx)=0 & x=1
b)
X 1
I
f- + 0 -
|
(—oo, 1) de artan, (1, «) da azalan
¢) f(1) =e! oldugundan (1, e) yerel maksimum noktasidir.
27. a) f’(x)=2x—%=0, 2x® =k = x =2 oldugundan k = 16
X
f"x)=2 +&3 = (2) = 2+%= 18 > 0 = x = 2 yerel minumum
X
noktasidir.
b) £(0=2x-2=0, £(-3)=0 = ~6-£=0 = k=54
X
f(-3)=2+ 2&(_3?;1) =2+4=6>0=x=-3 yerel minumum
noktasidir.
O F@=2+X-05¥=k, x=12k=-1
X
F=2+2C0-0, pr -8k
1 X
. 6.(-1) :
(1) = —T = 6 # 0 = yerel maksimum olmaz.
28. Egri iizerinde aranan nokta A (x,/xz— 1) ,

bu noktanin (0, 1) noktasina uzakligh

d= x2+( )(2—1—1)2
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29.

. .. 2 .
dir. d yi minumum yapan deger f(x) = x° + ( x2-1- 1) fonksiyonunu
minumum yapan degerdir. Bu fonksiyon x>1 ve x<-1 i¢in tamimhdar.

fo =2x+2(/x7-1-1) —/;{:1=4x—/+k__1—
Xe—- X“—

=i"%—@=o & 2x(2/x%-1-1)=0 = x=0 ve x=¢/—25
bulunur.
f"(x)=4—m
f”[§]< 0 oldugundan [ng—,%] bir Y

yerel minumum noktasidar. V}V
£ —ﬁ <0 oldugundan —[5—,l bir

2 2’2 0 ~
yerel minumum noktasidir. / \\
Hiperboliin (0,1) noktasina en yakin nok-

/5 l] ve [—@ 1] noktalardar.

talar, —2‘, 2 292

2
Paraboliin tizerindeki nokta (x,xz) bi¢gimindedir. Bu noktamin (0,5)

noktasina uzaklign d olsun.

_ 2 x2 2 . « . . _ 2 X2 2 .
d= [x°+ 5—Z ifadesini, dolayis1 ile fix) = x* + 5-——4— fonksiyo-

nunu minumum yapan x noktasini bulmahyiz.

x2 x| | x2
f’(x)=2x+2(5—z)(—§>=x[T—3]

2
f"(x):O@x(%—S):O < x=0 ve x=F2/3

f(x) = % x2-3, f0)=-3<0, 0dayerel maksimum,

f”<¥2 /3 ) =6>0 , F2/3 noktalan yerel minumum noktalaridir.

d(¥2/8)=/12+6-3)?=/12+4 =4 olur.
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30.

31.

32.

Cember tizerindeki nokta (x, v1- x2) . Bu noktanin (3,4) noktasina
1/2

2

uzakligr d olsun. d = [(x— 3) % (J 1-x%2 - 4) ] olur. Bu ifadeyi mi-

2
numum yapan, dolayis1 ile f(x) = (x — 3)% + (J 1-x2 - 4) fonksiyonunu
minumum yapan X noktasim bulmaliyiz.

f’(x)=_6+—L = fx)=0 & x=%, x=%=> y=

J1-x2

= aranan

SN

3 4
nokta ( 5 5) noktasidir.
1
’ 1 4 1 4
f(x)= - = -
@ 1+x? (x)2 1+x% 16+x?
1+
4
_ 2,2
£(x) = 0 @ —1 4 X°+2 L, fx)=0=3x212=0

1+x2 16+x2  (1+x2)(16+x2)
=x2=z4 > x=F2

x =—2 yerel minimum, x =2 yerel maksimum noktasidir.

X
x-=
f(x) = arc tan x — arc tan X._ arc tan 4 = — arc tan 3x
4 x? 4+x2
1+=-
4
Yerel maks1mu1§ deger < iy 9
f(2)=—arctanz, Py - + (l) -
Yerel minimum deger |

f(-2) = arc tan ::i—

olur.
x+y?=2a?% A=xy=x/a%-x2
2
)= Ja2—x2 - X a
A'(x) =/a*-x Tii—x? o /

2

A =0ex?=a%- x

=2%%=a?%, x=

Nl
<

Dikdértgenin alam en fazla

7 .2
AQ)=-2L . [a2-2 -2 qlyr.

/2 2
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33.

34.

35.

36.

A=xy=x(4-x J
) 2
AX)=4- 3x%°=0 = x=-2 4
/3
_2 (,_4\_16/3
Amax‘/g (4 3)_ 9
_Ql
A y
S _ 2
2_)((16 3x%) 16
A = 2x (16 — 3x?)
A'(x) =32 - 18x?
A)=0 o x=2
3
_9.4(1g_16)\_8 32 _ 256
Amax =2 3(16 3) 3 3 9 [

x +y = 1000, x? +y? = f(x, y) ifadesini minimum yapan x ve y bulu-
nacaktir. y = 1000 — x oldugundan

F(x) = x% + (1000 - x)? fonksiyonunu minumum yapan noktay1 bulahm.

F(x)=4x- 2000 =0 < x =500 = y=>500. O halde bu iki say1 500
ve 500 diir.

V=nr?.h <
(2r)? + h? = (2a)?
h? =4 (a% -~ r?)

h = 2/a2-r?

V(r) = 2nr? /a%-r?

. 27xrs
V(r) = 4nr Ja2-r% -
[a?— 2

3
Vr)=0 ¢ dnr/al-ri-—28L _g

a2_r2

Za
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2 /2
s dnr@-r)=21r @ a?-r=1L r=*=a
2 /3
_ /2 ? [n2_2 2 _4 2 a _ 4/3
V—n.(/ga 2 /a 3a-.3 .n.ﬁ_—na
37. 2 = a® - (h - a)? = 2ah — h? oldugundan
1 _ ey T 1 N 2 1.3
—3nrh—3(2ah h)h—3(2ah h°) a
h
V(h) = Z (4ah - 3h?) = 0= h =42 a
3 3 hea
Maksimum hacim

4a\_ [y, 16a® 64 3| 32 3
V(s)‘32”‘ 9 27"“‘]“81’tal
38.
L
L—=x X
a
a
a
a
a=L —x/4 r=x/21

P(x) ile karenin ve gemberin alanlar: toplamini gosterelim.

P(x)=(L;x) ‘7 (2’;)2

Px) = — @gx)+§% ﬂx_§g+4x

Lz

PX)=0ex(1+4)-Ln=0 x=7[+4

_ L
2(m+4)

r=

?(35

X =
2r
Lz

2
2 L \* 12
) (4 im +4)> +”(2(7z+4)> I+ 16
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39.

40.

41.

V=t—-2+t=2t- 2
V=0ot=1, VW=Q)D+2=1

a’(t) = 2t cos (t?)
a(t)=0 < t=0 veya cos(t?)=0 < t=0 veya

t2=(2k—1)%(k=¢1, x2,...)=»t=v/(2k—1)%

a) x+%22 x>0
1 ’ 1 -
fXN=x+= = f(x)=1——2=0 & x=F1
X X
X 1
|
f'x = (l) +
f(x) \ P

flx) fonksiyonu minimum degerini 1 de alir.

fH<flx) > 2< x +% gerc¢eklenir.

b) tanx>x (0<x<%)

[0, x] aralhiginda tan x fonksiyonuna ortalama deger teoremini
uygulayahm.

tanx — tan0
x-0

nx
= taT>1 = tanx>Xx

tanx

=1+tan®c, O<c<x= =1+tan?c>1

c)

X
2<arctanx<x x>0)
1+x

arc tan x fonksiyonuna [0, x] araliginda ortalama deger teoremini
uygulayalim.

arctanx —arctan0 _ _ 1  O0<c<x = arctanx __ 1
x—-0 1+c2 X 1+c?
. . 1 o 1 arctanx
0<c<x icgin < ——<1 oldugundan < <1
O Tex? “Tee e 1+ x2 X

X
+X

bulunur. x > 0 oldugundan

s <arctanx <x elde edilir.
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42.

d 1+x)%<1+ax x>-1ve O<acx<l),
f(x) = (1 + x)* fonksiyonuna [0, x] arahiginda ortalama deger teore-

mi uygulanirsa

f(x)— f(0) 1+x)°-1
-0 x—0

bulunur. Buradan 0 <c<x ve x>-1 oldugundan
A+x)%-1
X

=f(c)=> =a(l+c)*!

<0(1+0° =0 = 1+x)*<ax+1
bulunur. x =0 i¢in egitlik durumu elde edilir.

e) |sinx— sint|< |x-—t|

fx) = sin x fonksiyonuna [t, x] araliginda ortalama deger teoremi uygu-
lanirsa

——-—-Slni: imt =cosc) t<c<x
smz: :lnt ‘ =|cos(c)|< 1 = |sinx - sint|<|x~t| bulunur.

f) e) sikkindaki yolla yapilir,

- X X—a
g) —«<In=«< , O<a<x
X a a

[a, x] arahiginda f{x) = In x fonksiyonuna ortalama deger teoremi uy-
gulanirsa

Inx-1Ina _ % , a<c<x yazlabilir.

X—a
1 1 1 1 1 1 1 1 Inx—-Ilna 1
A<E = S <=, CKXD <K => — <<= = S gm——2 =
¢ a X C X ¢ a X Xx—a a
X— - X — X _X-—a -
= 8 ¢Inx-lna<*=2 o X728 p X 3 elde edilir.

X
h) m<ln(1+x)<x, (x>0)

flx) = In (1 + x) fonksiyonuna [0, x] araliginda, ortalama deger teore-
mi uygulanirsa,

ln(1+x)—1n(1): 1 N ln(1+x)= 1

x-0 1+c¢ X l+c¢’ O<c<x
1 1 1 In(1+x) X
—1+x<-———1+c<1=>——1+X<—X <1=>——1+x<1n(1+x)<x

flx) = x - x° fonksiyonu [0, 1] de siirekli Vx € (0, 1) igin tiirevlenebilir
ve f(1) = f{0) = 0 sartlan saglandigindan Rolle teoremi uygulanabilir.

= f(c) = 0 olacak sekilde c e (0, 1) vardir.
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43.

44.

45.

46.

fx)=1-3x2=0 = 3x%=1 = x=7F

&~

1

1
x=——"F+¢ (0,1) @>2c=—F
VAR

/3

x=0 =2 e’=1+0 = 1=1 = x=0 bir kéktir. Kabul edelim ki ver-
ilen denklemin x = 0 dan baska x, gibi bir kokii daha vardir. Bu
durumda e*-x-1=0 ve filx)=e*—x -1 denilirse f{0) =f(x,) =0 dir.
f fonksiyonu Rolle Teoreminin hipotezlerini sagladigindan

Jce (0,%xy) vardir 3 f(c)=0 dir = f(x)=e"-1 = f(c)=e°- 1=0
= e“=1 = c=0. Buise bir ¢eligkidir. Yani ¢ € (0, x;) olmahdir.
O halde verilen denklemin x;, = 0 dan bagka koékii yoktur.

fix) = x° — 2x% + x denirse f(0) = f{1) = 0 dir. Rolle teoreminden, (0,1)
arahigindaki en az bir ¢ i¢in f(¢) =0 dir.

f(x) = 5x* — 4x + 1 oldugundan (0, 1) araliginda 5c*—~ 4c+ 1 =0 ola-
cak sekilde en az bir ¢ vardir.

fix) =x — %3 fonksiyonu [-2, 1] araliginda siirekli ve (-2, 1) arahginda

da tiirevlenebilir oldugundan ortalama deger teoreminin sartlarim

saglar.

f(x) =1 - 3x® oldugundan

fb)—fl@) _fO-f(-2) 0-6
b-a 1+2 3

2 _ 2 _ — T
= X;=3= x5=1=2>%x,=7%1

=1-3x2, 2<x5<1

Xy € (-2, 1) oldugundan x,=-1 olmahdir.

a) y=2x2+1

vy =4x, y " =4> 0=y fonksiyonu (—s, o) da konvekstir.
b) y=-2x%+3x%-12x

y = —6x% + 6x — 12

y'=-12x+6
X 1/2
y’ + (:) -
y Konveks | Konkav
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2 g8 794 M2y
Konvekslikten konkavliga gectigi nokta olan (—;—, - 121) noktaél biikkim
noktasidir.
poyol o 1. 2
c y - X ’ y - X2 ’ y - 3
X 0
¥y’ - +

(—eo, 0) aralhiginda konkav, (0, +e0) da konvekstir. Biikiim noktas: yok-
tur. Zira fonksiyon x = 0 da tanimsizdir.

d) y=x2+=
3
y=2x—#, y =2+?=2xx;2
-1 0
x3 - —(; +
2x3+2 - 0 + +
FROT) I ~ T -
X 0

= (—o, —1) ve (0, =) da konveks, (-1, 0) da konkav, (-1, 0) noktas1 biikiim

noktas
e) y= e
y = —2xe™® , Y = e (4x2 - 2)
x anN-2  INZ
ST

) de konkavdir.

Sl

(—00,—%> ve (%ﬁoo)da konveks, (——/—%,
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47.

48.

49.

50.

(——/%— , e‘%) , (% , e'l’z) noktalar1 biikiim noktalardir.

h>0 dir. [x, x + h] araliginda f(x) = sin x fonksiyonuna O.D.T. uygu-
lanirsa

sin(x + h) - sinx
x+h-x

=C0S Xy, X<X5<x+h

= sin (x + h) - sin x = h cos x,

bulunur.

f ve g fonksiyonlan

n
O,2

aralipinda siirekli ve (O,ZZI-) araliginda

tiirevlenebilirdir. Ayrica g’(x) = — sin x fonksiyonunun (O, E) araligin-

2
da bir kokii olmadigindan genellestirilmis ortalama deger teoreminin
sartlar saglanir. Buna gore

fb) - fa) _ f'xy)
gb)-gl@ g,

olacak gekilde en az bir x, noktas: vardir

N
sing sin0 cosx, p

=— = xX,€ (a,b) = cotx,=1 = x,==
-sinx, 0 ’ 0 07 4

VA
cos = —cosO
2

f:[a, bl > R fonksiyonu siirekli ve Vx €(a, b) noktasinda tiirevlenebi-
lir olsun. fla) = filb) ise (a, b) araliginda f(c) = 0 olacak gekilde bir ¢
sayisinin varhigim goésterecegiz. Bu hipotezler altinda ortalama deger

teoremi gergekleneceginden % = f'(c) olacak gekilde ¢ e(a, b)
vardur.
f(b) = fla) oldugundan f(c)=0 olur.

fl—x) = - filx) ise f fonksiyonu tek fonksiyondur.
Bu esitlikte iki tarafin tiirevi alimirsa
(fex) =-f@) = - f(x)=-fx = f(x =fkx)

bulunur. Bu da {° tiirev fonksiyonunun ¢ift fonksiyon oldugunu gos-
terir. Aym sekilde ¢ift fonksiyonun tiirevinin tek fonksiyon oldugu gos-
terilebilir.
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51.

52.

53.

[a, b] araliginin her noktasinda tiirev 0 ve x; ve x,, [a, b] arahfinda
herhangi iki nokta olsun. Ortalama deger teoreminden

fx;)—flx,) _

X17 X9

f'c)

olacak sekilde bir ¢ € (x, xy) vardir. f(c) =0 oldugundan f(x,) = f(x,)
dir. Buda f nin sabit fonksiyon oldugunu gosterir.

f(a)=A, f(b)=B ve A< C < B olsun. (a,b) arahginda f(c) =C ola-
cak sekilde en az bir ¢ € (a, b) noktasinin varhgini gosterelim.

g(x) = filx) - C(x — a)
bigiminde tanimlanan g fonksiyonu i¢in

gx)=fx)-C

olacagindan, g fonksiyonu [a, b] araliginda tiirevli, dolayisiyla siirek-
lidir. Bu nedenle [a, b] aralifinda en kii¢iik degerini alir.

g@=fa)—-C<0 ve gb)=f®-C>0

oldugundan g fonksiyonu en kiiciik degerini [a, b] araliginin bir ¢ ig
noktasinda alir. Fermat teoreminden g'(c) =0 olur. Buda

fle)-C=0 = f(c)=C

olmasim gerektirir. Yani f° fonksiyonu f%(a) ile f’(b) arasindaki her
degeri en az bir defa alir,

P(x), n— ninci dereceden bir polinom olsun. P(x) = 0 denkleminin reel
kokleri x, , Xg, ... , X, olsun. Rolle teoreminden P"(x) in sifir yerleri
t, e 1xy, x50, tg€ Xy, x50, .., b, € 1%y, x [ olur. P’(x), n—1 inci

dereceden oldugundan bagka kokii yoktur.
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BELIRSIZ SEKILLER

Bir f fonksiyonunun bir noktadaki limiti hesaplanmirken, belirsiz ifadeler
denilen

22 00 = 00,000, 1,0, 000

ifadeleriyle kargilasildiginda asagidaki teorem yardimiyla bu limitler kolay-
ca hesaplanabilir.

QAR NN BN (L’Hospital kural) :

fve g, A c R de taniml ve siirekli fonksiyonlar; a, A nin bir y1gilma

noktas1 ve D de a’nin, bir delinmig komgulugu olsun. fve g fonksiyonla-
n A ile D nin her ortak x noktasinda tiirevli,

lim fx)=lim gx)=0 ve limg& =0

ise
Cf®) g f®)
:}l_nzlag(x) }lfr;g’(x)
dir.
SONUC

f ve g fonksiyonlan sabit bir M reel sayisindan biiyiik ve her x nok-
tasinda tiirevlenebilir olsunlar. Ayrica

lim fx)=1im g(x)=0

ve her x >M i¢in g'(x)# O olsun. Bu taktirde
&) g )
xl Teg®) xl Teg®
dir.
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PROBLEMLER
1.

Asapdaki limitleri hesaplayiniz.

a)

c)

d)

h)

i)

k)

m)

0)

p)

s)

t)

i)

y)

. X~—tanx -
lim =————=
x—-0 X—sinx

. arctanx
lim 2ICtant
x-0 Sinx

1 - cos(x?)
x~0 x2Zsin(x?)

x(e*+ 1)— 2(e*-1)

lim

x~0 X3

. cos(sinx)— cosx
lim ( )= cos
x—-0 X4

3tandx — 12tanx
x—-0 J3sindx — 12sinx

aX— asinx

lim
x -0 X3

. XCOsX— sinx
lim &—=—=—"=>—"=

x—-0 X3

i In(sinmx)
4 o+ In(sinnx)

. tanx - sinx
lim ————=
x-0 X-—sinx

x¢-cx+c—1

Im o e
lim X +1nx

x - XInx

. Inx-1)
PP} ln(xz— 1)

. e*+Inx
lim ————=
x—0 eX+Xx

b)

¢)

e)

g

1)

J)

1Y)

n)

0)

r)

s)

u)

V)

z)

sinx — X

lim 3

x—-0 X

Inx
m
x-1 X%+x—-2

lim Inl+x)-x
x—-0 1l—cosx
lim 22=1

x-0 b*-1

lim aX—b*
x-0

i In(cosax)
x -0 In{cosbx)
sinl
lim

arctanl
X

lim —L1=X

xh}Z In(tanx)
r3

i (arctanx)?
im S
x-0 In(1+x2)

e¥—eX—x

lim >

x-0 X

i In(sinx)
x- o+ In(tanx)

lim ln(x+e")

X —- o0

lim V1 —cosx

x—-0 sSmx

COSX — sinx
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2. Asagdaki limitleri hesaplayiniz.

a) lim (cotx—l)
X

b) lim (l- 1 )

¢) lim (xz— x4—x2+1)

d) lim
x—~0

0 b (i)
(

1 2
1-cosx gin%x

3. Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

a) lin‘é (1 - cosx)cotx

¢) lim Inx.lnx-1)

x~1
. 1 /X
(e) lim -{ a.Arctan*= - b.Arctan
x-0 X/X ( a

4. Asagdaki limitleri hesaplayiniz.

a) lin(l) A+ ax)¥

¢) lim (tan x)tn 2
ok

1 X

e) lim (e""+ ——)

X —~ o0 X

. %2
(arcsmx)

g) lim -

x-0

D lim [In(1+x)] *

x - 0%

e)

g)

h)

b)

d)

b)

d)

/x

b

|

. . a
lim x.sin<=
X

X —
lim x”“sin(—l—)
X o0 /x

lim (1-2%)%™

x-0" ( )

lim (sin x)¥" *
Y 4

X — "2‘ .

W_
lim Q+x e
x -0 X

1
. sinx \ 1 - cosx
lim (=

x—-0 X

P Vinx
lim (5 - arctanx)

X -
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COZUMLER

5. a;>0 olmak tizere
af+ag+..al v
: 1 n =n
gl_r.r}) [ o =n/a .a,.a_
oldugunu gosteriniz.
1
6. a,b>0 i¢in lin(l)(a"+ b*~ 1) X=ab oldugunu gisteriniz.
7. Asagidaki sayilarin yaklagik degerini bulunuz.
a)/6 b) ¥26
c) V82 d) /130
8. o)< 1n(1+x);1n(1—x) x#0 ise
m , x=0 ise
biciminde tamimlanan f: (-1, 1) - R fonksiyonunun siirekli olmasi i¢cin
m ne olmalidir?
9. Asagidaki limitlerin hesaplanmasinda I’Hospital kuralinin yararl ol-
madigim gosteriniz. Bu limitleri bagka yollardan hesaplayimz.
. 4x+1 . secx
a) limft——— b) lim ——=
x—-w Jx+1 -\ - tanx
/ ()
Y s
10. xhﬂnlx (e x—ex+l ) limitini hesaplayiniz.
1. a) lim X-tanx (9>
x-0 X—sinx 0
. x—tanx . 1-(+tan?x) .. tan®x
lim =———— = lim ———————= = lim - ———
x-0 X—sinx x~0 1-cosx x-0 l-—cosx

i 2tanx( 1 )
= lim - &=&=—=—= [ ——
x~0 sinx \cos2x

=-2lim ——=-2
x—-0 CO0S8°X

(o)
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x-0 X
. sinx—-x _ . cosx—1 /(0
li S iy 2221 (8]
o Yigy _SiDX _ 1. sinx 1
=im e TTEAm T TG
) lim 2rctanx ( Q)
x-0 Sinx 0
1
lim 2rctanx _ . 1+x? _
x~0 sinx x -0 COSX
. Inx 0
2 )}IEI} x2+x-2 (0)
1
lim —2%  _lim —X _=lim — =1
X

x—-1 x2+x-2

o 1 Lsossh (0)

x-0 x2sin(x?2)

. 2x sinx 2 . sinx 2 0
o t oBonen? — A B2 0
x—0 2xsinx“+ 2x°cosx x—-0 sinx“+ x“cosx 0

2
lim 2X cosx

x—0 2xcosx2+ 2xcosx2— 2x3sin?x

. cosx?
lim =

x—02cosx2- x2sinx?

(I

. InQ+x)-x (0
e 3151(1) 1-cosx (O)

1
2
lim m (1+x) =-1

1y
Inl+x)—x i 1+x
—————— = lim : =
0 l1--cosx x-0 SInx x-0 COSX
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. xEe*+1)-2@*-1) (0
b Lim X3 (o)
lim x(eX+ 1)—32(e"— 1) = lim e*+ 1+ xe*— 2e* _ lim eXx-1+1
Xx=0 X x=0 3x2 X~ 0 3x2
= lim e*x-1)+e*
_x-0 6x
i, E2&x-D+e*+e* 1
= lim 6 ~6
. a*-1 0
g lm (0)
. *~1 a*lna _ lna
lim 2&—2 - a’na _na
X0 b*~1 x-0 bXInb  Inb
. cos(sinx)— cosx 0
h) )}l-r-r(l) x4 (0)
. cos(sinx)—cosx _ ;. —sin(sinx). cosx+sinx [0
lim x4 = lim 4x3 (0)

—cos(sinx). cos?x + sinx. sin(sinx) + cosx

= lim
x—-0

lim
x—-0

12x2

(o)

sin(sinx)cos3 x + 2cosx sinx cos (sinx) + cosx sin{sinx) + cos{sinx)cosx sinx — sinx

24x

lim sin(sinx)( cos®x + cosx) + 3cosx sinx cos(sinx) — sinx

x—-0

24x

~ 1im Sos(sinx)( cos*x + cos?x) + (— 3cos?x sinx — sinx). sin(sinx)

x-0

24

4+ Sosx (3 cosx cos(sinx) — 1)+ (- 3sinx cos(sinx) + sin(sinx)cos2 x). sinx

1)

i)

lim

x-0

lim

x—-0

x-0

24
== (3)
X 0
a*—b* _ lim a*lna-b*Inb
X x—-0 1

3tandx — 12tanx
3sindx — 12sinx

olo

)

3tandx — 12tanx
3sindx — 12sinx

—Ina- 1nb=ln(%)

=1
6

g
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x—-0

]

lim

3(1 + tanZ4x)4 — 12(1 + tan2x) -
3.4cos4x — 12cosx

tan?4x - tan?x
m

x—-0 C€0s4dx— cosx

(tan4x — tanx)(tan4x + tanx)

x—-0

cos4x — cosx

. (cos4x
= lim

sindx _ sinx \{ sindx
cosx

sinx )

cosdx  cosx

x-0

= lim

(sindx cosx —

cos4dx — cosx

cos4x sinx)( sin4x cosx + cos4x sinx)

x—-0

lim 1

cos4x. cosx(cos4x — cosx)cos4x cosx

. in3x. sin5x
Jim —S3 3x. sin5

x — 0 cos24x cos?

(1) 3 5
‘1(2)§ 3
2 2

5l In(cosax)
) x —- 0 In(cosbx)

In(cosax) _
x—0ln(cosbx) ~

X x-0

in 9K oo 3%
2sm2sm2

=-2.

(o)
0
_sin(ax).a
cos(ax)

X — Om
cos (bx)

a sinax cosbx
x-0 b sinbx cosax

k) Jjm 212%™ (Q)
x-0 x3 0
lim& = a%™ _ - a*lna-a®*Ina.cosx (g)
x-0 x? x-0 3x2 0
—In a lim&ina- as™.Ina.cos?x + sinx.a®™
x—-0 6X
 (Ina)? lim 22=8°C0s®X |y, ATXSinK
x—-0 6X x -0 6x
_ (lna)2 lim a¥*Ilna—a®™lnacos3x + asi™ 2sinx cosx +Ina
x—0 6 6
Ina _1
=0+-;-=+Ina
6 6
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.1
sin=
) lim——%_ (%)
*~®grctan=
X
1

sml COSs ;)(——2)

lim X _ = lim X =1

x"""arctanl x-w_ 1 (_L)
X

. xcosx-—sinx (0
m) }1—{% x3 (0)

XC0SX — sinx COSX — XSInX — COSX

lim 3 = lim
x=0 X x—0 3x?
. i 1
= lim - Sinx __ 1
x-0 3x 3
x—-1 :
1-sin=~
2
lirri 1—xﬂx=lim ﬂ_l =00
X — x-1
1-sin5~ -5 085X
2 2 2
o) i In(sinmx) (oo
<o+ ln(sinnx) \oo
cosmx
1 lln(51.nmx) = lim sinmx _ i, M _SIDX  cosmx
« o+ In(sinnx) x-0t pCOSOX . o+ D SinmX cosnx
sinnx
= lim SinnX _mx  cosmx _
<_0+ DX sinmx cosnx
& lim cosx — sinx (Q
..z In(tanx) \0
4
lim CosX—sinx _ —smx—czosx __ 1
i & In(tanx) |z 1+tan®x /2

tanx
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. tanx-sinx (0
p) ll_.n}; X — sinx (0)

Jim fanx-—sinx . 1+t',a112x—cosx___1im 2tanx(l + tan®x) + sinx
x-0 X—8INX x_-0 1-cosx x=0 sinx
2,12 2 2
- lim2(1+tan x)*+4tan“x(1 + tan X,1=3
x=0 coSX
P lim (arctanx)? ( 0 )
x-0 ln(1+x2) 0
2arctanx ( )
Jim (Brctan)? +x%/) _ i, Brctanx ( 0 )
x-0 1n(1+x2) x=0 2x x—-0 X 0
1+x2
= lim 1 =1
x-0 1+x?
c
&) lim Xi-exte-1 (_Q)
) x-1 (X—1)2 0
c c-1
lim X-ex+e=1 _ . exetl-c (g
o1 x-1? lim S&=D 0
e cle=Dxe2 _ cle-1)
= Jim 2 2
ax X
lim &5-e*-x (9_)
2 xl-?}) x2 0
ip &2-el-x o aef-e’-1
:PEI(I) x2 —)}1}‘1(1) 2x *
t) Iim XtInx (_03)
x—o XInx o
1
x+lnx _ . 1+

lim = =
x—0 XINX ~ x-o Inx+1

. In(sinx) 3
w) xll“f,ﬂ In(tanx) (oo)
cosx
i In(sinx) _ ;. sinx _ _ 1 1 -

o+ In(tanx) ~ o+ 1+tan®x .o+ l+tan®x
tanx
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@ lim Jn&-D (g)
x—1 ln(xz—l) o
. 1
i nx-1 _ . x-1 _y X+1_
xl—on} ln(xz— 1) )}l-{r} 2x )}1—-11} 2x 1
x2-1
In(x+e*
v) lim (——)- (-03)
X — o0 X o0
In(x+e* x x x
lim M: lim l+e =lim —%—=1im &£ =1
X~ X x-o X+e¥ x-wo 1+e* x-« e*
) lim e*+Inx (g)
x-0 eX+Xx o
e"+l

. *+ Inx . . X4 . x x
lim &HInx _ X _ jjp XeItl_ gy, _eitxer
x—o e*+Xx x—o e¥+1 x-» Xe*+X x-« e*+xe*+1

e*+e*+x.e*

= lim =1
x~w e¥+eX+xe*
z) lim Y“——— 1 - cosx (9)
Xx=0 sinx 0
m 1- cosx = lim - 2 = lim/2 — 2 =lim/§———u=[2—
~0 sinx x—-0 SInxX x—0 sinX x-o0 CcosSXxX 2

Asagidaki limitleri hesaplayiniz.
a) lim (cotx- l) (o0 —o0)
X

x-0

lim <cotx—-1—) = lim (—C(.)SX —l) = lim XCOSX—sinx (9)
X X 0

Xx—0 x -0 \Sinx Xx—0 X sinx
= lim COSX—xsinx—cosx _ ... Xsinx 0

Xx—0 sinx + X cosx x-0 sinx+xcosx \0

. —SInX — XCOSX _

= lim - —————=

x-0 2C08X—Xsinx

. 1

b) lim (=~ (00 — 0)

x-0 \X eX-1

R 1 X 1= X
hm(—— 1 = lim & 1-x g—h e*-1 9
x-0\X e¥*-1 x-0 xe*-x 0 x-0 eX+xe*—-1 \0
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. eX T 1 _1
=lim ——————=1lim ==
x—-0 eX+eX+xeX x-0 2+x 2
¢) lim (x2—¢x4—x2+ 1) (00 — o)
X =00
4_ L4 L2 2
lim(x2- /x3—x2+1)= lim X=X *¥x"-1 _ 1 X1
x—oo( ) x—oox2+ /x%-x24+1 x-oox?+/xt-x2+1
1--L
. x2 1
= hm 1 1 =§
e 1 1- =+
x? x4
1 1
lim (L= L) (oo
¢) Jim (x /;) ( )
R S
lim(X--L) = lim /;—x= lim 2/x
x-0\X J/x/ x-0 x¥ x-0 3. 1
2
i 122/ _
x—-0 3x
. 1 2 e e
d) ,}151(1) <l—cosx Sin2X) (¢ = o) belirsizligi
lim( 1 .2 ) - ljy Sin°x—2+2cosx (Q)
x-0\1—cosx gin?x x-0 (1-cosx)sin®x 0
= lim : 2sinxc'osx—2sinx.
x-0 2sinxcosx(l - cosx)+ sin®x
. 2cosx— 2
= m "
x—-0 2cosx(l~cosx)+ sin?x
= km —2sinx
T x—ee —2sinx(1- cosx)+ 2cosxsinx + 2sIinxX cosx
= lim =2
x-0 —2(1~-cosx)+2cosx+ 2cosx
__1
-2
. 1 1 e ey
e) lim [— — =] (eo — o) belirsizligi
x—0 \sin?x x2
lim ‘1 ___1_) — lim x2—§in2x - lim (x+sinx _ x—_sinx)
x-0 \sin®x x2/ x-0 x2sin®x x-0 X xsin?x

. inx\ ;. X-—sinx
= lim (1+s———>~hm ol
x—-0 X x—-0 XSIn“x
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=2 lm 1-cosx
x—0 sin?x + 2xsinx cosx
=92 lim 1 - cosx
"x-0 sin?x+xsin2x
_ . sinx
=2. )}1_.11'(1) 2sinx cosx + sin2x + 2x cos 2x
=2. lim - le
x=0 9cosx+ 3 L o0 X 052x
sinx sinx
-g. 1 .1
2+2+2 3
. X
b }1_1111 (x—l lnx) (o0 = )
lim (2~ )= lim Aox-x+l (%): lim nxtl=1
x-11\X X/ x-1 Inx&X x-1 ;(x—1)+1nx
1
= lim —lr—lx—-—(%)=lim 1 X 1 =%
x=11-2+Inx -1 242
X x2 X
. 1 . cos?x 1
lim (cotzx——)= lim [ =—=-—=] (0—o0
8) x=0 x2/ x=o \sin?x x? ( )
2 ey _ ain?
- lim X c0s°x-sin’x ( 0 hali)
x—0 x2sin?x 0
= lim (xcosX + SInxX)(X coSX — sinx)
X~ 0 x2sin®x
= ljm XCoSXtsinx .. == XCOSX — sinx
10 X x-0  xsin?x
= lim (cosx+ smX)-lim XCOSX —2s1nx
x—0 x—0 xsin“x
= 9. lim XC0SX— sinx _ 91im SO8X = X Sinx — cosx
x-0 xsin®x x - 0sinx + 2x sinx cosx
o1 —x sinx
_2,}1_.11(1) sinx (sinx + 2x cosx)
olur. Pay ve payda sin x ile sadelestirilirse,
- 2 _L - . __—x__=_ . 1
,}lf% (COt x XZ) 2,}% sinx + 2x cosx 2,}1_.1% cosx + 2cosx — 2xsinx
——9.1__2
==2 3 3

bulunur.
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h) lim |[—2— 1] (o o)
x=0 cos(x+£) X
2
/4
x—cos(—+x) )
Yim 1 _1) lim 2 - x + sinx
x=0 cos(x+£) =0 xcos(x+1[—) x~0 XSsnx
2 2
=—-lim __li%_=
x—-0 SiNX+xcosx
1) lim (esc x — cot X + cos x) (o0 — o)

x—-0
lim (csc x — cot x + cos x) = lim(—.l— ~ LosX cosx)
x=0 x-0\8inx sinx
< ]im (1= cosx) + sinx cosx (Q
x—~0 sinx 0

: 2
: 1nx +
=i S Cos

x—-0 COSX

— gin?
x-sinx _ 4

3. Asaghdaki limitleri hesaplayimz.

a)

b)

c)

lim (1 —cosx)cotx  (0Q.00)

x—-0

lim (1 — cos x) cot x = lim (1= cosx). cosx (2)

x—0 X0 sinx 0
= lim sinx cosx — sinx + sinxcosx
x—0 COSX
= lim 2sinx—-tanx=0
x—-0
. . a
lim x sin = (0.%)
X ~ 00 X
a sin2
lim xsin < = lim X a=a
X — o X — o ﬁ
X

IimInxIln(x—-1) (0. )
x—-1
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d)

e)

1
limlnxln(x—1) = lim 2&=D _ pp —x-1
x—1 x—1 1 x-1__1 1
lnx lnzx X
=—lim WX _ o olnx+ (Inx)2=0
x—1 x—-1 x—-1
lim V4sin(L) (o0 . 0)
oo Jx
(1 1 ( 1) _3p
sin| == cos{—=|[-=)x
a1 . (/:?) : (/E) 2
limx"sin{—=1} = lim = lim
X - ‘/; X — 1 X — o0 _lx—ﬂ4
7 4

/x

(a arctanT - barctan

-

(a arctan— - barctan

lim
x—-0

1
x/x

) (0. 0)
|

X /_
( a arctané -b arctané— )

x—0

b

a2 b2
a%+x  b2+x (Q)
3x 0

__a®* , _b? 1 _
@2+x)? G2+x)? __ a2

x-0 3 3

1
b2 _

a2-b2
3alh?

lim (1 + ax)¥*

X —

(17)

In(1+ax)

y=(1+ax)’* = Iny= "
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. o In(+ax) (g) .
an v (o)
=

b)

=a
x-0 1l+ax

=lim (1 + ax)/* = ¢
x-0

lim (1 — 2%pinx (09

x—- 07

y=(1-2%"* s Iny=sinxIn(1- 2%

x—-0"

c)

x- X

4

lim Iny = lim sinxIn(1-2%= 1

lim Iny=Ilim tan2xln(tanx)=1lim
x- Z 4

In(1-2%) (oo
m Md-ea) [
x -0~ x—- 0" .1 g
sinx
2*1n2
- lim -1=2% 2*In2sin®x
x—0- _COSX

X — ( 1—2 COSX O)

X . .
2¥In2 sin®x —1n2lim -2SinXCOSX
%—0- COSX

1-2x x-0- —2%In2
= lim (1 - 2¥sinx =0 -1

x—0"

lim (tan x)®"2* | y = (tan x)t" 2

Iny =tan 2x . In (tan x)

In(tanx) (g)
T 1 0,
4 T T4 tan2x
2
1+tan“x 13 +tanx
= lim 1 tanx = lim ) a 1 =—1
~Z o1 9@stan?og x-Z2 2 1 4y
4 (tan2x)? T (tan2x)?
= lm (tan x)!*" 2% = ¢!
n
d) lim(sinx)ta™  (1%)
s

y = (sin x)¥@" %

, Iny=tan x In sin x

COSX
lim lny = lim l_ns_lm_le - sinx
z 7 x _ 1 2
T2 "% fanx T2 pgprg (LHAnX)
i tanx _ 1+tan®x
= hm - g = m -
<« Z l+tan®*x | _ =z

2tanx(1 + tan?x)

| 209 |
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e) lim (e""+ 1
X - 0o X

)x 1=

y=<e1”‘+l)x = 1ny=x1n(e1”‘+l)
X X

ln(e""+%)
lim Iny = lim xln(e]”‘+ l): lim
X — 00 X — 00 X X — o0 1
X
1 ow_1
X2 T xe
e”"+l "
= lim X - Lim &-*1l_2 o lim y=e?
X~ _L X — o0 e]/x_'__l-_ X -
2
X
Vx_
p lim L¥X "€ (9)
x—-0 X 0
A+ -e . w| 1 _In(+x
}LH(I) X ‘}‘_’% A+x) x(x+1) x2

x—(x+Dlnx+1)
x2x+1)

= lim (1+x)¥. lim
x—-0 x-0

) 3x2+2x_ x-0 x+1)6x+2) 2

2
g) lim (M)yx =(m)w =1n _Lln(arcsimc)
g X Y= X

x—-0 X
ln(ﬂf{i—m) X 5 — arcsinx
lim lny = lim =lim Y1=X
x-0 x—-0 XZ x~0 2X3
11
i L=xD32 /1-x2 . 30-x2)"52-(a-x2)732 1
x—-0 6)(2 x—-0 12 6
<2
- Lim (arcsinx)“ = ol/6
x-0 X
. 1/ - cosx)
h) lim (S‘:") (1)
~ ln(si_nx_)
. 1/(1 - cosx)
_(sinx _ X
_< X ) =Iny= 1-cosx
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1/(1 - cosx) ln(Sinx)
_{sinx h _ X
_( X ) =hys= 1-cosx
1n(sinx) XCOSX — sinx
- S o
lim lny=lim ——~Z = lim X = lim X 608X~ SINX (Q)
x=0 x-0 1-cosx x—-0  sinx x-0 xZsinx 0
— }jm COSX— Xsinx — cosx (_Q_)
x~0 2xsinx +x2cosx 0
= lim ——SnX __
x—0 2sinx + Xcosx
Y —COSX __1
-113% 3cosx—-xsinx 3
- 1/(1 - cosx)
= lim (w) =e-1/3
x-0 X
) lim [In@+x]* (0%
x— 0%
y=[In(Q1+x)]* = Iny=xIn(1+x)
1
T 2
lim Iny=1lim El-gl—-"—X)=lim 14X o )im - X =0
x - 0% x - 0% l x— 0" —i x - 0% 1+x
X x2
= lim In(1+x) F=e’=1
x - 0%
7 Vinx
1) lim (——arctanx) (0%
X—eo \2
. Vinx ln(%—arctanx)
y=(§—arctanx) = Iny= Tnx
ln(ﬁ—arctanx) X -
lim Iny=1lim i = lim——ﬂl+—x
= X—® nx X = E—arctanx
-x2
= lim1 X_ =21 olur.
x—-oo1+x2

P 1/Inx
lim (—2— - arctanx) =e~1 bulunur.

X — o

Va

:lny=%ln

n

a a a
5. yo|2itagt..tag
. Y= n

a a a
a1+a2+...+an]

a a [+4
1n(a1+a2+...+an)

= limIny= lim n

o)
a-0 a-0 a 0
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a ¢4
aj lna1+ ..+aflna

_ ln(al.az...an)

= lim n =
-0 1 n
In(a; .a;..a,) ;

n

. e
= limy= =n/a..a,..a
a-0 1°92 n

In{a*+b*-1
y=(@@ +b* - D& = 1ny=—(——)

X
ln(a"+b"—
limlny = lim =lima*lna+b*lnb=Ina+Ilnb
x—-0 x-0 X x-0
=1n(ab) = lir% (a*+b*— 1l/x=gln@b= 51,
X —

fix + Ax) = f(x) + Ax f"(x)
a) /6, fx)=/x, \/x+Ax;/§+Ax~2L

x =625, Ax=-0,25 secelim.

®)

1 0,25
6 = /6.25 + (- 0,25)- =225- 2—=25- 0.05=2.45
/e €025 3 Joos 22,5
b) 3~/26, f(x):%, f(x+Ax)zf(x)+Ax.f'(x)§3x+Ax.%x‘2/3

x=27, Ax=-1,

35 ~ 3 %3 _ 1 _1_80
26 =327 -1- (27) =3-3:3%=3- 5o =1, 52962

c) f(x+Ax)='_-f(x)+Ax.f(x)

fx)=%x, Ax=1, x=81
3

/82 =4/81+1- —(81) = = 3 + 0.00925 = 3,00925

-
4.27
-6/7

d) 130, f(x+Ax)=f(x_)+Ax.f”(x)=7/;+Axx7

fix)="x, £ = %x'("” olacagindan, x = 128, Ax = 2

7 - 1 677 _ _ ~
vV130=2 + 2 7(128) =2+2 = 764 =2+ 224._2004
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8.

10.

ln(1+x)
lim ln(1+x)—1m(1—x)___lim 1-x
x-0 X x—0 X
1-x+1+x
: 1-x)? .
=lim —————=1lim =2 = f(0) =m =2 olmahdir.
x—-0 1+x x-01-x2
1-x
] 4x+1 _ .. dx+1 _ [y 4x+1 _ _
a) xhqnclo %+ 1 —xli.n:o x+1 ~ ,(IEI;X+1 =/4=2
1
b) Lim S€X _fim -€O8X_ _yiy 1 4
- tanx - SInx - SINX
X — X T x4
2 COSX 2

lim x2 (el’x— el/x+ 1) (0 . ) belirsizligi

X— o
flx) = ¢* fonksiyonuna x_+f’% araliinda ortalama deger teoremi
uygulanirsa
Vx _ 1)x+1_ efl __1 = e’
€ € _e<x x+1) x(x+1)
olacak sekilde bir c € ( ,l) vardir.
x+1°x

X — oo igin ¢ — 0 dir. Yukandaki esitlikte her iki taraf x* ile carpilirsa
2{al/x_ UUx+1\__X ¢
X (e N ) x+1°¢
bagintis: bulunur. Limit alimirsa
limxz(ell"— el/x+ 1) =11=1
X —~

bulunur.
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PROBLEMLER ———
1. Asagda denklemleri verilen egrilerin grafiklerini ¢iziniz.
w8 A2 _ _x2-3
a) y=x"—- 4x*+5x-2 g Y=5:"7
2
b) y=/xT-2%+2 h) y="}:’1
¢ y2=x2-4x+5 1) y=In(2x-x?
¢) y=/6x-x2 i) y=x+sinx
— x j = - i
d y=1"5 j) y=x-sinx
.8 _ 3
e) y-x2—4 h) y=1-x
_x%-7x+10
b y= x2+3x

2.

Asagdaki egrilere kutupta (orijinde) teget olan dogrularin denklemini
yazimz.

a) r=4cos2¢ ¢) r’=cos2¢p
b) r=sin 3¢ d) r=1-cos@

Asagndaki egri ¢iftlerinin kesim noktalarindaki tegetlerini bulunuz. Bu
tegetlerin olugturduklan agilarn élgiilerini hesaplayimz.

a) r=2(1-cos @) b) r=sing¢

r=-6cos @ T = cos 2¢

Asagda denklemleri verilen egrileri ¢iziniz.

a) r=cos3¢p b)r=1-2cos¢ ¢) r?=sin 2¢

r = 2 (1 - cos @) kardiyoidine 2,£ noktasindan cizilen tegetin kutup
2

dogrusu (Ox- ekseni) ile yaptig aginin 6l¢iistinii bulunuz.
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== COZUMLER

1. a) y=

1.

2.

4.

x®- 4x% +5x -2
Fonksiyon polinom tipli oldugundan tanim kiimesi T =R dir.

Asimtot yoktur.
limx3-4x2+5x-2=0c, limx3%-4x2+5x-2=-

x=0 = y=-2
y=0 = x,=1 x=2
y =3x>-8x+5

y=0¢& x1=§ X =1

3’
X |-= O 1 5/3 2 + o0

y' | + +0——(I)+ +
] ]

B IV P

—4/27

/

b) y=/x2-3x+2 x | 1 2

1. x*-38x+220 olmahdir. 23xe2 +
xX2-3x+2=0=>x=1,x=2
T.K = (—e, 1] U [2, +20)
Egik asimtot
ey . A1E+5
m = lim £ - i X230+ 2 gy LI

x-o0o X X—® X — o )(

n = lim(f&)-mx) = 1im(./x2—3x+2 —x)

X —~ o -0



[216 ]| | TUREV

(,/xz— 3x+2 —x)( x2—3x+2 +x)

. . -3x+2

= lim = lim

X = oo (/x2—3x+2 +x) x~0/x2-3x+2 +x
= lim -3x+2 3

X = oo (/—3? ) 2

x[ [1-=+=5 +1
X x2
3 .. .

= y=Xx- ) egik asimptottur.
X — —oo i¢in limit ahnirsa diger asimptotun y = — x+% oldugu goriiliir.

3. x=0> y=/§
y=0 = x=1, x=2

2X-3 _) e x=3¢TK

Y -z 2
5.

X

»

y

y=x-3/2

) y2=x—-4x+5 (y=/x2-4x+5 egrisi ¢izilip x eksenine gore
simetri alinacaktir.)

1. T=R
2. limy/x?-4x+5 = oldugundan egrinin egik yada egri asimpto-

X -

tu vardir.
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1
x-2)2

/x?-4x+5=/x-2%+1=|x-2| 1+

= g(x) =|x-2| alindiginda
lim (flx) - g(x)) = 0 = y =|x— 2| egri asimtottur.

3. x=0= y=\/5
4. y) 2X-4 — X'-2

T 2/x*-4x+5 Jx*-4x+5
y =0 & x=2. Buna karsihk y degeri y=1 dir.

5.
X |—-o 0 2 + o0
y - - (:) +
y +oo\\/? N 1 7 4w
% y=V® 4xs5
¢) y=/6x-x? x |
1. 6x—x220 6x—x2 - -

T.A = {0, 6]
2. Asimtot yoktur.
3. x=0=y=0
y=0 = x,=0, x,=6

3-x

4.y = 3%
y J/6x —x2

=0ox=3¢€[0,6], x=3 = y=3
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1. TA=R\ {1}

4. y

lim f(x)=1lim ;{—’—‘— =1 = y=1 yatay asimtot

X ~ o0 X - 00 -1

lim f(x)=lim x" = o0

" -1
x—1 x-1t . = x =1 diigey asimtot
lim f&)=lim —===-o
x—1- x-1 x-1
.x=0=>y=0
. x-1-x 1
= =— <0
x-1)2  x-12?
X — 0o 0 1 + 2o
y - - )
y 1, 0\—°°+°°\1
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8
x2-4
1. TA=R\ {-2, 2}

e) y=

lim 22 =00
+ —
g X~ X x = 2 diisey asimtot
lim =— o0
X -2 X2_4
lim 28 . =— o0
—9+ -
x--20 X 3 x = -2 diisey asimtot
lim =+ o0
x—-2- X2-4
8

lim
xlxm x2-4
3. x=0 = y=—2
o 1ex
x2-4)2
y=0o x=0

4) y =

5)

-2 2 X
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B y= x%2-7x+ 10
x2+3x

1. TK=R\ {0, -3}

x2+3x=0 & x(x+3)=0 & x=0 ve x=-3

x2—7x+10=
x — 0t x2+ 3x . .

2. = x =0 diigey asimtot

x2-Tx+10 _

— Y =T ®

-0 X2+3x

+ oo

lim x2-Tx+10 __
- 2+ 3
x--3 2x x = x =-3 diigey asimtot
lim X - Tx+10 _
1m T 2. o, =+ o0
x—--3- X°+3x
2_
lim w =1 = y=1 yatay asimtot
x-Fo X+ 3x
3. y=0 = x*- 7x+10=0 = x,=5, x,=2
. 10x%2-2x-3)
4, =
Y = T a3

y=0 ¢ x=3 ve x=-1

+ +

y

_ x2-7x+10
T x243x
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2y ox— 4
1. TA=R\ {2}
. x2-3 _
xlin21+ 2)(—4_00 .. .
2. 2 g = x =2 diigey asimtot
lim 279 -_
x-2 2Xx—4
x2—3 2x — 4
y=%x+1 egik asimtot - x2—2x %x+1
2x - 3
3 3 _ 2x—- 4
.x=0= Y= =
1
y=0 = x=%/3
4 v 2X@x-4-2k?-83) _2x?-8x+6
' 2x - 4)2 2x - 4)2
y=0 & x*>-4x+3=0 = =1, %=3 = y;=1, y,=3
5.
X | —oo —\lg 0 1 \j3_ 2 3 + oo
l
y’ + + 0 + - - - +
|
y

Pt 0 7 434 7 1 N 0 \—°°+°°\3/+°°
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2
h) yzle

1.

3.

4.

X

T.A=R\ {0}

x2+1
==

x—0F X . .
= x =0 diigey asimtot

x2+1
y = x egik asimtot. - X

Egri eksenleri kesmez.

Lo 2x2-x%2-1 _x2-1
y = 2 ST L2

X X

v=06e x=-1,x=1=y=-2, y,=2

X |—o -1 0 1 o
|
y + - —(I) +
y _/—2\—‘““\2/“0
y
2
-1
1 X

-2

=
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1) y=In(2x —x? X|

1.

i) y=
1.

2
3
4.
5

2x— x>0 2x—x2|
T.A=(0, 2)

HmIn@x - x2)=-,
x - 0%

limIn@2x —x2)=—
X - 27

x=0 ve x =2 diisey asimtot

y=0 = 2x-x?=1 = x=1

._2-2 .
Y =T , YV =0=x=1=y=0
1
|
0
|
0
1
y =In(2x — x2)
X + sin X
T.A=R
. Asimtot yok
. x=0=>y=0
yv=1+cosx=0 © cosx=-1 & x=2k+1)n
X - 0
y' + + +
y - 0
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y
2n
T
-2n -
n 2n X
-
—-2r
j) y=x-sinx 5. X 2 -n 0 2
1. TA=R y| +|+ [+ A
2. Asimtot yok y -2 -=x 0 +T  2=;
3. x=0=y=0
4. y'=1- cosx
=0 cosx=1 & x=2kn
y
2n
T
—2n -
i 2n X
-n
-2n
h) y=1- x2/3 - B, £ |- -1 0 1 4o
I
1. TA=R v + + -0 -
) |
2. Asimtot yok
y y _,,,/'0/ 1\ 0\:°°

3. x=0=>y=1

y:O = x=F1



| | 225 |

\.

N

2. Asagidaki egrilere kutupta (orijinde) teget olan dogrularin denklemini
yaziniz,

a)

b)

c)

r =4 cos 2¢

r=0=4c0o82¢0=0 = cos20=0 = 2(p=%+k1t

©= Z+k” ke Z)

NS

¢ == icin
tan y =0 = y=0. Budurumda tegetin egim agis1

0=y +¢=0+ % = —Z— olacaktir. Tegetin egimi

m = tan 6 = tan % =1. Orijindeki teget istenildiginden

X=0, =0 =2y- yy=m(x-xy) = y=x kutupta teget olan
dogrudur.

r=3sin¢@
r=0=3sing=0 = sing=0 = @=kn

_| _ 3sing |
¢=0_ 3cos¢) @=0
agis1 0=y + @ =0 olur.

¢=0 i¢in tany = =0 = y=0.Tegetin efim
m = tan 6 = 0 olcagindan orijindeki teget y — y,=m (x —xp) =
y =0 dogrusu olur.

r? = cos 2¢

r = /cos2¢ igin tegeti bulalim.
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r=0 = Jcos2¢ =0 = cos2¢=0
/3 /A Y4
2(p_2+k7[:> (;)_4~0—k2
o=2 = tanll!-£| _ L0829 | = C0s2¢ =0
4 r' 12 -2sin2¢ |Z sin2¢ 12
2 /cos2¢
= y = 0. Bu durumda tegetin egim agis1 6 =y + ¢ = % olacaktir.
Tegetin egimi m = tan 6 = tan % =1 = y=mx = y=x kutupta
teget olan dogrudur. r = — /cos2¢ i¢in teget dogru y = —x dir.
d) r=1-cos¢
r=0 = 1-cos9=0 = cosp=1 = ¢=2kn
_1l-cosg . L _ ..
tany ==, o= sing ifadesi ¢ =0 ve ¢ = 2n i¢in tamimsiz
ve liml--—.c(-)ﬂ =lim smg _ 0 oldugundan 6 =0 dolayisiile
-0 Sln(o -0 COS(D
m =0 dir. Tegetin denklemi y~ 0 =m (x-0) = y=0 olur.
3. a) r=2(1-cos o)

=—6cosQ
2(1-cos@)=-6cosp= 1=-2cos¢Q = cos @ =— %
= ¢= 22, r=3
3
r _ —6cos@ _ gg__/__i%_ 7
tan y = ‘(,,:%‘ 6sing 12 ° cotT3"="3 P V=7
Simdi degme noktasinin koordinatlarini bulahm.
27 3
x0=3.cos—3—=—§
Yo =3 .sin 2?? 3‘/_ Bu urumda egim agis1 6 = E + %[— 5é[ ve
efim m=tan 6 = — % olur. Buna gore (x;,y, noktasindaki
3 3/3 __ 1 ( 3) x o
teget denkl 2= = [x+%) > y=--—"=+/3 elde edilir.
eget denklem y — =5 7 5 y 7
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b) r=sin ¢, r=cos 2¢

sin@=cos29 = sing=1-2sin2¢p=2sin?@Q+sing-1=0 =

sin@=1 veya sin(p:—% = (p=121— veya w:—% olur.
T

sin

= - = 2 _ n -

(p-zlse tanw_r, = -tan2=>w_

=2 cos%

9=(p+\u=%+%=n=>m=tan6=tann=0 olur.

SIS

Xy =T COS @ =T cOS % =0 = y=0 teget denklemidir.

-_Zy =L = _z =
¢=-7% ise tany =5 |¢=%-tan< 6)=>u1_ 5

9=oc+m:—%—%=—%:>m=tan9=tan(—%)=—/§

Yo =T sin @ sin (—%)sin(—%) = i
oldugundan tegetin denklemi

y_%:/:g[x+§ = y=/3x+1 olur.

4. a) r=cos 3¢

1. TA=R
2. Peryot : %
3. fl—) = cos (-39) = cos (3¢) = ()

= egri kutup eksenine gore simetri

f((p+%)=cos3(qa+%)=cos 3p.cosm—sin3¢.sinm

=—cos 3¢ = — flg)
Egri % uzunluktaki aralikta ¢izim yapilir.
- % = % kadar saat yonunde ¢evrilir. Aralik —%, % alinabilir. Ku-

arahginda ¢izim yapilir ve

n
0,6

tup eksenine gore simetri oldugundan

kutup eksenine gore simetri alinir.
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4 r=-3sin3 ¢ [O,% araligindasin3¢>0 = r' <0
.23
/6
o |0 /6
i ~ t
“ 43

b) r=1-2cos ¢
1. TA=R
2. Peryot : 2n

3. fl—p) = o) kutup eksenine gére simetri alinacak, yani [0, ]

araliginda ¢izim yapihr.
4. r'=2sin620 (6€[0,7])

0 0 /6 /4 /3 2 2n/3 r
l |
y + + 0 + + + 0 + +
[ |
y -1 1-V3  1v2 0 1 1 3
8=0
9 =R

ri alinmahdir.

sin2020 = 0<20<m, OSGS% tanim arahgdir.

. _ 2co0s28

= —2C0849
2/sin20
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B9 |0 /6 /4 /3 w2
l

r + + 0 - -

1

T /\/E\\/E\O
2 2
I I

a a

y
_r| _2(0-cos®)
S tanV=1]s= o5 2
- =
=1 = ys= 4
- _n. . n_3n *
O=vro=4+o=" _,
BOLUM PROBLEMLERI
1. Asagda tanimlanan fonksiyonlarin x = 0 noktasinda tiirevli olup
olmadiginm arastiriniz.
a) flx) =x|x| o) fix)=x¥®sinx
b) f(x)=|x|sinx d) fix)=¥x.(1-cosx)
2 . 4 -
2. flx)=4% smx » X #0 ise fonksiyonu x = 0 noktasinda tiirevli midir?
0 , x=0 ise
f" tiirev fonksiyonu x = 0 da siirekli midir? x = 0 da " tiirevi var midir?
Buldugunuz sonuglan yorumlayimz.
3. 0<a<1 olmak iizere x* + y* = a® egrisi veriliyor. Bu egriye iizerinde-

ki herhangi bir noktadan ¢izilen tegetin eksenlerden ayirdigh par¢alarin
uzunluklar: u ile v ise
a a

a
ul-a4yl-a=4T-@

dir, gosteriniz. o = % ve O = % ozel halleri i¢in buldugunuz sonuglar

yorumlayiniz.



| 230 | | TUREV

4.

10.

11.

12,

13.

Her x,ye R igin
a) flx+y)=1fx).fy)
b) fix)=1 +xg(x),

bagintilarini saglayan bir f fonksiyonunun her x € R noktasinda tii-
revli olacagimi ve f(x) = fix) bagintisimin saglanacagim gosteriniz. (Bu-
rada g, 1irr(1) g(x) = 1 o6zelligine sabit bir fonksiyondur.)

i

f”, [a, b] tizerinde siirekli ve bu arahkta flx) =0 denkleminin ii¢ kékii
olsun. f“(x) = 0 denkleminin [a, b] arahginda en az bir kiéke sahip
olacagini gosteriniz.

fve g konveks ve g artan ise gof de konvekstir, gosteriniz.

f, [a, b] iizerinde tiirevli ve f(b) < fla) olsun. f* fonksiyonunun (a, b)
araligindaki en az bir noktada negatif olacagim gésteriniz.

file g, [a, b] iizerinde tiirevli iki fonksiyon, fla) = g(a) ve fib) = g(b) olsun.
(a, b) araliginin en az bir ¢ noktasinda f ve g nin grafiklerinin
tegetlerinin paralel olacagini gosteriniz.

f, R iizerinde tiirevli bir fonksiyon olsun.
fll)=1, xe (o, 1)igin f(x) <0 ve x€ (1, +oo) igin f{x)> 0 ise
a) Vxe R igin f(x) >1 dir, gosteriniz.

b) f(1) tiirevini hesaplayimz.

a ve b iki pozitif say1 ve Vx e R* i¢in fix) = % olsun. f fonksiyonunun

[a, b] araliginda ortalama deger teoreminin hipotezlerini sagladigim
gosteriniz. Teoremde s6zii edilen ¢ saysinin, a ile b nin geometrik orta-

lamas1 olan /ab sayisina esit olacagim gosteriniz.

a ile b iki reel say1 ve f(x) = x2 olsun. f fonksiyonunun [a, b] aralizinda
ortalama deger teoreminin hipotezlerini sagladigini gosteriniz.
Teoremde adi gegen c sayisinin, a ile b nin aritmetik ortalamasi olan
a+b
2

sayisina esit olacagim gosteriniz.

Kabul edelim ki, y = f(x) in tiirevi y” = (x — 1) (x — 2) olsun. f nin yerel
ekstermum ve déniim noktalarimi bulunuz.

a bir reel say1 olsun. Vx € (-0, a) i¢gin f(x) > 0 ve Vx € (a, +0) igin
f(x) < 0 ise a noktasi bir yerel maksimum noktasi midir?
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COZUMLER

a) flx) = x|x]

£(0) = lim 81Oy XX
x—-0 X—~0

X — x-0

b) flx) =|x|sinx

f,(0)=1imM=hm|_Xﬁn_X:0
x~0 x-0 x-0 X
¢) fix)=x*3sinx
- 25 s
£(0) = hmMzhmw{_ -0
x-0 x—0 <=0 %

d) fx)=¥x .1 -cosx)

f&x) - £(0) =lim?/;(1—cosx) —1im (L= cosx) (g)
X - X—0 X x-0 x2 0

f(0) = lim

0

= lim %x‘wsinleim gx% SinX _ 9 _

x-0 x—-0
1
x2sin=
f(0) = lim fe) - £0) =1lim X -lim xsint=0 = f fonksiyonu
x—-0 x-0 x-0 X x-0 X

x = 0’da tiirevlenebilirdir ve degeri 0 dir.

2xsin—1— - cosl x*0
= X X

0 x=0
f 0’da tiirevlenebilir oldugundan 0’da siireklidir.

COS l
£0) = lim =lim =lim X [ mev-
x—-0 0 x—-0 X x -0

cut degil > x=0da " mevcut degil.

1 1
£'x) — £0) 2xsm§ —cos
% —

ZSinl -
X

x* + y* = a® egrisine lizerindeki (x,,y,) noktasindan ¢izilen tegetin
denklemini bulalim. ax*!+ay*ty =0,

a-1 X oa-1 % a-1
. X . 0 0 5
=- (% =—| =8 —yp=—|=2 -x,) teget
y (y) y ¥ l("O'YO) [y()] » Y Yo [yo] (X XO) ge
denklemidir.

a-1 a-1 a-1 a-1, _
Yo YTYgXgtXy x=0, yoTy-y, X=Xg+yg
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= yg - 1y + xg “lx=a? elde edilir. Bu denklemin eksenleri kestigi nok-

tamin uzunluklan

aa aa
x=0 = y= = u=
a-1 a-1
Yo Yo
a% a%
y=0 = x=——7 = v=——7
x
0 0
a2 a2
a a? al-@ gT-a@ a? a? a2+ a-a2 a
ul-atyl-a=2—0 = — =a1‘“(xg+yg)=a1‘“.a“=a 1-a =gl-a
Yo X9 '

o= % ise /x + /; =/a egrisinin eksenleri ayirdig1 parcalarin uzun-
luklarn toplami u+v=a dir.
o= % ise x¥3 + y#3 = a3 eprisi iizerindeki bir noktadan ¢izilen tegetin

eksenleri ayirdign par¢alarin uzunluklar: toplam u? + v2 = a? dir.

£ < Tim fEHD=A0) o 0 f0 =) e (f0-1)
h-0 h h=0 h h-o0 h
. h, . .
= lim 100 i(h) = lim £60.g(h)= 10 ( limg(h) = 1)

f(x) = 0 denkleminin ii¢ kékii x,, x;, X, € [a, b] olsun.

Yani f{x;) = fix,) = fx,) dir.

flx,) = f{x;) ve f tiirevlenebilir oldugundan Rolle teoremi geregince
f(c) = 0 olacak gekilde c e (x;, x;) vardir.

fix,) = f{x,) ve f tiirevlenebilir oldugundan Rolle teoremi geregince
o€ (x,,xy) vardir ki f(o) =0 dir.

Buna gére f(c) = f{a) = 0 ve f” mevcut oldugundan Rolle teoremi
geregince f(e) =0 olacak sekilde e € (c, a) vardir. Dolayisi ile f(x)= 0
denkleminin (a, b) araliginda en az bir kokii vardir.

f konveksise O <t <1 i¢cin fltx + (1 -t)y) <t filx) + (1-t) f{y) saglanir.
0<t<1 icin (gof) (tx + (1-t) y) = g (Atx+(1-t)y))
< g(tflx) + (1-t) f(y)) (g artan oldugundan)
<t g(fx)) + (1-t) g(fly)) (g konveks oldugundan)
=t (gof) (x) + (1-t) (gof) (y)
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7. f, [a, b] uzerinde tiirevli ise aym zamanda siirekli olacagindan ortala-
ma deger teoreminin gartlarini saglar. Bu durumda 3¢ € (a, b) vardir.
Oyle ki,

o) = =1 =—(f(a)'f(b))<o (fib) < fla) )
—a b—a

8. fveg, [a,b] lizerinde tiirevli ise ayni zamanda bu aralikta siireklidir.
Dolayis: ile genellestirilmis ortalama deger teoremine gore 3 ¢ € (a, b)
vardir ki g'(c) # 0 olmak lizere

f'ic)_ f)-fa) _gb)-gl@
g gh-g) gh-gk

Yani f ve g efrilerinin ¢ noktasindaki tegetlerinin egimleri egittir.
Yani bu tegetler birbirine paraleldir.

=1 = f(c)=gc)

9. a) ffonksiyonu 1 noktasinda tanimh (f{1)=1) x € (~ee, 1) i¢in
f(x) <0 ve xe (1, %) i¢in f(x) >0 oldugundan f fonksiyonu
x = 1 noktasinda minumuma sahiptir. Yani vx € R igin
fll)<flx) = 1<f(x) dir.

b) Fermat teoreminden f(1) =0 dir.

10. vx e R* i¢in fix) = % stirekli ve f(x) =— lz (a, b) (a > 0) de mevcut-
X
tur.
Bu durumda ortalama deger teoreminden
_fo-f@_ 1 _ b 1.
dce (a,b)af(c) = b—a - c2=°b—a b o2

c=/ab (a>0 ve b>0)

11. fix) = x2 fonksiyonu [a, b] de siirekli ve f(x)=2x tiirevi (a, b) de mev-
cut. Dolayis: ile ortalama deger teoreminden 3c € (a, b) vardir ki

f'(c) = f(b)— f(a)
b-a

2_ .2
b®-a ::o2c=a+b=>c=a+b

2¢= b-a 2
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12,

13.

y’=(x—1)2(x— 2)=0 © x=1ve x=2
yE)=2x-1)x-2)+x-12=(x-1)(8x- 5)
yV(x)=6x-8 = y"(1)=0

yP x)=6>0

n = 4 (¢ift) ve y¥ (1) > 0 oldugundan 1 noktas: f nin yerel minimum nok-
tasidir.

y(2)=1>0 = 2 noktas: f fonksiyonunun bir yerel minumum nok-
tasidir.

Y =x-1)(3x— 5)=0 < x=1 ve x=%

y~ tirevi 1 ve % noktalarinda igaret degigtirir. Dolayis: ile bu noktalar

doéniim noktalardar.

a noktasinin yerel maksimum noktas: olmasi i¢in yukardaki gartlar yet-
mez. Ayrica fonksiyon a noktasinda tanmimli oldugunun bilinmesi gere-
kir.
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PROBLEMLER
Asagdaki integralleri hesaplayimiz.
1. f(s‘/;+x2)dx 6. f(a+x)3dx
2. [(2x2-5x+3)dx 7. f(sinx+ 1fx2)dx
3. [A-%%/xdx 8. [(2*+x?)dx
4. [ErEED X305 gy 9. [A+wtdx
3_ 2
5. [ ,fi‘l*?’xdx 10. [(x3+1)"x2dx

COZUMLER

L [f(Yx+x?)ax=2x054 X

2. [(2x2-5x+8)dx = 2 [x%dx-5 [xdx+3 [dx

2~x?3—5-x?2+3x+0
8. [A-%°% /xdx= [(1-8x+3x2-x%)x%dx

= f(x"z—3x3’2+3x5’2—x7’2)dx

= fxwdx—3fx3’2dx+3fx5’2dx—fx7’2dx

2 92,6 m_6 50,2
9 +7x 5x +3x +C

x*+3x2+5 5
4. f—xz—dx=f(x2+3+p)dx

=fx2dx+f3dx+f% dx = + 3x — g+c
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5 f3x3— 4x?%+ 3x dx= f3x—4+ 4 dx 3x3—4x2+3x x2+ 1
. x*+1 x*+1 3x3+3x 3x-4
= 3 %2 4x+ darctanx + C 2
2 —4x
—4x? -4
4

6. f(a+x)3dx = f<a3+3a2x+3ax2+x3>dx

4
X
a3x+%a2x2+ax3+T+C

5
9. [(+xtdx= [(1+ax+6x?+aP+xt)dx=x+2+2x° +x* + 4 C

10. f(x3+1)2x2dx = f(x8+4x5+4x2)dx:%9+%x6+%x3+0
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PROBLEMLER

1. Asagdaki integralleri hesaplayiniz.

a) fxe"zdx i) f(e"’2+e""2)dx s) fxe"‘zdx
b [x2(1+x%)‘'dx  §) [B-204dx 9 [
o [ R [—O v f%dx
¢) f1i4 dx D [EE u)f/%dx
d) fsin2xcosxdx m) ftanxdx i) faz/f—iz?’dx
o) [2ICtAmXgy n) [E5% ax v [2
f) % 0) f e“*sinxdx y) f h—iﬁ
g [x* /I-x?dx 6) [exx2dx 2 [
h) ;821{—:1 p) f;a;%ﬁ
1) fe‘&‘dx r) fj/;dx
COZUMLER

1. a) x?2=t denirse 2x dx = dt olur.
x2 = t@zl t =!-_ x2
fxe dx—fe ) 2e +C 2e +C
b) 1+x3=t denirse 3x%dx =dt olur. Bu durumda

fx2(1+x )4dx= ft dt——+C (L’L%)—+C

¢) Inx=u = %=du

/' dx =f@:lnu+c=ln(1nX)+C
J xInx u
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¢ 1-xt=t = —4x3dx=4dt

x4(—4x3) 1,a-¢t)
1x4_4f1x4 “4/tdt

=-Lnt-t)+Cc=- L(ln(1-x%)-1+x4)+C
4( ) 4

d) sinx=t = cosxdx=dt

. _ t3 _ (sinx)®
fs1n2xcosxdx—ft2dt=§+0— 3 +C

e) arctanx =t = dx=dt

1+x

farctanxdx ft dt— (arctzanx)2 +C

f) cosx=t = — sinxdx=dt

f sinx g - dt __ arctant+C=- arctan(cosx)+ C
1+ cos®x 1+t2
g) 1—x2=tﬁ—2Xd.x=dt

[x3/1-x%dx f(l—t)tm.(—%) = —%ft"z—t”dt

Ll liam ~_ 1 oy 1l __ 23
= 5t 31; +C_5(1 x%) 3(1 x9)¥+C
h) x2+x+1=t = 2x+1)dx=dt

2x+1

X2+x+1dx=f%=lnt+C=1n(x2+x+1)+C

1) -3x=t = -3dx=dt

fe &dx= fe( —)=——e +C=-—%e‘3"+C

i) %:t = dx=2dt

f(e"’2+ e"ﬂ)dx= f(et+ e‘t) 2dt = 2et —2et + C = 2e¥2 - 22 + C
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j) 8-2x=t = -2dx=dt

Conddee (49N __ 1 5. ~_ 1 g o5
J@-20tdx= [t4(-Gh) == f5 5+ C=- {58 -20%+ C

dx

k) tanb5x =5t = > =dt
c0s“5x
dx _ _ _1
fcos25x -fdt-t+C-—5-tan5x+C

D) xX2+1=t = 2xdx=dt

X _gg-1lrdt_1 = Line
| G dx=5 /=g nt+C=glna+ D+C

m)cosx=t = —sinxdx=dt

[tanxdx= [SBX gy= [-8t-_1n¢4 C=-In(cosx)+C
CO8X t

n) sinx=t = cosxdx =dt

COSX dt _ t3 1
—=dx= [~ =-—+C=- +
fsin“x f t4 3 3(sinx)?

0) cosx=t = —sinxdx=dt

[ewsinxdx= [e'(-d)=—et+ C=-e“*+C

6 x*=t = 3x¢dx=dt

p) 1l+lnx=t = %=dt

_dx _ dt_ -
fx(1+1nx)_ft Int+C=1n1+1nx)+C
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1

) V/x=t

YT A

/i_"dx=f2etdt:2et+c=2e/i+c
X

s) x2=t = 2xdx=dt

2y [atdb o1 ¢ =1
fxe dx—fe 2 2e +C 5e +C

$) Vax—x%=/4-(x-2)2
x-2=t = dx=dt

arcsini +C

fﬂ;dx_—;z:fﬂzfm 2

=arcsinx;2+C

t) [sin®?x=u = du = 2 sinx cosx dx = sin 2x dx]

f sin2x - f sin2x dx = f du
J1—sin*x J/1-(sin®x)? J1-u?

arc sin (sin? x) + C

= arcsinu+C

u) 2*=t= 2*In2dx=dt

2x _1 ;. 24n2 . _ 1 [ dt
f\/1—4x dx= 1n2f,/1—(2x)2 dx 1n2f,/1—t2

Sl esints Cn <L aresing
=2 arcs1nt+C—1I12 arcsin2*+ C

i) ebob (38,4}=12, x- 1=t12, dx=12tdt

3/ _ 4
f,/i( 1 +3dx=ft 4;3.121;11(“:12ft1‘4’+3t8dt
vx—-1 t

t13 9 (x_1)1312 (x_1)9'12
12(13 3)+C_12( 13 + 3 +C
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PROBLEMLER

1.

v) tan>=t = sin == t X 1

—_—, C0S T =

2 2 \/1+t2 2 /1+t2
i = in X x__2t
s1nx_2.s1n2.cos2_1+t2
dt=(1+tan25)-ldx=>dx= 24t

2] 2 1+t2

dx _ 1+t 2 (1. _ x

sinx 1+t2dt'ftdt-ln|t|+c—lntan2’+C
_ 12

1 2 _ Cean X
dt = fdt—t+C—tan§+C

dx  _
'/‘1+cosx_—/‘(1 1- tZ) 1+t2

1+t2

Cdx=—2_dt

z) tanX -t = sinx =
1+t2

_2t
2 1+12

dx  _ 1 2 o 2 . 2
1+mnx"f 2t 1+tfh_j}1+m+1dt—f&+lﬁdt

= [Z du=— E+C=-——+c:——1—+c [t+1=u, dt=

du]

Asagdaki egitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
a) farcsinxdx= x.arcsinx+/1-x2+C
b) fxze"dx= e"(xz— 2 + 2) +C

c) fsin(lnx) dx= Z[sin(Inx) - cos(Inx)|+C

5
d) fx3e"2dx=lx2e"2—le"2+c
2 2
1 3. _1_3
e) flenxdx—?’x Inx g X +C

f) fxzsinxdx=— x2cosx + 2xsinx + 2cosx+ C
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2. Asagidaki integralleri hesaplayimz.

a) farctanxdx 2) fxze"‘dx m) f(axz— 2x + 5)e"‘dx
. Inx
b = 5in3xdx h - 1)8dx —=dx
)fe sindx )fx(x ) n)f/;
c) fx31nxdx i) fxaez"dx 0) farctanx dx
d) [e*sinxdx P [x%e™dx 6) [xIn(x?)dx
e) f e®*sinbxdx k) f cos(Inx)dx p) f xsec?xdx
2
D [(Inw?dx D f(x*-2x+5)erdx n UK ax
COZUMLER
1. a) u=arcsinx, dv=dx = du=ﬁdx, v=Xx
farcsinxdx=xarcsinx—f/lf7dx [1x%=t = —2x dx = dt]

. 1 rdt . 172
=xarcsinx+ = J—=xarcsinx +t +C
2f/€

=xarcsinx +/1-x2+C

b) x2=u, efdx=dv = du=2xdx, v=e*
fxze"dx = x? e"-2(xe"—fe"dx)= x2e* -2 (xe"—e") +C

=e"(x2—2x+2)+C

¢) sin(Inx)=u, dx=dv = du=cos(lnx).%dx, v=Xx
fsin(ln x) dx = x sin (In x) — fcos (In x) dx
[cos(lnx) =u, dx=dv = du=- %sin(lnx)dx, v = x]
f sin(Inx) dx = x sin (In x) — (xcos(lnx) + f sin(lnx)dx)
= 2fsin(1nx)dx=xsin (Inx)-xcos{Inx) + 2C
= fsin (Inx)dx = %(sin(lnx)— cos(Inx)) +C
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2.

d) x2=u, xedx=dv = du=2xdx, v=%e"2

3 ,.x2 _Z(_Z x2_ x2 _X_2 x2___1_ x2
fxe dx—ze fxe dx-ze 2e +C

3
e) u=lnx, dv=x?dx = du=%dx, v=%

2 1 s x2y 1 3 x?
/xlnxdx_3xlnx f3dx_3x1nx 9+C

) u=x2

fxzsinxdx=— x2cosx+f2xcosxdx
u=x, dv=cosxdx = du=dx, v=sinx
fxzsinxdx=—x2 cos X + 2x sinx—2fsinxdx

=—x?cosx+2xsinx+2cosx +C

a) u=arctanx, dv=dx = du-=
1+x

farctanxdx =
d

, sinxdx=dv =>du=2xdx, —cosx=v

1
2dx, v=x

1+x

farctanxdx_xarctanx—— xarctanx——ln|t|+C

2
=xarctanx——2—ln(1+x2)+C

[1+x2=t, dt =2xdx)

b) e*=u, sin3xdx=dv = du=2e*dx, v=—%cos3x

. e 2 2
I=fe2"s1n 3xdx = - ——cosBx+§fcos3xe ¥ dx

3

u=e**, cos 3xdx =dv= du=2e*dx, v=-1-sin3x

3

2x

I=—e—cos3x+2

3 3

e %
3 sin3x - = f sin3xe dx]

2
=— % cos3x + % eZsin3x — 3 fsin3xe2"dx

_ _3 2 2 2
=>I_fe sin 3x dx = 13e cos3x+13e

sin 3x + C
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4

¢) u=lnx xdx=dv = du:g, v=%_

X 4

fx:*lnxdx=lx“lnx—lfx“-g = lx“lnx—-l—f)v"dx
4 4 x 4 4

4
%x4lnx—x—+ C

16
d) (b) sikkina benzer olarak yapilir.
e) (b) sikkina benzer olarak yapilir.
f)

u=(1nx)?, dv=dx = du=2(lnx).%dx, v=xXx

1=f(1nx)2dx=x(1nx)2-2f1nxdx

u=Ilnx, dv=dx = du=%dx, v=x

I=x(nx)?- 2(xlnx—fdx)=x(lnx)2—2xlnx+2x+C

g u=x%, e*dx=dv = 2xdx=du, v=—e>X

fe2e‘x dx=-x%2e*+2 fxe"‘dx

=—x’e*+2 (—xe"‘+ fe"‘dx)

=—x?e¥- 2xe¥ -

2¢*+C
=—e*(x*+2x+2)+C

—1)®
h) u=x, x-1%dx=dv = du=dx, (x91) =v
Jrx-1Pdx =gx -1~ & [&-D%dx
_1 TS I SIS 1)
_9x(x 1) 9O(x HY+C
i) u=x3

, eXdx=dv = du=3x2dx, %e =v
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3 2 1 3 o2 u=x? eZdx=dv

fxe dx—2x fe dx du=2xdx Lemcvy
1 o 2 dx u=x, e*dx=dv
= gx’e fxe ] du=dx veLlex
= Losen_ 3 2,x, 3 x_ (1l x
= 5x’e 1 +2 xe fze dx
= Llysex_3 2.n, 3 oo 3 x
= 35X + g xe +C

i) u=x?, e¥*dx=dv = du=2xdx, v=—%—e'3"

u=x, e *dx=dv

2
X n—3X __ X~ -x _2_ -3
fee dx = e +3fxe dx du= dx —-é—e‘a"=v

3

2

X w20 X w1

= 3e +3{ 3e +3fe dx]
x? —3 2x _&_Ze_&(_i_c

=78°% T9® 727

k) u=cos(Inx), dv=dx= du=—sin(lnx).%dx, v=Xx

u = sin(Inx) dv=dx
fcos (Inx)dx =xcos (In x) + fsin(ln x) dx

du = cos(Inx) % dx v=x

=x cos (In x) + x sin (In x) —fcos (In x) dx

= fcos(lnx)dx=%xcos(lnx)+%xsin(lnx)+C

) u=x2-2x+5, efdx=dv = du=2x-2, v=e¢*

2x-2=u e*dx=dv

2_ X X 2_ X _
[&2-2x+5) ¥ dx = e* (x 2x+5)- [ e*(2x - 2)dx, e da o

=e*(x* - 2x + 5)—[(2x—2)e"—f2e"dx]= X x2-4x+9+C

m)u=ax’+bx+c, e*dx=dv = du=2ax+b, v=—e*
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f(ax2+ bx+c)e*dx=—e*(ax®? +bx +¢) + f(2ax+ b) e* dx

u=2ax+b e *dx=dv
du = 2adx v=—ge*

=—e"‘(ax2+bx+c)—(2ax+b)e"‘+fe"‘2adx
=—e*(ax’+bx+c)-(2ax +b) e*-2ae* + C

=—e*(@ax’+Ra+b)x+QRa+b+c¢))+C

n) u=Inx, —1—dx=dv = du=g, v=2/x
Jx X

fth:dx —2/xlnx- [2./x &

=2./;1nx—2f%§— =2/xlnx- 4/x +C
X

o) u=ln @2 xdx=dv=>du=—)2zdx, v=%

2) dx = X Inx?)- (X2 2 dx= X In2)- X2
[xIn () dx = - In@?)~ [ Zdx="-In@?)- % +C.

p) u=x, sec’xdx=dv = du=dx, v=tanx

fxseczxdx=xtanx-— ftanxdx:xtanx+ln|cosx]+C

r) u=(nx?, %=dv = du=glnx.dx, v==1
X X X
dx

2 2 u=Inx — =dv

f(lmé) dx=— {Unx) +2f1n;‘dx N x2 1

* : * du=D vy

_ ()" ol dox, p Ly,
- X X x2
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PROBLEMLER
1.

Asagidaki indirgeme formiillerinin dogrulugunu gésteriniz.

a) fcos“xdx=%sinxcos“‘1x+ — 1fcos“‘zxdx (Vvne N)
b) _ CcOSX +n—2 dx 1
-[sm“ n-— 1 sin"~1x n-17 sin®~%x (@>1)
n —-— 1 n- — n-2
c) fcot xdx= n_1cot lx fcot xdx n>1)
cos" X gn-1 cos™~ 2x
d) f sinx dx= x+ f sinx (n>1)
sin"x ;. _ _—1 n-1 sin®~%x
e) fcosx 1Sln x+f cosxX dx (n>1)
cos™x -cos™*lx  m- n+2 cos™x
dx= dx 1
sin™x (- 1sin®x f sin®~2x (@>1)
g fcos X dx cos™'x _m-1 rcos™ %x . (m # 1)
sin®x (m—n)sin“’lx m-n- gin"x
X a2—x2)rl 2
2_ o2\ " Jv o ( 2a°n 2_ 2\ 1
h) f(a?-x?)"dx=—5—a—+ 225 [(a?-x%)" dx
1) /(lnx)"dx=x(1nx)"—nf(lnx)"_ldx (ne N)
: n n _Xn+1 n n n n-1
D [x"(Inx)"dx=2—=(Inx)"~ 2= [x"(nx)""ldx  (@=#-1)

3 fx“cosaxdx= —El;[x"sinax— nfx“‘lsinaxdx]

k) fx"sinxdx:—x“cosx+ nfx“"lcosxdx

sinnx < . ..
- —_ >
I, f inx dx olduguna gére n 22 igin

_ 2sinn- Dx
In_ n-1 +In—2

esitliginin ger¢eklendigini gosteriniz.
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3. I,= f f:_i}; olduguna gére n > 1 igin

xn—l

L= n—l—I"'2

esitlifinin gerceklendigini gosteriniz.

4. Asagidaki integralleri hesaplayimz.

a) f sin*xdx f) CO.SJ
sinx
b) [ cos”xdx
) j cos’ x g) f g x
c) f sin® cos® x dx h) f cot*x dx

p (=) e

k) sin®x
COSX

1 cos’x dx

) f sin?x

d) ftan5xdx 1) fxlolnxdx m)f(4— xz)adx
sintx . dx sinbx
e) cosXx dx D f sinfx ) sinx
COZUMLER
1. a) cos"'x=u, cosxdx=dv = du=—n-1)cos"2x.sinx, v =sinx

fcos“xdx= [cos“' 1x cosxdx

1

=cos"!'x.sinx + (n— l)fcos(“‘z)x.sinzxdx

=cos"xsinx+(n—-1) fcos"'zx(l — cos? x) dx

=cos"‘1xsinx+(n—1)fcos"‘2x—(n—1)fcos“xdx

= nfcos“dx= cos™ lxsinx+(@n- 1)fcos"'2xdx

1 - . n-1 -
=>fcos“xdx=Hcos“1xsmx+ = fcosn 2x dx
1 dx COSX
b) ———=u, ——=dv=-(-2) -2 —dx=du, v=—cotx
sin® " 4x SIN“x sin™~ *'x

f dx f dx
sin”x sin® " 2x.sin?x

= SO (n-2) [cotx- —225X_gx
sin™ " 'x

sin®~2x

o COSX g 2)fcos cos®x 4

sin®~1x sin"x
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COSX 1 1
= 08X o)l dx+-2) [—L—dx
n )/ sin"x @ )-[ sin® -2

sin"~1x X

dx 1 X n-—
- / _ .cos_1 2 : 11 dx
sinfx n-1gno-lx n-1/gn" 1x

c) fcot“xdx =fcot"‘2x. cot?x.dx
=fcot“‘2x(1+cot2x—1)dx

= fcot(’“z)x.(1+ cot?x)dx— fcot“‘zxdx

___1 1y —2
= n_lcot“ X fcot“ x dx

n-2 —
d) fcos X dx= fcos x.(1-sin x)dx

Sinx sinx
f COS
n-1

n-2

os" " ?x cosn 2x

—fc dx+fu“ 2du= f dx+ 2
sinx n-1

coSX=u
du =- sinxdx

X
dx— /cosn 2x sin x dx

cos™~ 2x + cos" " Ix

sinx n-1

sin"x o _ fsin“‘ 2x.(1 - cos®x)

e)
coSX cosXx
Slnn 2x sinx=u
dx— fsm % . cos x dx
COSX du = cosxdx
in
-fs fu“ 2du
CcoSX
- 31n“‘2xdx_ 1 n-1
cosx n-1
s n-2
sin® " “x 1 s n-
= - sin®~1x
coSX n-1

+1

: — 1 s k-1 m -1 k- m
f) fsm“xcos“‘xdx_ m+ks1n X COS k/sm % cos™x dx

oldugunu biliyoruz.
k — 2 = —n doéniigiimi yapihirsa

k=-(n-2) olur.
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cos™x dx=— 1 cos™*lx  n-1 cos™x
sin®~2x m-n+2 gin"-!x m-n+2/ gin"x
_, [eos®x 4 . 1 cos™*lx m-n+2 ; cos®x
sin®x n—1 gip?-1x n-1 sin®~2x
bulunur.
1 m-2
cos™x cos™” _m-—1 rcos X
g f dx= ™ : dx
sin®x (m-n)sin®~ m-—-n sin®x
u=cos™x = du=-(m-1) cos™2x sinx dx
X 1 1
dv=% qx o v=-—— Ty
sin"x 1-n sgin"-
cos™x 0SX
f dx = fcosm 1y. LOSX 4y
sin"x sin"x
1 cos™ !x fcosm 2x. sin?x dx
1-n sin"-1x sin"x
_ 1 cosm‘lx_m—l cos™ "~ 2de+ m-1 rcos™x
1-n gin®!'x n-1 sin"x n-17 gin"x
( )fcosm cos™ 1x _m—lfcosm‘zx dx
sin®x 1 n sin®t~1x n-1 sin"x
- fcos x_ 1 cos™ !'x m-1 rcos™ 2x
sin"x (m-n) gin®~!x m-n’/ sgin"x

h) u=(a2—x2)n=> du=—2n(a2—x2)n_1xdx, dx=dv=v=x

f(az—xz)ndx=x(az—xz)n+2nf(a2—x2>n_lx2dx (1)

ve

[ (a-x)"ax

[(a2-x2)""(a2-x2)dx

a? [(a2-x2)" dx- [x?(a?-x?)" dx
= [x2(a2-x?)"'dx=a? [(a2-x?)" "dx- [(a2-x2)"dx
esitligini (1/de yerine yazarsak

f(az— x2)" dx=x (a2— xz) "+ 2na2f(a2— x2)

n-1

dx—2nf(a2-—x2)ndx
= (@2n+ l)f(az—xz)ndx=x(a2— xz)n+ 2na2f((a2—x2)n_ldx

2_ 2\
= f(az—xz)ndx:x(;n:{l) +2?11321 (az—xz)n_ldx
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1) (lnx)“=u=>du=n(lnx)“'1%dx, dv=dx=>v=x

f(IHX)“dx= X(lnx)“—nf(lnx)n-ll.xdx
X

=x (Inx)" - n [(Inx)"~1dx

. xn+l
) xdx=dv = o =v

(lnx)“:u:du:n(lnx)“‘l.%dx

n n — xn+1. n__1N n+1, n-1.1
fx (Inx)"dx = ) (Inx) n+1fx (Inx) Xdx
_ xntl n_ _D n n-1
= n+1(lnx) n+1fx (In x)™ dx

j) u=x" = du=nx"'dx, cosaxdx=dv = %sin(ax)=v

Lyn sin(ax)- 1 [sin@x.(nxn-1)dx
a a

fx“cosaxdx

% [x“sin(ax)- n fx“' 1sin(ax)dx]

k) u=x"= du=nx"1dx
sinxdx=dv = v=—-cosx
fx“sinxdx=—x“cosx— f(— cosx)(nx“’l)dx

=—x"cos X + nfx"“cosxdx

2. I = sinnx 4. _ f sm(n—l)xcosx.+ cos(n — 1)xsinx dx
sinx sinx

_ IM + fcos(n— Dxdx
sinx

sin (n-1) x

1 /sinnx+sin(n - 2)x 1
2f sinx +n—1
In In—2 1
=272 "n-1
2sin(n — x
n-1

sin (n-1) x

=21 =1 ,+
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xn—l xn-—l . . .
3. I,= o1 LLo=>1+1 ,= o1 oldugunu goésterelim.
xn Xn—2
I+1 o, = f1+x2dx+ 1+x2dx
x4 x0— 2 _ n-9 _xn—l
s A vernl Ll LAl

4. a) fsin“xdx = f(sinzx)zdx= f(#)zdx

1l
N T N T
N

f(1—200s2x+c0522x)dx

sin2x + L f1+COS4XdX

sin2x + 1x+ﬁsm 4x +C

N
»P-Iv—* .MH

b) fcos xdx=%smxcos x + 8 fcosn 2x (@D)]
esitliginde n =7 alimirsa

(i T 6,6 5
fcos dx—7smxcosx+ 7fcos x dx

son integral igin (1) esitliginde n =5 alinirsa

fcos5xdx=%sinxcos4x+%fcos3xdx

sinx = u
du = cosxdx

sin x cosx + % f(l— sin?x) . cos x dx [

sin x cos x+—f(1 u?)du

; 4,,4,_4 3
Sin X COoS x+5u 1511

Q= = ot

= -é— sin x cos?x + 4 sin x — == (sm x)? =

5 15

7 _1.. 6 6(1 4 _4
fcos xdx-7s1nx.cos x+7(5smxcos x+5smx 15sm x)+C

=1 6, , 6 4,24 8
—7slnx COSX+35SIDXCOS X+3581nx 3581nx+C
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. 1 - s n-
c) f sin"x cos™xdx=- sin™!x cos™ x4+ 2 1 f sin®~2x cos™ dx
m+n m+n

indirgeme formiiliinde n =3, m = 6 yazilirsa

fsin3x cos® x dx = — %sin2 X cos’ X + —g—fsinxcosexdx
1 9 7 6 cosx=u
—=sin“x cos’ x + (-u®)du
9 9-[ du=-sinx
1 2 7 2 7
=—=sgin“xcos' x-==cos' x+C
9 63

d) f tan® xdx— 1 tan® " 1x - f tan™~ 2xdx
indirgeme formiiliinde n =5 ahmirsa

/ tanSxdx = % tan%x — f tans xdx

N 24 _
=% tan x—ftanx(1+tan X l)dx
1. 4 2
=3 tan x—ftanx(1+tan x)dx +ftanxdx
2
=ltantx - BOX 1 jeosxl + C
4 2
sin"x o —1 - sin™ -~ 2x
e) fcosx = 1% " x + f cosx n>1
indirgenme formiiliinde n =4 alinirsa
4 25
fsm sin®x 4 _ —sm x+/sm

coSX €OSX
_ 1 1-cos?x
-—3s1nx+f P
__1

3
=—lsin3x—sinx+ln 1+sinx
3 coSX
cos"x 1 -1 cos"~2x
b f sinx “n-1 cos™” X+ f sinx dx

oldugunu biliyoruz. n =5 alimirsa
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5 3y
€0s°xX cos
dx— = cos X + f

sinx
=lCOS4X+medX [sin x = u = du = cos x dx]
4 sinx
14 A-u?) ;1 4 u?
=4 08 x+f 5 du-4cos x+lnu—2+C
s 2
=%cos4x+ln(sinx)—(s;r2lx)—+0

g./'dx_l sinx +n—2 dx

= —— indirgeme formiiliinde
cos"x n—1 cos® " 1x n-1/ cos* 2x

n =5 alinirsa

f dx _1 sinx f
cos®x 4 cos?x "4 cos3x

n =3 alimrsa

. i
d); _1 s1112x f _1 sinx +lln11 sing| | ¢,
cos®x 2 cos?x 27 cosx 2 cos?x @ 2 coSX
. . +si
- f ;- _1 snix 3 s1n2x +§ln‘1 sinx
cos 4 cos?x 8 cos?x 8 coSX
bulunur.
m+1
- +
h) /cos X dx cos x1 m-n 2/ cos™ ;{ dx (m>1)
sin"x (n 1)sin®~1x sin®~

indirgeme formiiliinde

m=n=4 aliirsa

f(c9sx>4=fcot4xdx=—- cos®x _ 2 rcos®x i 1

sinx 4sin*x 37 sin®’x

m=4, n=2 alimirsa

4
j’COS de cos’x 4/COS xdx (2)

sinZx sinx

fcos“x dx = f(cos2x)2dx= f(l_c;—szx)zdx
f(1—2c0s2x+ cos22x)dx

1 1- cos4x
'-Z sin2x + = f dx

»M»—A N
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21,1 1.1
=3%"1 sin2x + = g X 32 sindx 3)
(1), (2) ve (3) den
5 5
fcot4xdx=— oS X 4 2 cos’x + gx——2—sin2x+ —1—x— 1 sindx + C

4sintx 3 sinx 3 3 3 12

bulunur.

) u=x% = du=10x%dx, Inxdx=dv = v=x(nx- 1)

fxwlnxdx= x0x(lnx-1)- 10f(x1°1nx—x1°)dx
=x"(lnx- 1)- 10 fxwlnx +10 fxlodx

= 11 fx“’lnxdx x1(lnx - 1)+ x“+C1

10 _ __0_ 1
= [xInxdx= (lnx D+357x"+C
0 dx ___1 _cosx ,n-2 dx

sin®x n-1 sin®-!'x n-1/gin*-2x
n =6 yazilirsa
dx _ 1 cosx

sin®x 5 sinSx 5 f sintx

n =4 yazilirsa

f dx __1 cosx +gf dx
sintx 3 sin®x 37 sin®x

dx __1 cosx 4 cosx —ﬁcotx+C

sinfx 5 sin®x 15 sin®x 15

i) cos™x __—cos™*!'x  m-n+2 [ cos™ x dx
sin®x (n-Dsin®~!x n-1 sin®~2x
indirgeme formiiliinde

n=m=>5 alimrsa

5
/‘(cosx> dx=— c0s®x _ 1 rcos’x
sinx 4sin*x 27 sin®x

m = 5, n = 3 alimirsa

n>1)

indirgeme formiiliinde
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cos®x ;. cos®x cos®x
3 dx=—— o 2
sin®x 2sin®x sinx

cos®x _ f(l—sinzx)z.cosx

- - dx [sin x = u = du = cos x dx]
sinx sinx
_ f(l-

u?\’ 1
) du=f;—2u+u3du

4 s 4
. . i
=Iln lul - u2+uT+C=ln|s1nx|—s1n2x+SI}Tx+C
cosx \° cos®x , 1 cos®x . . sin®x
=>f === dx=--== + = +In|sinx| - sin?x+==—+C
sinx 4sin‘x 4 sin®x 4
2 .
3 (l—cos x)-smx
sin®x .
k) dx=f dx [cos x = u = du = - sin x dx]
cOSX cosx

2 2 2
uu )du:u——lnu+C=cosTx—ln lcosx! +C

=_f(1- !

s Ix  m-1 rcos™ %x
1) fcos X co. a c dx (m #n)
sin™x (m n)sin"~"'x m-n sin™x

indirgeme formiiliinde m =5, n =2 alimirsa

/'cos X gx = Cos?x _ifcossx _cosfx 4 1 4
sin®x

: +=sinx+C.
sin?x ~ 8sinx ~ 8sinx 3 sinx 3

m) f(4—x2)3dx

2_ ,2\"
f(az—xz)ndx= X(Zn+x1 ) + ;“:inl (az—xz)n_ldx indirgeme

formiiliinde a = 2, n = 3 alinirsa

f(4-x2)3dx=x(4;)(2>3+%f(4—x2)2dX,

7

a=2,n=2alnrsa

Jamxt) o= 2026 gy

2
x(4-%%)" g4 16
R Y A 3 29,3
= 5 tg X IgX +Cy
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—x2)3
- oo o T Bt 0 i

sinnx 2sin(n - Dx
ML=k = =TT T

/sip5x dx = sin4x + sin3x dx

n = 5 alimirsa -
2 sinx

n =3 igin fsslin%dx=sin2x+f%dx=sin2x+x+c

sinbx ;_ _ sindx
sinx 2

+sin2x+x+C

PROBLEMLER

1. Asgagdaki egitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

&) [ 11n

+C

— 9)310 -215
b) f (x+1)dx | &E=2) (])/(6+3) +C
x3+x2 X
Bx+bHdx 4 1, |x+1
© f S_xZ-x+1 x_1+21n|x_1l+0
_1, ix+1
b fx2+7x+6_51 x+6|"C

2. Asagdaki integralleri hesaplayiniz.

x dx
a)f@ 37D b [Tt 967
dx x+2
Y dx
© f(x+2)(x+ 1)? D x2+x
)f——————— x*+x+1
(x+1)2(x+2)2 x(x2+ 1)
4 dx
g) f f_ dx 1) fx4+1
X2+ 2x+7 . x3
) fx 3+ x2-%x ax D f(x+1)3
Jx +1
k) -[x+1 dx
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COZUMLER
1 1 __A B
Yox2-4 x-2 x+2
1 _xA+B)+2A-2B 4  B_0 ve 2A-2B=1
x2-4 x2-4
__1 =1
= B= 4 = A_4
dx _ o1 1 . 1 1
fx2_4_f4 x—2dx 4X+2dx
l _1 _l x-2
=1 In|x - 2] 1n|x+2|+C—4ln—x+2 +C
x+1 _ x+1 _ x+1 _é+ B + C

b) x3+x2-6x x&x2+x-6) xE+3)x-2) x x+3 x-2

Xx+1=Ax+3)x-2)+Bxx-2)+Cxx+3)

= -3 = -2 = B(-3) (- —
x=-83=-2=B-3) (-5 =>B=-:

x=2 = 3=C.(2).06) = C=2.

x=0=>1=A.3.(—2):>A=—%
x+1 112 1 .3 1
e = [ %% 15x+3+10x—
= l1n|x| 1n|x+3| lnlx 2|+C

ln|x“1’6|+ln|(x+3) 2’15'|+ln|x 2|3/1° C

(X+ 3)~215(x — 2)¥10
TS

+C

3x+5 - 3x+5
x3-x2-x+1 &E-D2x+1)

A B C
_(x—1)+(x-1)2+x+1
=3x+5=Ax-1)x+1)+Bx+1)+Cx- 1)?

x=1= 8=2B = B=4

c)

x=-1 = 2=4C = C=%
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x=0=>5=—A+B+C=>A=——;-

B8x+5) 1 1
f3—:—x+1 f‘E x- 1)dx f(x 1)2‘1"+f§(x+1)dX

1
= §1n|x 1|+ —ln|x+1| 4—1

_ 4 + 1l |xtl
= 2mx 1+C
d) 1 _ 1 __A B A+6)+Bx+1)
x2+7x+6 E+DxE+6) x+1 x+6°  x+1Xx+6)
_x(A+B)+6A+B
T (x+ Dx+6)
A+B=0 o A= g._1
6A+B=1 ‘5 "5
_dx _ 1,1 11
x2+7x+6 T 5/ x+1 5/ x+6
1 1 1 x+1
=gln|x+l|—gln|x+6|+C=gln s +C
2. a) 1 __A + B Ax+2+Bx-3)
x-3)x+2 ~ x-3 x+2° x-3)(x+2)
_xA+B)+2A-3B
T ®x-3)x+2)
A+B=0 1 1
2A—3B=1]=’A‘5’ B=-%
dx  _ 1,1 21
Jo=3ers =5/ 3% 5/
1 1
=gln|x—3|—gln|x+2|+C
1, |x-3
—5ln x+2 +C

X __A B C
D) I DG+9xTd - x+1 x+2  x+3

A@+®@+$+B@+D&+$+C&+D&+m
x+ 1DE+2)(x+3)
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c)

d)

X = A(x+2) (x+3) + B(x+1) x+3) + C (x+1) (x+2)

x=-1 = A=—%
x=-2 = B=2

e+

x=-3 =C=-3

Do

dx
f(x+1)()):+2)(x+3) = x+1 fxTzdx‘—f

—§1n|x+ 1|+2ln|x+2|—§ln|x+3|+C

(x+2)2
x+ D2 (x + 3)%2

\+C

1 __A . B c
x+2Dx+1D%2 x+2 x+1 (x+1)2

_ A+ 1D2+Bx+1Dx+2)+Cx+2)
x+2)(x+1)2

1 = A(x+1)? + B(x+1) (x+2) + C(x+2)
x=—-1=1=C

x=-2 = A=1

x=0 = A+2B+2C=1 = 2B=-2 = B=-1

dx 1
f(x+2)(x+1)2_fx+2 gkt e

=In|x+2|-In|x+ 1|—ﬁ+0

=1n +C

x+2| _1
x+1 x+1

x+2
x2+x

x+2 A, B _x(A+B)+A A+B=1
x2+x—x+x+1_ x(x+1) =>lA=2 = B

2 2 1
;—:;dx =f;dx—fx+1dx

=2In{x|- In|x+1[+C=In x):-zl

=-1

+C
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) (x+1)2x(x+2)2 - Xé1+(x-f1-31)2+xgz+(x-ll-)2)2
Xx= A+ Dx+2)2+Bx+2)2+Cx+ 1)2(x+2)+ DX+ 1)2
x=-1 = -1=B

—2=D

=

x=0 = 4A+4B+2C+D=0 = 4A+2C=6
=
3

x=-3 -3=-2A+B+4C+4D 4C-2A=9
- 212
= A=35-C=3%
3
xdx 10 2
= dx dx+
f(x+ 1)2(x + 2)2 x+1 +f(x 1)2 f f(x+2)2dx
=3 1 .12
=qg I [x+ 1|+ 7+ F In[x+2[+ 2+C

f x?+x+1 _ A Bx+C _ Ax>+A+Bx?+Cx_x’A+B)+Cx+A
x(x2+ 1) X x%2+1 x(x2+1) x(x2+1)

A+B=1,C=1, A=1=B=0

x+x+1 fl

xx2+1)
x4 1 1
=1+ =1+
& Ly -1 - Dx+ D+ D)
{4 A . B Cx+D

x—-1 x+1 x2+1
1=Ax+1DEZ+1D+Bx-1DE+D+Cx+D) -1 x+1)

x=-1 = 1=—4B=>B=—%

x=1 = 1=4A = A=%

x=0 = 1=A-B-D =D=-

Do

x=2 = 1=15A+5B+2C+D).3= C=0
x4 _ 1 1 1 1 1
fx4—1dx_f(1+4x— )

4x+17 2 x%2+1
=x+-1—ln|x—1|—lln|x+ 1|+-—larc tanx + C
4 4 2

+
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D xt+l=(xt+2x2+1)— 2¢% = (2 + 1)2—(/§x)2

=(x2+/§x+ 1)(x2—./§x+ 1)

1 ___ Ax+B + Cx+D
x4+1 x2+/2x+1 x2-/2x+1

1=(Ax + B)(x2—/§x+ 1)+(cx+D)(x2+ 2x+ 1) =

1=(A+C)x3+(B—/§A+JEC+D)X2+(A—/§B+C+/§D)x

+B+D)>
A+C=0 -/2A+/2C+1=0=>-/22A=1
B-/2A+/2C+D= 0_ |-/2B+/2D=0=B=D
A-/2B+C+/2D=0 1 1 1
B=D=5,A=-—~ , C=——=
B+D=1 N 2 2/2 2/2
dx __1 f x+/2 /
x*+1 2/27 x%+ 2x+1 2f 2x+1
1 2 +/2 1 /2 2% —
= dx+ -
4/_f 24 /9x+1 4/§fx2+ 2x+1 f 2x+1
ff 2. 2x+1
1 2+/§x+1+1 dx +1f__dx_
"1 - faxr1 4 2\ 1 ¢ 2\* 1
RN
24 /2x+1 /§ %+ /2 2 2x—/2
In% + + Y2 arctan + Y2 arctan +C
4f /§x+1 4 /2 T4 /2
1 2x+1, /2 2/2x
+*= arctan +C
4f /§x+1 4 1-x?
D /x +2x+7dx
X+X
x+2x+7 x2+2x+7
x3+ x2—~ fx(x 1)(x+2)dX

1 10 1 7 1
T Y G T ey

7 10 7
—§ln|x|+?ln|x— 1|+—6-1n|x+ 2|+C
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3
j) f X __dx integralinde x + 1=u = du =dx degigken degigtirme-
x+1)3

si yapilirsa

(u 1)3 u?-3u?+3u-1
du

[E o el pu=mts

= f(1—§+%—ia)du=u—31n|u|—§+——1—+C

u u u u  2u?

_ 1

= (x+1)-3ln|x+1|- +1+2(X+1)2+C
bulunur.

k) x=u?, dx =2udu degisken deé‘istirmesi yapilarak
f/§+1 =f(u+1)2u 2/ — du+f

x+1
2u
+ d
du fu2+1 u

2u—2arctanu+1n|u2+1I+C

]

2/——2arctan./;+ln|x+l|+C

bulunur.
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PROBLEMLER
1.

Asagdaki integralleri hesaplayimz.
dx . dx dx
f/x2—2x—8 '/,/4x2-—4x+5 © f,/15—4x—4x2

Asgagidaki integralleri hesaplayimz.

a) f(x+1)dx b)f 2xdx c)f (1-xdx
VXc-2x+5 /8+2x - x?
Asagidaki integralleri hesaplayinz.
a)f(x—l)/h b)f#/dx——x2
Asapdaki integralleri hesaplayimiz.
Asagidaki integralleri hesaplayimz.
» fﬁ—i%f b)f(x+1)2/d);—fm+2
)'/-(x+1)3jxi——-—x+—ldx o/ )}XJ%—
Asagdaki integralleri hesaplayimz.
a) fx3(1+2x2)“’”2dx b) f“/%
O Sares O | T
) f _Vxdx f) f x°dx

J1+Yx 3(x2-1)"
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1.

COZUMLER
dx
a) f/x2—2x—8
){2—2){—8=(X—1)2—32 [x— 1=u = du=dx]

[ - Irts
=In (ju+/uZ-9|)+C
=1n<|x—1+/(x——1)2—-9|)+0
=In(|x-1+/x*-2x-8|)+C

b) 4x2- 4x+5=02x-12%+4 [2x-1=u, 2dx=du]

/ dx =/ dx 1 du
J4x2-4x+5 J&x-1D2+4 27 Jul+4

=1 ln|u+\/u2+4|+C
1n|2x—1+,/4x2—4x+5|+c

N

c) 15— 4x—4x2=—(4x2+4x—15)=—[(2x+ 1)2- 16]= 16 — (2x + 1)?

[2x + 1 =1, 2dx =du]

f# =f__dx_
/15— 4x — 4x2 16— (2x + 1)2

=—é—/ 1:“ 2:%arcsin—%+0=%arcsin2x—;—l+0
-u
x+1) 1/r-2x-2
)f2x—x2 —2f 2x—x2dx
1 r-22%+2 |1 4
= - = +
2f 2x — x2 2f 1-(x-1)2

1l

- /2% -x2+2arcsin(x-1)+C
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X 2x—-2+2
b)f/z_—' f/m

f/x 2x+5 f/(x 1)2+4
= /x2-2x+5 +ln<|x—-1+\/x2—2x+5|)+C

O [ rmt

3. a) 1 1+t 1

J & - - [
x—-1)/x%2-2x+2 1 /{2‘— /tz

2_
= - Inft+/t2+1|+C= —ln1+———— e Ry

- _1 =_ L1
b) =t = x=3 = dx= t2dt

M |

dx dt
[ T T e S
t2

-
I (AEv1=x* ¢)1{x+c

x2 _ 2_ 1
4, 3a) fmdx—(ax+b)nc X+1+}\.f/mdx
x2 3 2x - 1)(ax+b) A
X a/xPox+1+
Jx2-x+1 axmx 2/x%2-x+1 /x2—x+1

2x2=2a x%-x+ 1)+ 2x—1)(ax + b) + 2\
2x2=x%(2a+2a)+x(-2a—a+2b)+(2a— b + 2})
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4a=2:>a=%:>—3a+2b=0:>b=%
2a-b+2x=0=>x=—%
x_ 3 2_ _1 1
=>'/x—x+ (2+4)x x+1 8—[ _123
(x 2) Ty
)
_(x,3)\ /22 21 21 _l) 3
_(2+4)/x x+1 8lnx R (x 5] T
_ 248 g7 1 |2x- 1+2‘/x “x+1
= 8 X X+ 8 ’
5
b) f/li—f (ax +bx3+cx +dx+e)./1 X +/1f/—
-x
5
————lx 2=(4&)(3«{»3bx2+2cx+d)./1—x2
- X
A

- (ax*+bP +ex® +dx + ) +
J1- x2 J1-x2

= x° = (4ax®+3bx%+2cx + d) (1-x?) —x (ax* +bx® + cx® + dx + ¢) + A

4 8 _
, b=0, c———l—s,d 0, e——15,)»—0

Xs __8+4X2+3X4 o2
z’fmdx‘ R
x3+1 dx
c ————dx=(ax®+bx+c) /X2 4x+1 + A | ———
) f/x2—4x+1 ( ) f\/x2—4x+1
3 -
——)-(—+—1——=(2ax+b) X2—4X+1+—-)£——2——
x2—4x+1 x2-4x+1
+—A‘———
Jx2-4x+1
= ¥ +1=2ax+b)x2—-4x+ D+ x-2)(ax’ +bx +¢) + A
_1 . _5 __28
= a_3,b_3, c= 3,A

18dx
(x +5x+28)/x2—4x+1+f/m

a=

OIIOO

(axZ+bx+c)

=18

x3 dx =
Jx%—4x+1

oal»—t oo['—t

(x® + 5x + 28) /x2-4x+ 1
+18 1n|x—2+\/x2—4x+ 1l+c
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5.

1_ _1 __ 1
a) x—t=> x_t = dx = tzdt
1
—-=dt
o dx t2 _ t* . 3
]xsm_fl l_l__fmdt (t = sin u, dt = cos u du)
t5y t2
rnd
=- Sln—u-cosudu=_[sin“udu
cosu
S P 3 & _3
-4smucosu+851nucosu 8u+C
1.3 . 3 . 3 .
=Zt cos (arc smt)+§tcos (arc s1nt)—§arc sint +C
=%t3.,/1—t2+%t\/1—t2—%arcsint+0
11 /-1 .31/, 1 3 1
=13 1 x2+8x 1 " 8arcs1nX+C
O SR T W S N §
—(4x4+8x2) x2-1 8arcs1nx+C
1 _ _1-t __1
b) x+1—t:x~ T = dx t2dt
1
T e
x+1)2/x2-2x+ 2 'L/(l—t)2—2t(1—t)+2t2
t2 t2

1X-4+4

t dt 1
= = = [t
f,/5t2—4t+1 10] /5t2—4t+1
—if 10t-4 —if 1 dt
107 /5t2—4t+1 107 /5t2-4t+1
=~ LB a2 L dx
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1 _ _1-t 1
c) X+1—t=>x— T = dx tzdt
1
/ dx . adt
x+1%/x2-x+1 1 /A-2-tad-t+t2
t3 t

t2
- | ——————=dt
f/3t2— 3t+1

- dt
—————(At+ B)./3t2-3t+1+A
/‘/31;2 3t+ f,/3t2—3t+1
t2 6t—3 A
——=A\/3t2—3t+1+(At+B)( )+
J/3t2-3t+1 2/3t2-3t+1/ J/3t2-3t+1

t2=2A(3t2— 3t + 1)+ (At + B) (6t — 3) + 24
2t% = t2. 12A + t (-9A + 6B) + 2A —~ 3B + 2\

124 = 2=>A_—, 6B— 9A =9 :>b=:11-

2A-3B+2°A=0 =>)»-—2—Z

t 5 5 1
( )3’c 3t+1+24f

//3t2 3t+1

2
_(t.1 3 5 _1 _1yv o1
_(6+4) 3t 3t+1+24/§1nt 2+ (t 2)+121
f dx :_( 1 l) xZ-x+1
x+1)3/x2-x+1 6x+1) x+1
2
5 .|l _1 1 1V .1
24/3 Mx+1 2+/(x+1 2) t1g|tC
2 1) dx
d x%+x+1 dx= xX+ dx+
) fx¢x2—x+1 fx\/x2—x+1 fx/xz—x+1

x+1 dx
= f———dxt+ | ———=1,+1,.
f/xz—x+1 fx\/xz—x+1 172

L= [—2*L gy-A/xP—x+1+4 =& o
S e o J e
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x+1 __Ax-1) A
JxZ2-x+1 2/x%-x+1 J/x%-x+1

2% +2=2Ax— A+2A > A=1, x:-‘;l

= /220 3 dx  _ /3T 3 (_l 7_ )
I =vx x+1+2f O X x+1+21nx 2+x x+1]).
(x-3) +%
1
-=|dt
dx (t2) dt ( 1 )
I, = = == =—In{t-=-/t2-t+1
2 fx x2-x+1 '[l‘/l 1,4 f./tz—t+1 2
tyt2 t

I=]+1, = /x%-x+1 +%ln(x—%+\/x2—x+1)— ln<2"x —%‘/xz—x+1).

6. a) r=1,p=2,q=-c.—=1€Z =

x!=y = 2xdx=dy %fy(1+2y)‘wdy=fx3(1+2x2)‘3/2dx
1+2y=t’=dy=tdt

_1 %1 ., 1 a1 -1
_zf t .tdt-4f1 t2dt=2t+tH+C

2
LAy L i/ ——L—)+cC
4 1+ 2y 4 J1+2x2

1/ 1+x2
1 1+x* ), ¢
2( 1+2x2)

dx _ _ __1 r+1 _
b) fm, r=0,p=4,q= 4EZ, o +q=0€Z

=y = x= o
dx = — t3 (t4 _ 1)—5/4

dx i\ s
[W=_I(tt4 ) £3(t4-1) " at
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=— [@*- D t2dt=~ ft4t21dt

t2 _At+B . C D _1
Bl t2e1 Tt-17t41c B9 C=

N § i1 1

= 2ft2 dt- ¢ [2gdtr 3 oy dt
1 1

=——arctant—zln|t—1|+Zln|t+1|+C

2
Yxi+1+1
Vxt+1-1

+C

= —%arctan x4+1+= 1 ln

dx _ _
C) fﬁ:f}( 1(1+X5) ]’3dx

=-1, p=5, q=- r+1

P
tz(t;3 1)-%5dt

=0eZ = 1+x*=t3 =

oalo—l

x= ()Y = dx=2

- -1/3 — _ 1NV -,_3_ - 1) _§ t
[+ x5 dx= @3- DB 2423~ D740t = s/t

t _ A 4 Bt+C
t3—-1 t-1 ¢2+t+1

t=At+t+ 1)+ t-1)(Bt+C) = A= c_% B=—%
1 _t,1
f dx =§f~3—dt 3 3 3
x¥1+x53 B67t-1 5/ t2+¢+1
_1 .1 2t+1 3 1
—5111[t 1 10 t2+t+1dx+10ft2+t+1
_1 -1l 2 3 1
= Inft-1|-F5In[t2+t+ 1]+ ) 3
(+§) 4
-1 _112_ 2 /3 2t+
_lolnlt 1! ln[t +t+1|+ arctan/5 +C
t—1)2 /_ 2%+ 1
10 n—t2+t 1+ 5 arctan——— 7 +C
2
1+x5-1 35 —%
=Lmn ( ) +L73—arctan————2 L+x’+1, ¢

10 (3,/1+x5)2+§/1+x5+1 5 /3
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=fx‘3’2(1+x3’4) dx (r——%, =%,q=—%)

d) I=f¢
1+

rtl__2 1+l cm1ez = x¥e1=t0

p 3’ p
= x=(t3- D)3, dx=- f;- (3 - 1) 32 dt=-4t2 (3 - 1) dt

1 % 2443 3
_1) (= 4).t2¢3-1)" dt=_4ftdt

I= /@3- 1)2(1+ 5

——a+C=— 2w 1) 0

Yx 13 13y-12 1 1 1
e I=/ 1+3:/;dx-fx 1+x®)2dx, r=2, p=3, 9=~ 3
r1;L>1=4€z, 1+xB=t2, x=(t2-173, dx=6t(t?— 1)dt

I= [(£2-1)t16t(t2- D2dt= 6 [¢2- 1%dt = 6 [£5-3t4+ 32— 1 dt

_elt’_8.5 i3
_6[7 5t+t ti+C

_ (1+)'<71’3)7/2 3 (1 x84 (1+x8)32- 1 —x1/3| 4+ C
- 2
0 1 e ) o, e, b 0=

%—=3e Z= x2— 1=t3, x=(t%+ )2, dx=%(t3+1)‘”23t2dt

(] [VS]

[t3+ D2 4262¢3+ D) Pt = 5 f(t3+1)2dt

6 3 =3 47,344
ft T2t3+1dt =7 7+ t+2t+C

N

N
pA

~ B %(XZ— D%+ 2 x?- 1+ C
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BOLUM PROBLEMLERI
Asagidaki integralleri hesaplayimz.

fx+1
3

3/3x + 1
fx¢x2—1
dx
5 fx3+ax2
fcos(lnx)dx
9 sinxdx
' a2+ cos?x
e*-2
11. mdx
13 €oSX
*J sinx
arcsin/x
15, [aesin/ g
17. f1+tanx
19. f x2- 2x+2
xdx
2 i
cos3xdx
23. [1 sinx

25'f (1+ sinx)dx

sinx(1+ 2cosx)

- 2
27. [ —V9x4" dx

e
2d
o fﬁ

dx
1+e*

33.

N

-

10.

12.

14,

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

f dx

Yx +/x
__dx
x cos?(Inx)

IL
Jx(A-x)

fxcoszxdx

f dx
(sinx + cosx)?

1+ sinx
x4+1
x3+ x2
a*dx
ax+1
f dx
2x2-4x+9

IL
x+ D21 +x2)
dx

2sinx+ 3cosx—-5

f1+3sin2x

[

dx
SR A)
f,/l+ /x dx
f(e"+ 1)3e"dx

je"sine"dx
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x5 Inx
35. [ dx 36. fﬁdx
dx CcoOSX
37. f(1+x2)2 38. [1rees
. dx —dx
39. fx/m 40. 1+ sinx + cosx
41. [/1+sinx dx 42. f|x|dx
43, X arcsinx 44, dx
N-x? Ly s
45. f siny/x dx 46. f sinx.e ~®8* dx
2
47. [x2e™ sinxdx 48, [Xdx_
(x2+ 1)
dx sin?x
49, 0.
fx4+ 16 5 f1+s1n2
dx dx
51. bz0 52. #0
fazsin2x+b2cos2x(a *0) f(asinx+bcosx)2 @ )
53. [—3X _(a50) 54. [/3-x° dx
1+acosx
xdx J/3-x2
55. [ Ty 56. [ e dx
/o2
57. fxT”dx 58. [/xZ+5 dx
J2-x—-x2
. [T S
61 dx 62 sinxdx
*J sinx + cosx "/ 5+4sinx
dx 2 2 a+ tanx
63. facosx+bsinx (@®+b"#0) 64. 1-atanx dx
dx
65. fazcoszx—bzsinzx 66. 1+ cosx
67 J 5+ 8cosx 68. /27 sinx
sinxdx dx
69. 1+ sinx 70 f sinx(1 + sinx)

sinx cosx
72

dx
71. dx e
fa2c082x+b2sin2x /x‘/xa‘—aa‘
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] [ers ]

x+1)e*
%2

f x2dx

(x sinx + cosx)?

73. dx

75.

dx
77. f1+3/;

7. [ At i
81. fcos/;dx

inx — X
g3 (Sinx 5cos
sinx + cosSX

dx
74. fx(x+ D +2)...x+p)

(pe N)

N
76. f%dx
78. IT)S%&
80. f(h:{—’;)zdx
82. (1%:;‘“)3

[Yol gosterme : sin x — 5 cos x = a (sin x + cos X) + b (cos x — sin x) egitligini

saglayan a ve b sayilarim1 bulunuz.

COZUMLER

-1

53
+C= Bx+1) +(3x+1)% C

3
1. 3x+1=t3=x=1t T = dx = t2 dt
x+1 t3+2)
tdt=
f33x+ f 5

15 3

2. ekok(2,3)=6 = x=t% = dx=6t5dt

6t5dt

f:?/_h/-
t2

=6<t—3—-—+t—ln[1+t|)+C=

3 2

3. x=—1_ o gx=S0t g
cost cos?t
sint
dx cos?t d
= t
fx xZ-1 f 1 1
cost y cos?t

-arccos( )+C

_ t3 _ 2_ __1
e 6f1+tdt_6f(t t+1 1th)dt

2/x — 3x18 + 6xV6 — In |1+x1/6| +C

_sint .
f°°s Ldt=fdt=t+C

cos?t
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4. Inx=u = du=%dx

dx du
=t C= C
f xcos?(lnx) f cos?u anu tan (In x) +

1 — —

5. x_f:dx-—tzdt
_1
_ t? t
x+ax2 fz(x+a) f 1 de -f1+atdt
§E+a
1

—_ffl__a |gq_Ll/a 5 1

- fa at+1 dt_az at+1dt afd’c

—21n|at+1|——+C-i2 3+1’—l+0

ax

dx dx dx

6. = =
f‘/x(l—x) '/./x—x2 f‘/l_l+x_x2
4 4
. dx ‘%—X
=/ 5 2=—arcsin +
1 1 1
2) -(3-%) 2

=— arcsin(l- 2x)+C

7. u=cos(lnx),dv=dx=>du=—%sin(lnx)dx,v=x

u = sin(lnx) = du=cos(lnx)- —
dx

fcos(lnx)dx xcos(lnx) + fsm(lnx)dx,

dv=dx v=x
=xcos In x + x sin (In x) - fcos(lnx)dx

= fcos(lnx)h:%coslnx—%sin(lnx)+C

8 u=x, dv=cos?xdx = du=dx,
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_ 2 g = L _x_ 1
v—fcos xdx—zf(1+cos2x)dx-2+4sm2x olur.
2 .
2 X g x* _ (sin@x)  x
fxcos (x)dx =1 sin(2x) + 5 f( n +2)dx
_X cos2x  x?
_4sm(2x)+2+ 3 4+C
9. cosx=t = dt=-sinxdx
f&d}(=—f du =—larctan£+C=—larctan(M)+C
a%+ cos?x aZ+t? a a a a
10. tanx=t = dx=Ldt, sinx:—t—, COS X = 1
1+t2 J1+t2 J1+1t2
dt
1+t2 dt 1 1
= =- +C=—+——+C
f(smx+cosx) -/( 1+t 2 (1+t)? 1+t 1+tanx
,/1+t2)
e —2 1
1 f f 2x+4 - e”‘+4dx
er _f-Gu _1 u_1 er x_
fezx+4dx—/u2+4—2arctan2-2arctan(2), [e® =u)
1 e~ 1 -8 %
dx= [ ———dx=- = | ————dx
/e2"+4 f1+4e‘2‘ 8f1+4e‘2‘
_ 1 oxy _ 1 e*+4
= 81n(1+4e ) = 8ln ok )
oldugundan
ex-2 . 1 N\ 1. [(e*+4
e2x+4!dx arctan<2)+4ln(——e2x )+C
bulunur.
X . 2t 2
12. tan§=t = smx=1+t2, =1+t2dt
_2_
dx 1+t2 2 2 _ 2
— = dt= dt=- +C=——"—+C
f1+smx -[1+ 2t 1+ t)2 1+t 1+tanX

1+t2 2



[2r8 | | BELIRSIZ INTEGRALLER

13. sinx=u = du=cosxdx
de=f—d—u=ln|u|+0=ln|sinx|+c
u

sinx

x*+1 1 1
1 B exole g o

[ELL - f(x—1)dx+fx}rldx+/xsix2dx

X +X
_L
1 t 1 1
dx= dt -l e La
fx3+x2 fl(1+t) I [x ' ¥
t3
= [t L timfiet)=-Lomp+dl
1+t X X
fx 41 5 dx= —x —x+ln|1+x|——+ln‘1+ 1‘ +C
X +X
15. /x =u=du=—t=dx
2/x

fg%& dx = f2. arcsinudu = 2.(u arc sinu +/1-u?) + C
X

=2(\/;arcsin\/;+,/1—x)+C

16. a*=u = a*lnadx=du

—a* 4x= A1 du _ 1 arctanu+ C = 1 arctana*+ C
a*+1 Ina’ y2+1 Ina Ina

17. /1+tanx

tanx=u => 1 +tan’x)dx=du = (1 +u?) dx =du

f = [ du ~lrdu 1ru-1
1+ tanx A+u2)l+uw) 271+u 2/ 1+y?
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In!l+ul ——1n(1+u2)+%arctanu+C

l\')h—‘ [\’JII—!

In {1 + tan x| —-—1n(1+tan x)+%x+C

18. 2x2 —4x+9=2 x2—2x+1—1+%]=2 (x—-1)2+; =14
2x2-4x+9 14

o _—l—f['—l‘_—dx=—-‘/zarctan( x-1

()]

-5 2x 10
19, [—X792 4x
fx2—2x+2 2 2x+2

1
dx—-4 [—2
fz 2x+2 fx2—2x+2

1 2x-2 1
Sl 22 gy4f L
27 x2-92x+2 f(x—1)2+1

= -;—ln‘xz— X+ 2| —4arctanx— 1)+ C

. dx
20. f(x+ D21 +x2)

1 _A . B Cx+D
x+1D2Q+x2) x+1 x+1)2 1+x2?

1=A1+x) (1 +x?)+B1 +x2) +(Cx+D)(x+1)?

x=-1 = B=%

x=0 = 1=A+B+D = A+D=%

2
x_)+1
7

J1
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x=1= 1=4A+2B+(C+D). 4 > C=——;—

x=2 = 1=15A+5B+(2C+D)9 = 5A+3D=%

Bu denklem sistemleri ¢oziilerek A = § , D =0 bulunur.

dx
'[(x+1) 2(1+x?%) 2fX+1 +§f(x+1)2 2[1+x

—2-ln|x+ 1|—————1n(1+x2)+C

X 1 -
% e e e e ST e a

_ 1 2
_—2ln|1 X |+C
X . 1-t2 2
22. tan§=t=>s1nx=1+t2,COSX=1+t2’ =1+t2dt
_2
dx =f 1+t2
2sinx + 3cosx -5 4t +3(1—t2)_
1+t2 1+t2
1 dt
—f—————dt=-
f4t2—2t+1 f4 1\?, 3
(-3) + 1
1 4t——1)
= ———=arctan +C
yartan{ £
1 4 X 1
= ———arctan| —tan= - —= |+ C
et Friang - 1)
93, fCOS f(l_sm X) -cosx dx fu=sinx, du = cos x dx ]
1—s1nx

2
=f(1+sinx). COSXdX:f(l-{-u)du:u-}-.u?.*.C

in2
Sll’lX+C

=sinx +
2
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24, tanx=t = sinx =

, cosx:—l-——-, dx=Ldt
J1+t2 J1+1t2 1+t2

2t
1+t2

1

sin 2x = 2 sin X COS X =

- 1+t2 1 1 t+3=u

- = = dt = [ ———— dt

-/1+3sm2x 1+ 6t -[t2+6t+1 f(t+3)2—8 ldu=dt ]
1+t2

=fu21_ du_4/_ (f du- fu+/_ ) 4‘/_{1 3+§]+C

_ 1 t+3 /_ +C= 1 tanx+3—/§
4/§ t+3+/_ 4/— tanx+3+/§

+C

2
25. tan-’S:t, sinx=—&——,cosx 1-t , dx = 2 dt
2 1+t2 1+t2 1+t2

2t

1+si e £2 +2t+1
f . + S1nx dx=f 1+t f dt
sinx (1 + 2cosx) 9% <1+ 2—2t2) 1+t2 t(t2-

1+t2

1+t2

%f%—2+/§f dt _2- /_f

t+/3
=§1n|t|_2+_3ff‘>_1n|t_/§|_2_-3@1n|t+/§|+c

1
=3 In|ta

)2( —(2+/§)1n

tan - /3| - (2- /3)In

tan—’2‘-+/§\ +C

dx
26. f/x___dx (Ax+B) /x? —4+/1f/xz__‘I =

x?2 Ax2+ Bx /1
=A 4+ =
x2-4 Jx2- /x -

x2=2Ax2 +Bx—4A + A = A_—2—, B=0, A=2

'//);;ix_ ;x\/x - +21n(x+‘/ )
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217. 2x=3sint=>x=%sint, dx=%costdt

A2 —Qain? 2
[ gy o O 9SIT 3 ooy gy o5 [0t g
X sint

3 .. 2
D) sint
(1-sin®t) .. _ 1 .. .
f Sint t_B/sint dt 3fsmt dt

=3COSt+3fsil_ntdt

1 . ..
I = f Sint dt integralini hesaplayalim.
2

tan£=u=>sint=

2 1+u?’ dx=1+u2du
Il:fsmtdt f1+u 1+2u du= f%du:ln|u|+C=ln tan% +C
=>f 9 dx 3cost+3f—dt 3cost+31n tan§ +C
= 3 cos (arcsin%) +3In tan% (arcsin%) +C

1
2/x

=f%=2ln|u|+c=2ln|1+/;!+c

28. 1+/x=u = du= dx

dx
f/?:(1+/§)

29. ekok (2,4)=4, x+1=t* = dx=4t3dt
dx _ r4tddt _ t2 _ a 1
fx+1+4x+1 _ft2+t—4f1+tdt-4f<t 1+1+t)dt

= 4(% —-(x+ 1)1/4)+41n|1+(x+ 1)1’4| +C

1 1 _1 r+1
30-r—01p—2, q_27 q_2 p
=1+/x=t2 = x=(t%2- 1)2, dx=2(1#%-1). 2t dt

[+ /X dx:ft4t(t2—1)dt=4[(t4—t2)dt=4(t—5-t—3)+0

5 3

=2e€Z
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31.

32.

33.

34.

Y (0 R
xX3+2=u = du=3x%dx
]/%du%fd =Z/uisc=2/7F24C

e+1l=u = du=e*dx

_4+C=.(.ex+—1)4+c

f(e’+ 1)3e"dx= fu3du= 12

4

ef=u = x=lhu = dx=%du

f1+e = u(1+u) du = -[(

=ln|L‘+C=ln e
1+u 1

e=u=e*dx=du

)du-ln|u|—1n|1+u|+C

x+C

fe"sine"dx=fsinudu=—cosu+C=—cos(e")+C

x5 x5
35. fxlz_ldX=f(x6)2_1dx
_1/ du
=6/ 21
=_2
_ 1, |x5-1
g PO
36. u=Inx, —%

_ 12/(__

(lnlu 1|- 1n|u+1|)+C- 1ln‘u 1

[x6=u=>du=6x5dx]

u+ 1>du

+C

+1
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f%dx=2/;1nx—f2/;'%=2/;lnx— 2[%
=2/xlnx- 4/x+C

2x
37.u=1+x2dv=dx, duzm, v=xXx
f dx = 2/ X _,9 x2+1D-1
1+ x2 1+x ( ) T1+x2 1+x2%)?
1 1
Y g —,
1+x f f(1+x2)2
X 1 X
—1 =Larct — X _.¢
=>f(1+x2)2 2f1+x T oexy et Xt ot
2
38. tan§=t=>cosx=1—t, = 2 dt
2 1+t2 1+t2
cosx _ (fcosx+1)-1 ., _
1+c0sxdx_ 1+ cosx dx_fdx f1+cosx
_2
2
=X - %dt:x—fdt:x—t+0=x—tan%+c
+
1+t2
39. Lot = ax=-1gt
X 12
—1
/ f dt=—f¢
xe2+x+ 1 /1 _1 J1+t—t2
t t2 t
[
=— = — arc sin +C
5 _ (t_;) 5
4 2
2%-1 (325—1)
= — arc sin [ £==| + C = - arc sin +C
22) %
. [2-x
= —arc sin +C
%2)
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_ 42
40. tan£=t, dx=idt, sinx:——z—t——, cosx=1 t
2 1+t2 1+t2 1+t2
2
dx _ 1+t2 _r_1
1+ sinx + cosx _f % 1-t2 dt_f1+tdt
1+ +
1+t2 1+t2
l+tanX|+ C

=In|l+t|+C=1In

41. f/1+51 dx = f/51n2—+cos 2+2sin§cos%dx
2
- i X X = inX X
—f/<s1n2+c082) dx f<s1n2+cos2)dx

=—2cos§+2sin-’25+C

2
x>0
a2 =% 33,
1 1
> =xx+C >0 |=x|x|[+C,x=0
f|x|dx= -I’de’ x20 _ 2 % x| -lx|x|+C
f—xdx, x<0 —x(—x)+C x<0 §x|x|+C,x<0 2
X _ . _ — ) _ 1
43. ﬂ__x_zdx-dv,arcsmx_uzv— J1-%%2, du= 1__dex
fw/_c%ﬂx—dx— \/l—xzarcsinx+f\/1—x2~/1i7dx
—J/1-x2%arcsinzx+x+C
44, Lot o ax=-Lat
X t2
[ L S
x2/x24+x~ / +1 1_ 1+t—t2
t2 1
2(t—%)+1
dt
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1 1 1
=—§f 2dt—§f = dt
5_(1-1) 5_(1-1)
4 2 4 2
5, 1\ 1 . {2t-1
=7 (t 2) 2arcsm( 75 )+C

45. [x =t=>x=t2 = dx=2tdt
fsin/)—(dx =2ftsintdt [u=t, sintdt=dv=du=dt, v=—_cost]
=2(—tcost+fcostdt)=— 2tcost+2sint+C

=—2/x cos /x + 2 sin/x + C

46. —cos x = u = du = sin x dx

fsinxe‘“’s"dx = fe“du: e+ C=e* %4 C

47. u=x%, dv=e*sinx dx, du=2xdx, v=fe2"sinxdx olur.
U=e** ,dV=sinxdx = dU=2e*dx, V=-cosx olacagindan
v=—e2"cosx+2fe2"cosxdx
=—e2"cosx+2[e2"sinx—2fe”‘sinxdx]

—e% cos x + 2 sin x — 4fe2"sinxdx

=%e2x (2 sin x — cos x)

olur. Buna gore
2

M

fx2ez"sinx dx = 2 e2* (2 sin x — cos x)—%fxez" (2 sin x — cos x) dx

o, e

ex— %fxez"sinxdx+ %f xeZ cosxdx
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_x% o 47,27 .
=5 e " sLtsl

bulunur.

_ 2 . 1.2 . 1 :
I_fxe smxdx_x.5e"(2s1nx—cosx)-—5fe2"(2s1nx—cosx)dx

_X 2 : _ _2 : 1 ox
—5e (2 sin x — cos x) 5fez"s1nx+5fe cos x dx
=§e2"(2sinx—cosx)—g-lez‘.(ZSinx—cosx)

5 5 5
+%(e2"sinx—f2e2"sinxdx)
_e* S _4. 2 ey 21 2x o
=3 [2x sin x — X cOS X 5s1nx+5cosx+smx) 55e (2sinx—cosx)
_ex —_— o 2 P 2
=5 [2x sinx — X cosx 5smx+5cosx+smx 5s1nx+5cosx
=ﬁ(2xsinx—xcosx—gsinx+icosx)

5 5 5

. . . 2 .
I,= f xe2 cos x dx = e®*sin x-2 / e sin x dx=e%* sin x— 5 e?*(2 sinx—cosx)

e .
=—5—(smx+2cosx)
oldugundan

2% e2" . ez‘ .
fxe cosxdx:x?(smx+2cosx)-— f—5——(smx+2cosx)dx

_xe* o _ 11 oxioginx— _2eX
=5 (sin X + 2 cos Xx) 55e (2 sin X — cos x) 55
(sin X + 2 cos x)
2
_X% x_4 2
olur. O halde I = 5e 511+5I2
2
[ v2aa _X% o _ 4
I_fxe smxdx_5e (2 sin x — cos X) 5
eX . 3 . 4 .
(5)(2xs1nx—xcosx—5smx+5cosx)
2e™ o 2 nxsleosx Zemxo 4
+55(xsmx+2xcosx—5smx+5cosx 5smx 5cosx)
X
=;—5[10x2sinx—5x2cosx—8xsinx+4xcosx+l5—2—sinx—15—6cosx

. 4 . 2 4 . 8
+ 2x sinx + 4x cosx — 5s1nx+5cos —551nx— 5cosx)
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eX 4 22
—2—5[10x sinx — 5x2 cosx — 6xsmx+8xcosx+§smx—?cosx]

olur.

2 x2+1)-1
48. X __dx = dx =
-/(x2+ 1)32 x2+1)32 (x2 +1)1’2 '[(x 241)%2
[x=tant= dx = 12 dt ]
cos“t
1 1
cos?t cos2t
= f dt- [ dt = f oot 4t- [ costdt
cost cos3t
1+ sint 1+,/1x 2
+ sin . _ rx*|___X
oSt sint+C=1n 1 et +C
i
_1n|\/1+x +x| +C

1+x2

49. x =2t denirse dx=2dt

dx  _ 2dt f
x4+16 J 16t*+16 8 t4+ 1
integrali elde edilir. Bu integral sayfa 262 de i) sikkinda hesaplandi.

1

e olur.

dt,

50. tanx=t = dx=1

. t
Sin X =
J1+t2

sin®x (sin®?x+1)-1 1
—— = dx = dx = [dx- | ———dx
1+ sin®x x f (sin®x+1) f fsin2x+ 1

X — f 1+ X_f2t21+1dt

1+t2

X - Larc1:an\/§t+C=x— Larctan(/ﬁtanx)+C

/2 /2
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1
t
51. [ dx - [—cos’x e
aZsin?x + b%cos?x - a2tan?x+Db? du= —
cos2 x
/ du __l_f du
2..2 27 .2 2
au’+b a u2+(§)
_1 a tan( 2% 4 C = 1 a
—a2~Barca Yy + _garctan Btanx +C
1 tanx = u
53, [——& = [—cos’x
(asinx + bcosx)? (atanx + b)?2 du=
cos2 x
/’_di.__;l. 1 -1 ¢
(au+b)2 a au+b a(atanx +b)
dx
1+ acosx -l<a<l)
X 1-1t2 2
tan§=t=>cosx=—1—+—t§, =1+t2dt
2
dx 1+t2 2
= = [ ———dt
1+ acosx f1+a(1—t2) ftz(l—a)+a+1
1+t2
_ 2 dt __ 2 J1-a t
=T t2+a+1_1—a /a+—1arctan —= +C
1-a 1-a
-2 arctan( 1-a tan§)+C
1-a l+a 2
54. [/3-x? dx
3 sint = dx = /3 cos t dt
f/3 x2dx = /‘/—‘/1 sin?t ./3 cos t dt = 3[cos2tdt 3] cos2t dt
3 3 X 3. X
2t 4s1n2t+C-2arcs1n(‘/§) 4sm<2arcsm/§)+c
55, [ XX --1f “2X_ 4y =- /3-x2+C
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3sint= dx=//3 cos tdt
f/:?d)(:f(/_\/l sinZt )/§cost 3

2
dt = -S- [£os td

/3 sint /37 sint
= 1 g ;
=/3 [ - dt- [/3sintdt

1. .
I = f provs dt integralini hesaplayalim.

tan£=u=>dt= 2 du, sint= 2u
2 1+u? 1+u?

_2
_ [_1+u® 5 _ 2 2
Il_f on du-f(u+1)2du- u+1+C1

1+
1+u?

= 3-x" dx= ./_I +\/§cost+C——2 3cost+C
J== e

=—2 /_ 3 cos (arcsm—)

1+ tan—

1 . X
=-2/3 + /3 cos | arcsin-—= )+ C
( /?_»)

1+ tan% (arcsin—x—>

/3

Jx2+x x2+x x+1
57. dx=
SR e [ s e
x+1 __ 2x+1 1/2
Jx2+x 2/x%2+x  J/x2+x

=/x2+x —%ln(x+%+ x2+x)+C

58. x=/5tant = dx =5 (1 +tan?t)dt
[/x%+5 dx = [,/5(tan2+1 /5 (1+tan’t)dt = 5[

cost coszt
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_ 1 _5 sinx . 5, [1+sinx
_5fcos3t dt=3 c082X+Zln\ S o|tC
1 r&x+1)-1
59 X dx = = dx
fx2+x+1 27 /x2+x+1
1 2x+1 1 1
= = dX_ dx
2'[ xZ+x+1 2f xZ+x+1
=‘/x2+x+1——f 1 dx
2 1\%, 3
<X+§) +Z
=\/x2+x+l—%lnx+%+ x2+x+1|+C
dx -1-2x 1
= —_— — 2 = — D ee—————— —— —
60. u=y2-x-—x2,dv xz:du 2‘/2_}(7_xzdx,v -
f‘/2—x—x2dx=_\/2—x—x2_f 1+2x dx
x2 X 2x/2-x—x?
1
=\/2—x—x2_f 1 dx—lf dx Ty
X 9 1\?2 2/ x/2-x-x2 |ax=-Ladt
Z—(X+§> t?
2-x—x? . 2x+1 1 dt
=-Y£ = = _arcsin +
X 3 2/§f (t—-]; 2_1
4) 16
2-x-x2 c2x+1, 1 |1 1 [[1_1\> 9
=— = arcsin=g +2‘/§lnX 4+ (x 4) 16 +C
61 [—9x
sinx + cosx
X . 1-t2 2
tan§=t = s1nx=1+t2, cosx=1+t2, dx=1+t2dt

2

dx _ 1+t2 _ 2 _ 2
sinx + cosx —f o +1—tz—'f1+2t—t2(1‘6_'-[2—(1;—1)2dt
1+t2 1+t2
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2 _ A + B
2-¢t-1% /2-t+1 /2+t-1
/3 A-B=0
2=/2A+B)+(B- A)+t(A-B) = A+B=/3 =
=L gL
/2 /2

2dt 1 1
f1+ 2t— t2_/‘/f+1 t ﬁLTff—tht

1
—/—_-1n|/_+1 t|+———ln‘/_ 1+t|+C
___1_ +L _ X
= 2 /Eln‘/ﬁ 1+tang|+C
sinxdx
62. 5+ 4sinx
tan%:t:sinx:%,dx:lftzdt
sinx (4sinx + 5) - 5 ax=1 _5
5+4sinx f 5+ 4sinx _4fdx 4j5+4sinxdx
_2
1 5/ 1+t% 51
RSN VA di=gx f5t2+8t+5dt
1+t¢2
4
t+ =
_1__5 1 _1. .15 5
=X 2'/‘ A o =4X 23arctan 3 +C
5 (t+§) + 58 5
1.5 St+4
-4x 6actan 3 +C
=lx—§arcta 5tan§+4 +C
4 6
3
X -t2 2t 2
63. tan ny= t, cosx=1 (2 snx=1+t2, =1+t2dt
2

dx ) 1+ t2 2
facosx+bsinx —fa(l—tz) b 2t dt_fa+2bt—at:2 dt
1+t2  1+t2
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_2 dt
—afa2+b2_(t iy
2
a a
._b_/a7B?
_2. a In a a +C
a 2./aZ+b? | _b_ /a’+b?
a a
(b+/a2+b?)
tans - | ——~
2 a
= 1 ln +C
/a?+b? x _[b-/a%+b?
tans - | —Y= 2
2 a
64. tanx=t = (1 +tan®x)dx=dt = dx = dt
1+t2
I= a+tanx dx = r a+t
fl—atanx /(1—at)(1+t2)
a+t A Bt+C
- + A=a B=1,C=0
(-at(1+t2) L-at 1+t2 = &
_ a t __ _ _]; 2
I_fl_atdt+f1+t2dt— In|1 - at|+ 5 In|L +t%+C
=—1n|1—atanx|+%1n|1+tan2x|+C
dx 12 dt tanx =t
65. 1= = €8 X __gx= [ 5——
fazcoszx—bzsin2x faz—bztan2x x faz—bztz dt= 12 dx
C0S4 X
1 A B

a7- b7t @-bp T arbt " 2ATBITHAD-BY = b= 0)

-1 p-1
= a2A=1= A_2a’ B_2a

1 1 1 1 D ST 1

L= op Jamw 25/ auppdt=—ga Inla bl + 5y Infa+ bt|+C
=1 ,|atbt) ~_ 1, |a+btanx

_2a1n a—-btl+c_2a1 a-btanx +C
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66. tanz—t, cosx-1+t2, dx-1+t2dt
_2
- dx 1+¢t2 _ _ _ X
J T3 eoss +L¢2m_fm_t+c_mn2+c
1+t2
—t2
67. tan§=t, cosx:1 t , -2 dt
2 1+t2 1+t2
2
dx  _ 1+t2 _ 2 _1 dt
f5+3cosx~f5+3(1_t2)dt_/8+2t2dt'4f1 £\ 2
1+t2 +(§)
tanX
=1 tie=l 2
=5 arctan2 +C 5 arcta 5|t C
X . 2t 2
68. tan§=t, smx=1+t2, dt=1 5 dt

1
t+ 5
2 2 _ (m+1)
= = arctan| + C=—=arctan| +C
/3 3 v /3
2
2tan= +1
2 2
= —= arctan| +C
/3 /3
69. tan>=t = sinx = 2t , =2 dt
2 1+t2 1+t2
sinx (sinx+1)-1
i X =
1+ sinx

1
1+ sinx dx=fdx_-[1+sinx
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2
_ 1+1t2 o 1
=X = ot dt =x 2/(1; e
1+t2
-x+t+—1+C x+ 2 +C
tanX +1
2
X . 2t 2
70. tan§=t, smx=1+t2, dx=1+t2dt
2
f _f _f 1+t2
s1nx(1+s1nx) ( L2t ) Tt 2+ 2+ 1)
1+t2 1+t2
=/ 1+t2 f
tt+ 1)2 &+ 1)2
=1n|t|+2ﬁ+0=ln tanzz(— +L+C
tanX +1
2
71. tanx=t = dx = dt
1+t2
_t
sinxcosx tanx 1+t2
dx= | —&= dx= [ —T- _dt
fazcoszx+bzsin2x fa2+b2tan2x a2+b2t2?
t
= dt
f(1+t2)(a2+b2t2)
t =A1;+B Ct+D
(1+t2)a2+b2t2) 1+t2 a2+b2t2
t =t3(Ab%2 + C) + t2 (D + Bb?) + t (Aa? + C) + D + Ba?
b2+C=0
D +Bb2=0
Aa’?+C=1 Ba’?=Bb’ =>B=0=D=0
D +Ba?2=0
2 2y _ _ 1 _ b2
A@*-b% =1, A= opt’ C_bz—az
sinx cosx
=>f dt

aZcos?x + b2sin? x T a2 —bzfl t2 —azfa2+b2t2
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-1
2(@2->b2)

_ 1 ( 1+t2
2(a2-b?2) a+b2t2

1
ll’l(l‘f'tz) + mln(a2+ b2t2) +C

J+c

_ 1 n( 1+tanx )+
2(a?-b?%) \a2+b2tan?x

72. x"= 25 o nxtldx=an S0 gy

ost cos?t
sint
[ dx =f x"~1dx =a_"f cos?t dt
Jx/xm—ghn x"/xP—gx n an Ja®(l-cos?t)
cost cost
=L/.dt:L+C=iarccosa—u+ C
a" a® a® xt
73. x+1)e*=u = du=—-xe*dx, dv=g2 = Vv=— 1
X X
f(x+ l)e % dX__(x+1)e x fe"‘dx x4+ 1)e x+e"‘+C
x?2
=— =e*+(C
dx
| Tt DT (pe N)
1 :ﬁ_{_ Az + Ap+1
xEX+Dx+2)..(x+p) x x+1 7 x+p

1= A, (x+1) (x+2) ... (x+p) + A, x(x+2) (x+3) ... (x+p)
..+Ap_1x(x+ 1)(x+2)—(x+p—2)(x+p)+Apx(x+1)...(x+p—1)
x=0=2A,=123..p=2>A;=p!

_1
(p—- D!

x=-2 = A;=(2).-D1..(p-2) = A3=2(p- 2)! = (-1)2 2! (p-2)!

=-1 = Ay=(-1)(D).(2)..(p-1) = Ay=-

Bu sekilde devam edilerek
A = =11/ (n - 1)! (p-n+1)! olacag gorilir.
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dx
=A In|x|+A In|x+1{+..+A In|x+p|+C
fx(x+ (x+2)..{x+p Inx|+ A, n| | P |x+p]
= In |xA1(x+ D42, ... (x+p)*|+C
P 1o
=1n’xpl(x+ - (x+ptY @ 1)!|+C
75 I—f x2dx o (X XCOSX
(xsinx + cosx)2 €oSX (xsinx + cosx)?
X _—u , .xcosx 2dx=dv denirse
cOsX (xsinx + cosx)
COSX + X sinx _ 1
du=—"—""—= y=———— olur.
cos?x (xsinx + cosx)
_ X f cOSX + xsinx
cosx (x sin+ cosx) cos?x(xsinx + cosx)

x + 1
cosx (X sinx + cosx) cos?x

X
=— - +tanx+ C
cosxX(xsinx + cosx)

76. f“l}/; dx= [x7V2(1+x"2)2dx

X
1 1 1
r=_§’ p=§7 q=§) n=2
1
-s+1
qe Z, —r;1= 21 =1 = 1+x"2=¢
2

x=(tZ- )%, dx =4t (t*-1)
,/1+/; _ 2 4 .3
/de=f(t2—1) 162)2. 4t (¢ - Ddt= [4t2dt=51t"+C

=%(1+x"2)3’2+C

77. x=t3 = dx =3t2dt

dx 1 t-
f1+?/§_ 1+tdt 3 [- 1)dt+3f1 dt=3

V3 _ 2
=3%+3lnll+x"3|+0

D +3In|1+t|+C

2
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X XCOSX du u = cosx + xsinx
78 fl+xtanxdx=fcosx+xsinxdx=-[7=lnlu|+C L = ]
u = xcosxdx

= In |cosx + xsinx|+ C

79. 1= f /x+ dx = [x752(1 + )V2 dx

__5 _ _1 r+1__ 3

r= 2, p- » q_2:>qEZ) p - 2EZ’

r+1 __§ lz_ 2

D +q= 2+2 leZ > x"+1=t

1 2t
= ,dX: dt
T (62— 1)2
\ 1132

_ (2_ __ 2 34— 3,0

1= far- vt 2o a=-2 [irae=-2urc=-2(1+2) +C
80. u=(lnx)2=>du=2(lnx)ldx, ng=dv = v=-1

X X X

(Inx)? 1 9 Inx B x
/—XZ—dX=—;(1nX) +2/7dx
=_—1—(1nx +2 _1n_x+f ] =(Inx )2—21&——2-+C
X X X

8l. /x =t = dx=2tdt
fcos/;dx=2ftcostdt, [t=u, costdt=dv, dt =du, sint=v]
=2tsint-— 2/sintdt=2tsint+2cost+C
= 2/% sin/x + 2 cos/x + C

82. tan>=t = sinx = ,
ang X Tt 1+t2

2
1+t2 1+t?
= dt=2 [ ——dt
f(1+smx)2 f(1+ % )2 1 +t)*
1+t2
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1482 _ A B C D
= + + +
d+t)t 1+t 1+ A+0° a+ot

1+t2=AQ+t+BQ+t)>+CA +t)+D

t=-1 i¢in D =2 bulunur.
1+t2=At3+BA+B)t2+BA+2B+C)t+(A+B +C +2)
A=0,B=1, C=-2

1 -2 2
I1=2 dt+ 2 dt+ 2 dt
f(1+t)2 * f(1+t)3 * f(1+t)4

2 2 2
- + - +
1+t 1+t)?2 30Q+t)°

-—=2 42 4 +C

X X2 X3
1+tan2 (1+tan2) 3(1+tan2)

83. sinx— 5cosx=a(sin x + cos X) + b (cos x — sin x)
=sinx(a—- b)+cosx(a+Dh)
a-b=1, a+b=-5 = 2a=—4,a=-2, b=-3

sinx— 5 COSX 4. COSX — smx
SinX - 5COSK gy gy 3 [COSX=sinx
sinx + cosx sinx + cosx

= -2x — 3 In|sinx + cosx| + C



BELIRLI INTEGRALLER

rant

{a, b] araligim
a<x1<x2<...<xn_1<b

ozelligini saglayan x, , X, , ..., X,,_; noktalar yardimyla n tane alt arah-
ga bolelim. Uygunlugu saglamak i¢in a sayisim1 x;, b sayisimda x, ile
gosterelim.

P=1I(xp,%,%Xy, .., X1, X}
kimesine [a, b] araliginin bir parcalanmasi veya béliintiisii denir.
[xg, x;1, [, %], ..., [x,,,x%x,]

araliklarina [a, b] nin P parcalanmasina karsihik gelen kapah alt
araliklari,

(%9, X)), (X1,%X9), e, (X, 1,%))
araliklarina da a¢ik alt arahklar: ad verilir.
Axy = Xy = Xy

sayisina [x,_; , x,] araliimin boyu veya 6l¢iisii denir. Alt araliklarin
boylarinin en biiyiigiine P par¢alanmasinin normu veya maksimal ¢ap:
denir, ||P|| ile gosterilir. Su halde,

||P||=maks[Axk:k=1, 2, .., n}

dir. Eger tiim alt araliklarin boylar birbirine esit ise bu par¢alanmaya
diizgiin parcalanma ad verilir.

TANIM
s : [a, bl & R bir merdiven fonksiyonu, P = {x,, x;, ..., X} , [a, b]
arahginin bir par¢alanmasi ve x € (x,_;, X)) i¢in s(x) = s, olsun.

b n
[sdx= 3 s, Axy =8, (%; = Xg) + «. + 8, (X, — X 1)
a k=1

sayisina s merdiven fonksiyonunun a dan b ye kadar integrali denir,
a ve b sayilarina da integrasyon simirlar: adi verilir.
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TANIM

f:[a, bl > R fonksiyonu simirh olsun. [a, b] aralifinin
P ={x x;, ... X}
parcalanmasi i¢in
M, =sup {flx):x,_;<x<x.},
my =inf { f{x) 1%, ; <x<x )

olsun.
g n
U, P)= 3] M, A x,
k=1
ve
n
k=1

toplamlarina, sirasi ile, f fonksiyonunun P par¢alanmasina karsiik
gelen Ust Darboux Toplami ve Alt Darboux Toplami ad verilir.

n
R, P) = 3 fl€,) Ax, toplammna f fonksiyonunun P par¢alanmasina
k=1

kargilik gelen_Riemann Toplam denir.

TEOREM

f:[a, b] - R smmrh fonksiyonunun [a, b] araliginda integrallenebilir
olmas igin gerek ve yeter sart Ve > 0 icin

U(f, P) - Af, P) <& (Riemann Sart1)

kalacak sekilde [a, b] nin bir P par¢alanmasinin var olmasidir.




[302 ] | BELIRLI INTEGRALLER

TEOREM

fve g, [a, bl de integrallenebilen fonksiyonlar olsunlar.

(a) o, Be R ise of ve Pg fonksiyonlar da [a, b] de integrallenebilir ve

b b b
[ lofx) + g ldx=a [ fx)dx+ B [ gk) dx

a

olur.
b

(b) 20 ise [ fix)dx20 dir.
a

(¢) f? integrallenebilir.

(@ £=0 ise /T integrallenebilir.

b
< f|feo]dx dir.

a

' b
(e) If l integrallenebilir ve f fx)dx
a

(f) f.g integrallenebilir.

[a, b] iizerinde parc¢ah siirekli ve sitmirli her fonksiyon [a, b] iizerinde
integrallenebilirdir.

f:{a, b] - R fonksiyonu monoton artan [veya azalan] ise f fonksiyo-
nu [a, b] de Riemann anlaminda integrallenebilirdir.

JUNVHUEE (integral hesabin temel teoremi)

f,[a, b] araliinda tanimlh ve Riemann anlaminda integrallenebilen bir
fonksiyon olsun. Eger her x € (a, b) i¢in

F(x) = filx)

olacak bi¢imde siirekli bir F :[a, b] » R fonksiyonu varsa
b
[ fx) dx = F(b) - F(a)
a

dir.
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TEOREM

f, [a, b] de integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

(1) Integralin degeri integrasyon degiskeninden bagimsizdir, yani
b b b
[fwdx= [f)dt=".= [f@)dz
a a a
ve
b c b
2) [feodx= [fedx+ [fedx
a a C

dir.

Simdi f nin F ilkel fonksiyonunun ézelliklerini veren iki teoremi ispat
edelim.

TEOREM

f, [a, bl > R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [a, b] tzerinde

Fx) = [fdt
a

esitligi ile tanimlanan F fonksiyonu f nin siirekli oldugu her noktada
turevlidir ve

F(x) = fx)
dir.

¢ : [a, b] > R sirekli tiireve sahip bir fonksiyon ve fde ¢ nin goriin-
ti kiimesi tizerinde stirekli ise

b ob)
[(p®)@'®dt= [fodx
a @

dir.

TEOREM

fve g, [a, b] arah@ uzerinde siirekli ve (a, b) de tiirevli olsunlar.

b b
[ %) g'(x) dx = fib) g(b) - fla) gla) - [ £(x) gx) dx
a a

dir.
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V0B (Birinci Ortalama Deger Teoremi)

fve g, [a, b] araliginda tanimh ve g ile fg bu aralikta integrallenebilir
olsun. g, [a, b] iizerinde her yerde aym isaretli ve f sinirh ise [inff, supf]
arahginda oyle bir k sabiti vardir ki

b b
[fe).gdx=k [gdx
a a

dir. Eger f fonksiyonu [a, b] de siirekli ise [a, b] arahgindaki en az bir
X, noktasi i¢in

b b
[fogmdx=1fxy) [godx
a a

olur.

PROBLEMLER

1. Asagdaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin [-1, 3] araligindaki
integralini hesaplayimz.

(a) fix) = x| (d) flx)=|2x]
(b) fx) =[~x] () fix)= x+%
(c) fx) =2 [x] ® o0 =[x]+ x+%ﬂ

b b
2. fﬂxﬂdx+ f[[—x]] dx=a-b oldugunu gosteriniz.

a
3. Vne N igin f [[x]]dx=% oldugunu gésteriniz.
0

4. x20 igin filx)= f [x] dt olsun. f fonksiyonunun [0, 4] arahgindaki
0
grafigini ¢iziniz.
2
5. f[[xzﬂdx= 5-/2 — /3 oldugunu gosteriniz.
0
9

6. (a) jﬂﬁ“dt integralini hesaplayimiz.
0

n2
(b) Yne N igin f I]./f “dt=n_(n—_1é(4n_+12 oldugunu gosteriniz.
0
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7. Integral tanimindan yararlanarak asagidaki integralleri hesaplayimz.

1 1 1
(@ [xdx (b) [x2dx (© [x%dx
0 0 0
b 10
(d) [exdx (e) [2xdx
a 0
8. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
8 6
3 - 100 Y g L
(a)of(/ﬁ+/§)dx- 3 (b) 2f/x 2 dx= 3
1 4
x dx 9 dx 4
—_X&X _InZ — & _  _1nz
(© (;/x2+3x+2 o) () 5/.x2—3x+2 1n3
L 2
x3dx _ @ f dx _7
(e)ofx8+1 16 U
5 1 2
dx /5 yddy 1, 1+/5
X _Z h ==
= S e L

z 5
. 2 . sin2xdx n
3 dX: - —_—_— =
® 0/zsm x 3 ® ,,f costx+sintx 4

9 z
oo odx =
0 [ g =In2 k) ftanxdx—O
"1
a/3 3
dx 7 X 2y _
M f 2,2 1% (m)of — dx=7 (-2
4 a
dx ma*
—OX __-9-1n2 2 /a?-x? dx=T2_
(n)ofl+ 2x+1 " © ofx . 16
3 1
dx _,.3 x?dx _7 _J/3
(p)lfx+x2—ln2 (r)of -3 2
n
z dx Vi1 ? dx Y4
& _ 4 t =
(s) 0/ 3+2cosx /5 ®© 0/21+a2sin2x 2/1+a?
w [ CL 14y g W [—dx__ 27
o e*+3 -1 (1+x2)2 4

2 e
w [ Lla=f5-L () [30UND) 41 cost
i X 3 i X
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9. Asagdaki egitlikleri saglayan ¢ >0 sayisini bulunuz.

(a) fcx(l—x)dx=0 (b) fclx(l—x)ldx=0
o 9

x2, 0<x<1 N N ) . ..
10. fix)= { 9% 1<x<2 olduguna gore of fix) dx integralini hesaplayiniz.

11. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

1 1 1 dt i dt
(a)ofx 1-x) dx—ofx 1-x=dx () f1—+—t—2—1f >0

12. fve g, [a, b] lizerinde integrallenebilir olsun. Vx € [a, b] i¢in

b b
fix) < g(x) ise f fx)dx < f g(x) dx dir, gosteriniz.

13. f:[0, 1] » R fonksiyonu stirekli olsun. Agagidaki bagintilarin dogrulu-
gunu gosteriniz.

/4 2 /4 P n
(a) [f(sinx)dx=2 [f(sinx)dx (© fx.f(sinx)=§ [f(sinx)dx
0 0 0 0
2 7 n
(b) f f(sinx)dx=f f(cosx)dx (d) ff(sinx).cosxdxzo
0 0 0

14. f:[-a, a]l — R fonksiyonu siirekli olsun. Asagdaki esitliklerin dogrulu-
gunu gosteriniz.

a a a a
(1) [fedx= [[fx)+f-x)]dx, @) [f(x?)dx=2 [f(x2)dx
-a 0 -a 0

(3) fxf(x2)dx= 0

15. Siirekli f fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugunda
b4 2
[ fcosx)dx=2 [f(cosx)dx
0 0

dir, gosteriniz.
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16. Agagdaki egitliklerle tanmimlanan f fonksiyonlarimin karsilarinda yazih
araliklardaki ortalama degerlerini hesaplayiniz. Ortalama deger teore-
minde s6zii gegen x, noktasmni bulunuz.

(a) fx) = x [o, 11 (b) fix)=a+bcosx [-m 7]
(¢) fix) =sin?x [0, 7] @ flx) =/x [0, 4]

17. f:[a, bl > R siirekli ve Vx € [a, b] i¢in f{x) 20 olsun.
b
“ [fx)dx=0 < VYxe [a,b] i¢in filx)=0"
a
dnermesinin dogrulugunu gosteriniz.
18. Asagdaki egitliklerle tamimlanan f fonksiyonlarinin [O,-g—]arahgndaki

integralini hesaplayiniz.
(a) fx) = sin"x (b) fix) = cos"x

19. Asagdaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz.

(a) lim( n_,.n ;- 4. n )=£
n-o\n?+1 n2+4 n2+9 n2+n2 4
. 1 1 1 1
(b) lim + + +..+ =2/2-2
n~oo[/n2+n /n2+2n  /n2+nm-1) \/2112]
(© limltVet+Vel+. . +Wer-T+ter
n— oo n
sin£+singﬂ—+...+sinw+sinﬂ 9
(d) lim —= 1 = o= =
n—oo n /4
A A A A
(e) lim1 +2%43*+..+n*_ 1 hz—1)

n— oo n/1+1 A+1

.3 n n n _
® nll_.ngoﬁ(1+\/n+3+\/n+6+"'+\/n+3(n—1)) 2

1(1+cosl+cos%+...+cosw)= 1

(g) lim o or o

n— o2
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h) lim 3 ln(n/1+k) 2ln2-1
n-—-o k=1

R n-1 1
1) im X
n—-o k=0 n2_k2

/2
2

20. Asagdaki integralleri hesaplayimz.

2
(@) [ |x3-3x2+2x|dx (b) fn|cos3x|dx
0 -z

COZUMLER

1. (a)-1<x<0 = [x|]=-1, 1<x<2=][x|=1

0<x<1 = [x]=0, 2sX<3=>lxl=2
3 2

[ |x]dx= f|[x]|dx+f lfﬂxndx+2f3gx]|dx

-1
2 3

= f(-1)dx+ dex+f1.dx+f2dx
-1 0 1 2

=-1+0+1+2=2

(b) flx) =[-x|
-1<x<0 = 0<-=x<1 = [-x]|=0
0<xx<1 = -1£-x<0 = [-x]=-1
l<x<2 = -2<-x<-1 = [-x]=-2
2<x<3 = -3<-x<-2 = [-x]=-3

3 0 1 2 3
[-x]dx= [[-x]dx+ [[|-x]dx+ [{-x]dx+ [[-x]dx
-1 -1 0 1 2

=01+(-1).14(-2).1+(-3).1=-6

(c) (a) sikkindan
3 3
[2]x]dx=2 [|x]dx=22=4
1 -1

bulunur.
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(d) fix) =[2x]
—1Sx<——% = -2<2x<-1 =
—%Sx<0 = -1<2x<0 =
03x<% = 0<2x<1 =
%Sx<1 = 1<2x<2 =
1£x<% = 2<2x<3 =
%SX<2 = 3J<2x<4 =
2<x<s = 4s<2<h =
—g-Sx<3 = 5<2x<6 =
0

3 ~12
_{[IZXI]dx=_j1'[[2x]|dx+

32 2 52
+ [[2x]dx+ [[2x]dx+ [[2x]dx+
1 32 2

1
2

X+ =

(e) fix) = o)

IA
»
A

ojor pojw Mo
IA IA
» »
A A
(%]
]
o
TN
%
+

f12x]dx+ ﬁzx]]dx+ [12x]dx
0 12

S,

——ol,1y.1l,01,7 1,51
=-2 54 (-1) 5 H0 5+l g2

1

[2x] dx

U
¥
+

]
"
+

U
»
+

I} U
M »
+ +
Y L N L Y T N

1 1 1_
+3 §+4 '2-+5 5—6
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_1 1 3
x+Lldx = 2x+ldx+ /2 x+——dx+'/2 x+Lldx
2 2 2 2
-1 _1 1

D) 2
5
211 11
+/2 x+=ldx+ [ |x+|dx
2 2
3 5
2 2
_1 1 5
2 3
= [ - Ddx+ jZde+ sz.dx+ [ 3.dx
-1 _1 9 5
2 2 2

1 1
(—1)2+0+1.1+2.1+3.2-4

63 f(x)=[|x[]+l|x+-;-u=[[2xﬂ oldugundan, (d) geregince

3

/(1x1+

X+ %ﬂ)dx=_f[[2x[]dx: 6 olur.

l[ “+“ ﬂ 0, x tamsay ise ldusund
xf+|-x|= oldugundan
-1, diger durumlarda

b b
dx= f(— Ddx=-x |:=a—b bulunur.

J(Ix1+-x])

a

: dx+_/?ﬂxﬂdx+...+ fnllx]]dx
i

n-1

[Ixldx= []x]
0 0
n 2 3 n
= [0dx+ [1dx+ [2dx+..+ [(n-1)dx
0 i 2 n’1

=0+1+2+3+...+(n-1)

_@m-1n-1+1)_@-Dn
= 2 )

X X
0<x<1l = 0<t<x<1l= flx)= [[t]dt= [0dt=0
0 0

X

1<x<2 = 0<t<x<2= fix)= [

1 X
[t]dt= fodt+ fdt=x-1
0 0 1
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X 1 2 X
2<x<3 = 0<st<x<3= fix)= [[t]dt= f0dt+ [dt+ [2dt
0 0 1 2
=1+2x-4=2x- 3
X 1 2 3 b
3<x<4 = 0<t<x<4= fx)= [[t]dt= f0dt+ [dt+ [2dt+ [3dt
0 0 1 2 3

x=4 = f{x)=6 =3x-6

y=x—1‘..' y=':'3x—6

y=2xié

5. meZ = [x¥=m = m<x®<m+1 = /m<x</m+1
m=0=0<x<1= [x?]=0, m=2=/2<x</3=x?|=2
[x]=1, m=3=/3<x<2 =|x%=3
1 /2 /3 2
/

0 [ betlaxe T+ fher]ax

=0.(1-0+1.(/2-1D+2(/3-/2)+3©2-/3)
=5-/2-/3.

6. @[/t]=m meZ) = ms/t<m+1
= m?<t<(m+1)?
m=0 = 03t<1=>[|/€]|=0
m=1= 1st<d=|/t]=1

m=2 =24<t<9= ﬂ/ﬂl:Z
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| t]dt= /ﬂ [|dt+/|] [|dt+f9|]/5|]dt= fIOdt+ fdt+ f92dt

=0(1-0)+(4- 1)+2(9- 4)=3+10=13

he¥ 2
G J]/E]at = fl/Ejaes fi]ace .o ] [/e]at
0 0 2 @-12
1 4 n2
[ 0dt+ [1dt+..+ [(n—-Ddt
0 1 n~12

=0+14-1D+209-4DD+...+(n-1) (1%~ (n- 12

=3.4+425+37+..+(n-1).2n- 1)
= % k-12k-1)= §2k2-3k+1
k=1 k=1

=2_n(n+1)(2n+1)_3n(n+1) _nn-1)4n+1)

6 2 NS 6
1
(a) [xdx
0
. . T . 1-0_1
[0, 1] arahgmi n esit par¢aya bélelim, yani Ax, = =— == olsun
fix) =
| —t -+ } } —
X,=0 x1=1/n x9=2/n x-1=k-n xyp=k/n x,=1
12 n-1
P=1{xy,X,X0, ., X1, X »oes xn}_{O,n,n,..., = ,1}
= . = k-1 k| _ (E)—E
M, =sup {fix):x,_; <x<x} _sup{f(x). o SXS n}_f o ey

m, = inf { f(x): x;,_; <x <x, }—mf{f(x) -1 sxS%}:f(k—l) k-1

UEp =3 M A %(k)l L osoy
, = X, = -] = —
P k=1 KU TR \n/ n T 2T,
1 _nm+1) _n+1
_n2(1+2+...+n)— on? on
n k-1 1 1 &2
A, p) = m, Ax, = S = k-1
p) k§1 k B Xk k§1 n n P § ( )
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1 @m-n_m-1)
2

1 -
_n2(0+1+2+...+n 1)~n 5 on

. o(n+1)_1 n-1)\_1 3
1nf( on )—2, sup( om )—2 oldugundan

1 1
Inf U(f, p) = sup A(, p)=% = [ fedx= fxdx=%
0 0

bulunur.
1
(b) fxzdx
0
[0, 1] araligim herbirinin uzunlugu Ax, =¥ olan n tane alt arahga
bélelim.
_ [ol2 k-1k n-1
P=1xy,%, ..., %, Xk""’x“}_{o’n’n’ R e ,1}
k-1 k, (k\_k2?
M, =sup { f{x): = SXS;}—f(;)— 3

- _ —1\2
mk=inf{f(x):kn1_ %}:f(knl)-_-(k 1

™M=
4

=R
I

Al

n
U, P) = my AXx, =
kgl k k k= n

=#(12+22+_"+n2)=% n(n+1)@+1) _ (n+1(@n+1)

n 6 6n2
n k- 1)2 1 1 b 9
A, p) = m, AX, = === k-1
P k§1 koK kgl n? 1n p3 kZ::I

1 @-Dn@n-1)_ @-1)@n-1)

- i3-(0+12+22+...+(n—1)2)=
n

n3 6 6n2
.. 1 1 1
sup A(f, P) = inf U(f, P) = 3 olacagindan | x2dx= 3
0

bulunur.

10
(e) [2%dx

0

10-0 _10

(0, 10] araligin: herbirinin uzunlugu Ax, = olan n esit par-

n
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caya bolelim.

, x2=2.1;O, ...,xn_l—% x, =10 olur.

10

=0, x;= =

10 10—
M =sup {flx):x_, <x<x }=f (k~;)=2 n

k-1
mk=inf{f(x):xk_ISxSxk}=f((k—1)lng)=2m "

2103_1_0
"'n

.. n n
Uf,p= X Mk Ax = %
k=1 k=1

=lg(210/n+220/n+_.'+2(n—1)10/n+210)

n
=1n_0[(210/n)+<210/n)2+m+<210/n)n°1+(210/n)"]
-10 210/n(1+210/n+ +<210/n>“‘1>

n

10 510/ 1-~ (210/n)n 210/n 510
nz n( 210/n n 1 210/n 1-27)

l—r?:x denirse (n —» = x —0)

2x+ x2¥In2 1- 210)
1— X-—O -2*In2

inf U(f, p) =

1+x1112(1 210y - (2 0-1)

= lim 12

x-0 —In2
o > 910k - 1/n 10
Af,P)= 3 mAx = 3 2 n=—=
k=1 k=1 n

- an(1+210/n+ 220/n+ m+210(n—1)/n)

= E(1+ 210/n+(210/n)2+ '_.+(210/n)n—1)
n

10 (1-@"")"
; 1_210/n

-~ 910 _9l0 10_
m=x = lim—x(1 2 )=1im 1-27 _2 1
n x-0 1-2X x-0-2XIn2 In2
e _ _gl0-1 o glo_q
inf U(f, p) = sup A(f, p) = e = 0f2 dx= )
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8. (a) Ofs(/2_x+§/;

6 6
b) [/x-2dx=2x-2)® | =223 =16
2 2

1
© f X

0 X2+3x+2

X

x2+3x+2
A+B=1,

1
X

0 X2+3x+2

TETDEY2)
2A+B=0= A=-1,

1 1 1 1
S lgyea Lo
g 1+x 0 x+2
1 1
— In|l+x| | +2Injx+2| |
0 0

=-In2+2In3-2In2=In9-

=In2-In1- (In3-

1 ix= -
3x+2 fx 2dx—fx_1dx—ln|x 2|

In2)=1n+

i (arc tan 1 — arc tan 0) = ==

4 4
} ~ln|x-1| |
3 3

=u]
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[x—2=3u]

/2 /3 5
dx . 2 . 2 . T
® = arc sin x = arc sin Y= — arcsin 0 = =
0/2 1-x2 0 2 4
® j—d" -Z
J/5+4x - x2 2
,[5 f5 dx =fl 3 du = arc sin u 1
2 \/5+4x x2 3 /9-x-2?2 § 3/1-u? 0
=arcsin1—arcsin0=12[-
1 2
1+/§
(h) Y dy==In
6[y6+4 y 2
1 2 1 2 1 1
y _l 3y __1_ du =l /9
b T ooy bl Ty 3inor uted] L
=%1 |1+/5|- +1nj2[=%1n +2/5

) n3xdx= %

u31
3 lo

[ =
oy ol
)
w.

/4
0} 1

sindxdx= ]2(1—c052x)sinxdx= f(l—uz)du=u——
0 0

1}

p—

|
[

2
3

sin2x

7 cos*x+sintx

e[g

@) dx=

=g

/4
4
57
sin2x dx = /4 sin2x
4

» cosx+sintx (1 - sin?x)2+ (sin?x)2

_ / du =072 du 10}/2 du

TJ A-w2+u? § 1-Zu+u+u? 2

=

2
u-g)

[cosx=u]

[sin2x =u)
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1
u-= 2 1
—-%——i—arcta 12 } = arc tan (2u - 1) '2
2 2 0
— _ 1N=0_ (-Z\_ 7
=zarctan0-arctan(-1)=0 (4) 4
2 du 2
G) ej dx 1fT—lnu L=1n2—1n1=ln2 (Inx=u]
(k) ftanxdx=0
_r
4
T n 2 /2
ftanxdx= fsmx = /2_—u=—1n|u| 2 =—lné+ln@=0
7 COSX 5z U 2 2 2
-4 1 -t 2
w af/é dx _ =
. a?+x? 12a
a/3 a/3
/ dx __ 1, ctanX =larctan/§ - Larctant
1z _ 1lz_1 7w
“"a 3 a4 a 12

/4
. z
[ / /4 /asin® - 2asint. costdt [x = a sin’t)
0 Ja-asin

2 : z
- [ 2a.sin?tdt= 2af1 OS2t gt = |t - SO ’4
0 2 o

———

-o(f-3)- g
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! ax
m | —F—==2-In2
()f1+J2x+1
4 3
dx _ rudu Su+1- 1 qu= 1 »
of1+/mﬁlf1+u [ 0T {(1 '——1+u>du [2x+1=u?]

(0)

3
=u-In|1+u| ‘ =3—1n4—1+1n2=2+1n%=2—-1n2
1

a

f 2 /a2 x2

0

f Ja 29x = f a s1n2t¢ ~-a2sin’t acostdt [x=a sint]

2 4 2 42
—a_ ; 24+=4 . 23,_4a 1-cos4t
= [ @sintcost)2dt 1 /2 (sin2t)“dt = 1 0/2 — dt

0
at ( t sin4t>

3 3
dx _ r1l,4._ -
J e fx+1dx In|x| ‘ In|x+1| |

=1n3—1n1—1n4+1n2=ln3+ln§=1n3— 1n2=ln%

I

o J4-x2 3 2

fl S 776 4sin®t 505t dt 476 in2tdt [x = 2 sin t]
= ———— 4 C0S = Sine X = 4 8S1n

0 J4-x2 0 /4 - 4sin?t 0

n/6 : 76
—4f 1—costht=2[t_sm2t ‘ ]=2(£__\/_§’_)._£__§
J T2 2
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[ 319 |
dx B 1/(1+t2) x
(s) f3+2cosx—2f3+2_2t2dt [tanE=t]
1+t2
tan®
=2 / dt= arctan—t——= 2 2 olur.

5+t2 /5

T
dx _ T o
Buradan of 34 9cosx ,/5 elde edilir.

t) tanx=t=>dx = dt sin x = dt olacagindan

1+t2’ 1+1t2
dx 1/(1+1t2) 1
= dt= dt
f1+a2sin2x f 1+ a2t? f1+(a2+ 1)t2
1+t2
/g_arctan(,/1+a t) /—arctan(‘/1+a tanx)
n

=$./ dx 1 7

0

= -=  bulunur.
1+a?sin®x /1+a?2 2

_— [ex—1=u2]
eX+ 3

‘f“"’ex\/eX—ldx:f 2un 4, f(u +4-4)
0

u?+4

2 2 9
=2 [du-8 du=4-8- arctan—— \
J‘ J11+- 2 1o
=4—4arctanl=4-4.-=4-1

dx . . 1 ..
integralinde u = ——, dv = dx alimip kismi integrasyon
{ 1+x2 o8 1+x2 P grasy

yontemi uygulanirsa



320 | | BELIRLI INTEGRALLER |

1 1 1

dx X 1 x2 x2
- +2 [—X _dg=1+2 [—X
_-{‘(1+x2) 1+x2 - _-[(1+x2)2 ¥ _lf(1+x2)2
1 1 1
=1+2
* _{(1 2) _{(1+x2)2
1
1 1.1 1
dx=1+1
-{(1+x2)2 2 24 (1+x?)
_ % + %(arctanx |11> - % + %(arctanl — arctan(- 1))
1l l(a (a1 7 _2+7
‘2*2(4 ( 4)) 2747 14

cdx=30 g y-1ot=0,x=2=t=%
cos?t, 3

1

2 /x2-1 3 cos2t ! sint 3 sint

f dx= [ : dt= f¢1—00s2t —==dt

i X 0 _lf cos?t 0 cos2t
cos

34 2 w3
o Qzcost) g poo it

0 cos2t

0

fsin(Inx) ,
(z) [——x———dx—l—cosl
1

Inx=t=x=el=dx=e'dt, x=e=2t=1, x=1=2t=0

£ sin(Inx) ! 1

f————dx= fsintdt=—cost =~cosl+1=1-cosl
i X 0 0

C

9. a) [x(1-xdx=0

0

M x2 x3 | _¢? 8
[x(1—x)dx=7——3— =5 - =0=3c?-2¢3=0
0 0

3
(8- 20)=0c=0 ve c=%
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b) [|x(1-x)|dx=0
0

y
y=1x(1-x)!
x | 0 1
x(l—x)| - (I) + (1) -
0 1 X
0
) e¢=0ise [|x(1-x[dx=0 dir.
0
il) ¢>0 ise |[x(1-x%)|20 oldugundan
c
f1x1-x)|dx >0 dir.
0
c
Ohalde [|x(1-x)|dx=0 & ¢c=0
0
2 1 2 1 2
10. [fxdx= [fx)dx+ [fx)dx= [x2dx+ [2-xdx
0 0 i 0 1
SN L Pk B
=3 ‘O'i' 2x ‘? \ —'g
1 1
11. a) [x™(1-x)"dx= [x"1-x)Pdx
0 0
1 0 1
[x™A-x"dx= [A-H)™tP(-dt = [ t"A-D™dt, [x-1=t]

0 1 0

1
= fx“(l - x)™dx
0

1 1
b)/dt f dt

s 1+t2 1+t2

b oat Tt T

J 2 T du= 2'f 2

x 1+t yx1+_2 i 1+u® { 1+t
u

[t=l=>1;=x=:~u=l
u X u

,t=1=2u=1, dt=—L2du]
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12. fix) — g(x) <0 dir. f- g integrallenebilir oldugundan

b
lim Z (fxy ) - gxy ) Ax, = [(f®)-gx))dx dur.
IP) -0 k= a

f— g <0 oldugundan toplamdaki her bir (f(xk)— g(xk)) terimi negatif
veya sifirdir. Dolayis: ile

b b b
./'(f(x)—g(x))dxs 0= [ fx)dx < fg(x)dx
a 0

a

gerceklenir,

nl2
13. a) jf(smx)dx 2ff(smx)dx

n/2
/f(smx)dx ff(smx)dx+ ff(smx)dx
nl/2
= jf(s1nx)dx+ f f(sin(r - t))(- dt)

nr2

n2 2
—j f(smx)dx+f f(sint)dt= 2ff(smt)dt

b) x=%—t=>dx=—dt olur.
A T
x_0=>t-2,x-2=>t.-0

72
Off(sinx)dx=”/£ f(sin(—g- -

/2
t))(—dt) - Oj f(cost)dt

n
¢) [xf(sinx)dx integralinde x = - t degistirmesi yapilirsa
0
n 0
/ xf(sinx)dx= [ (7 - t)f(sin(r - H))- dt)
n
n F/4 n V4
7 [ f(sint)dt— / tfsint)dt = 2 [ xfsinx)dx=7 [f(sinx)dx
0 0 0
T

= jxf(smx)dx— 5 ff(smx)dx
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