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Bu boliimde, 68rencilerin orta dgretimde gordiigii bazi konularin kisa bir dzeti
verilecektir. Béylece 68renci, 6grenememis veya unutmus oldugu kavramlan 63-
renme veya hatirlama imkanina kavugmus olacaktir.

Kesin bir tamim1 yapilamamalkla beraber, sezgisel olarak, kiime bazi 6zelliklere
sahip nesnelerin bir toplulugu, bir sinif1, bir kolleksiyonu olarak diisiintilebilir.
Kiimeyi meydana getiren nesnelere kiimenin elemanlar1 adi verilir. Bu kitap-
ta gdzéniine alinacak kiimelerin hemen hepsi, elemanlar sayilar olan kiimelerdir.
Kiimeler, genellikle A, B, C, X, Y,... gibi biiytik harflerle, elemanlari da a, b, ¢, x,
y, ... gibi kiictik harflerle gosterilir. a bir A kiimesinin bir elemani ise, bu

ae A

biciminde gosterilir. Eger b, A kiimesinin elemani degilse bu da
be B

bigiminde yazilir.

Bir kiimenin verilmesi icin o kitmenin elemanlanmnin teker teker belirtilmesi veya
o kilmenin elemanlarimn belirtilmesine yarayan karakteristik 6zelliginin verilme-
si gerekir. Buna gore, bir kiime ya o kiimenin elemanlarm { ...... } parantezi
icine yazmakla, ya da

{x: (v in karakteristik 6zelligi) }
biciminde gosterilir. Ornegin elemanlari 1,2, 3 olan kiime

{1.2,3}
ile, Tiirk alfabesinin harfleri kiimesi

{x: x Tirk alfabesinin bir harfi}

[

ile gosterilebilir. Bu yazigta kiimenin genel eleman: x harfiyle gosterilmis, " :
isareti de "8yle ki" anlamina gelen bir sembol olarak kullanilmagtr.
Kolaylik saglamak amaciyla, bazen kiimeleri bir bolge icinde kalan noktalar ile

gbstermek adet olmugtur. Bu gekillere Venn diyagramlari ads verilir. {a.b,c}
kiéimesinin Venn diyagrami yanda verilmistir.



AU B Kiimesi

A M B Kiimesi

[3®]

TANIM

Bir A kiimesinin herbir elemani B kiimesinin de bir elemani ise, A kiimesi B
nin bir alt kitmesidir denir ve A < B biciminde gosterilir. Yani

AcB @[ve A = xe B

ORNEK :
A={1,3,5.7,9} ve B={0,1,2,3,4,56,7.89} ise

A c B dir.zira A nin herbir elemani B nin de bir elemamdir.

TANIM

EferAc B ve B A ise, A ile B kiimeleri eglttir denir. A = B bigiminde
gosterilir. A kiimesinin en az bir elemant B de degilse veya B nin en az bir

elemant A da degilse A ile B farklidir denir, A # B seklinde gosterilir.

Bu tanima gore A ile B esit kiimeler ise aym elemanlardan meydana gelmiglerdir.

TANIM

EBgerAc B ve A# B ise, A kiimesine B nin bir

TANIM

Hicbir eleman: olmayan kiimeye bo

e denir ve @ ile gbsterilir.

Bos kiime ber kilmenin bir alt kiimesidir. Zira & de bulunup diger kiimelerde
bulunmayan bir eleman yoktur.

TANIM

A ve B kiimelerinin tiim elemanlarmnm olugturdugu kiimeye, A ile B
kiimesinin b imi denir, A U B ile gosterilir. Buna gore,

AUuB={x: yve Aveyaxe B}

olacaktir.

Yukaridaki sekilden de kolayca gériilecegi gibi,

Ac AuB ve B AUB
dir.

TANIM

Ave B kiimelerinin ortak elemanlarindan olusan kiimeye A ile B kiimesinin
i finf denir, AN B ile gosterilir. Buna gére,

AMB={x: xe A ve xe B}

olur.

Ayrik kitmeler

AN\ B Kiimesi

Yukaridaki tanim gozoniine ahindimda.

ANBCA ve ANnBcB

oldugu kolayca gériilebilir.

TANIM

AN B= ise, A ve B kilmeler

Buna gore iki kiime ayrik ise bu kiimelerin ortak elemant olmaz.

TANIM

A kitmesinde oiup da B de bulunmayan elemanlarin kiimesine 8 nin A kiime-
sine gore i lenir. A\ B ile gOsterilir.

Buna gore,
A\B={x. ve Ave ve& B}

neler bir sabit
2 denir.

dir. Kiime teorisinin herhangi bir uygulamasmda ugragilan tiim k
kiimenin alt kiilmeleri olarak diistintilebilir. Bu kiimeye e

o

Al Kimesi

]

@b s

TANIM

Bir A Lkilmesinin E evrensel kiimesine gdre tiimleyenine A kiimesinin
exi denir. A' ile gosterilir. Buna gore.

At={v: xe& A}

‘ dir.

Soniu sayida eleman olan kilmenin eleman sayisi s(A) veya n(A) ile gosterilir.
A U B kiimesinin tanim gézoniine alindi§inda

s{A U B)=s(A) +s(B) —s(A M B)
oldugu kolayca gésterilebilir. Bu esitlikten yararlanarak

SCAUBUO = s(AUB)+s3(C) - s [(Au BY (]

i

= s(AUB) +s(O)=s[(ANCYuBMNO) ]

SAUB) +S(O) - SAN O+ (BN O) -s(An BN C)]
= $(A)+sB)+ (O —sANB) —s( AN O —s(BNCO)+s(AN BN C)

bulunur.

TANIM

A ve B kiimelerinin kar ae Ave be B olmak lizere, tim

siralt (¢, b) ikililerinin kiimesidir. Buna gore,
AxB={{a,b): a € Avebe B}
dir.




Bu kiime yandaki sekilde gosterilmistir. A x B kiimesi icin,

S(A X B) =s(A) .s(B)

olur.

Insanlarin grenme siirecinde algilamaya bagladigi kavramlardan biri de sayilar-
dir, Biitiin bilim dallarimin gelismesinde kaginilmaz sekilde kullanilan matematik,
en basit tanimi ile, insanlarin sayilarla ugrasmasindan bagka birsey degildir. De-
neye dayanan biitiin bulgularin da ancak sayilarla ifade edildikleri zaman bir de-
ger kazanacafini hepimiz biliriz. Hayatimizin her aninda nasil sorusu yaninda ne
kadar sorusunun da aym derecede ¢neme sahip oldugunu hatirlayacak olursak,
sayilarin vazgecilmez kavramlar olarak bizimle beraber olduklarini anlariz.

Biz bu bélitmde reel sayilarin kisa bir dzetini verecek, daha sonra lineer nokta
kiimelerinin dzelliklerini inceleyecegiz.

Herhangi bir teori kurulurken bu teorinin dayanacag: bazi temel kavramlara
ihtiyac vardir. Yani basta bazi seyler kabul edilerek diger kavram ve teoriler bun-
larin tizerine kurulur. Sayilar teorisinin gelismesinde bu temel kavramlardan biri
de Dogal Sayilar kavramidir. Bilindigi gibi,

N={1,2,3,...,n,...}

kiimesine fog
da dogal sayilar ad veulmektedu

, bu kiimenin elemanlari olan 1,2,3 ... sayilarina

Matematikte kargimiza gikabilecek biitlin problemleri bu sayilar ile ¢Szmek
miimkiin degildir. Ornegin x + 2 = I denkleminin dogal sayilar kiimesinde bir
coziimil yoktur. Bagka bir deyigle bu denklemin kokit bir dogal say1 degildir.
Ciinkii x yerine 1, 2, 3, ... sayilarindan hangisini koyarsaniz koyun denklem
saglanmaz. Bu sebeple dogal sayilar kiimesi, m ve n dogal sayilar olmak iizere,

Y+m=n

tlpmdekl denklemlerin koklerini de icerecek sekilde genisletilmis ve «
k <t denilen

Z={.,-3,-2.-1,0,1,2,3, ..}

kiimesi elde edilmistir. Demek ki tamsayilar kiimesi dogal sayilara bu sayilarmn
negatifleri ile sifirin katilmasiyla elde edilmigtir.

Tam sayilar kiimesi de biitlin ihtiyaclarimiza cevap veremez. Ornegin p ve g birer
tamsay1 olmak tizere (v = 0),

* Bazi kaynaklar sifir sayisini da dogal sayilara katarlar.

[ o

[N

gy =p

seklindeki bir denklemin kokii bir tamsayr olmayabilir. Bu nedenle tamsayilar
kiimesi gx = p tipindeki tiim denklemlerin koklerini de ihtiva edecek sekilde
genigletilmis ve bu kitmeye »2 ad: verilmistir. gx = p tipin-
deki denklemlerin kokleri 1)/(1 seklinde olduklarindan rasyonel sayilar p/g
seklinde yazilabilen sayilardir. Su halde, rasyonel sayilar kiimesini Q ile gosiere-
cek olursak

Q:{ﬂ: p,qEZ\*eq:éO}
q

olur. Tki tamsaymin + | den bagka ortak bdleni yoksa bu iki sayrya aralarnda

. , . Y op N
asaldirlar denir. ¢ sifirdan farkll bir tamsay1 olmak tizere, IT/ = ?lq— oldugundan
yukanidaki p ile g sayilan aralarinda asal kabul edilecektir. Aksi takdirde Q kii-
mesinde birbirine egit sonsuz goklukta eleman bulunur. Diger taraftan her m tam-
sayist, m/1 seklinde yazilabildiginden, bir rasyonel sayidir. Demek ki Q rasyonel
sayilar kilmesi Z tamsayilar kiimesini kapsar.

Bir kenarmin uzunlugu 1 birim olan karenin kdsegeninin uzuniugu <2 birimdir.
Simdi bu~2 sayismin bir rasyonel sayr olup olmadigim aragtiralim. ~ 72 sayismin
rasyonel oldugunu gostermek icin bunun p/g seklinde yazilabildigini gdstermek
gerekir, Kabul edelim ki v2 rasyoneldir. O halde p ve ¢ aralarmda asal olmalk
iizere v2 = % biciminde yazilabilir. Her iki tarafin karesi almr ve g° ile ¢ar-

pilirsa 2¢% = p? bulunur. Birinei taraf ¢ift say1 oldugundan ikinei taraf, yani p?de
cifttir, Dolayisiyla p ¢ifttir. O halde » bir tamsayi olmak iizere p = 2r yazilabilir.
O zaman 2g% = (2)?, buradan da ¢? = 22 bulunur ki bu ¢* nin ve dolayisiyla ¢
nun ¢ift oldugunu gosterir. Hem p hem de ¢ ¢ift oldugundan 2 sayis1 bunlarin bir
ortak bélenidir. Halbuki biz p ve ¢ sayilarini aralarinda asal kabul etmistik. Bu
bir celmmedu O halde 2 sayisi rasyonel degildir. Rasyonel olmayan bu sayilara
adi verilir. Rasyonel ve irrasyonel sayilarin hepsine birden
denn Reel sayilar kiimesi R ile gosterilir. Yukandaki tammlar
gozoniine alindiginda say: kiimeleri arasinda

NcZcQcR

bagmitlarinm bulundugu acikea goriiliir.

Bilindigi gibi her bir reel sayiya say1 dogrusu iizerinde bunu absis olarak kabul
eden bir tek nokta ve her bir noktaya absis olarak bir tek reel say1 karsilik gelir.
Bu nedenle elemanlar reel sayilar olan kiimelere lineer nokta kiimeleri adr veri-
lir.

Bu kesimde gbzéniine alacagumiz kiimeler lineer nokta kiimeleri olacaktir. Bu
kiimelerin temel zelliklerini bir 6zet halinde verecegiz. Lineer nokta kiimeleri
icinde en ¢ok kullamianlarr araliklardir.



{a.b)

—_—
a b
N [a.D)
a b
)
a b
(a.b]
a b

Bazi arahk gesitleri

[c +e)

(~eo ]

(=eo.c)

-

(—co.00)

Cegitli sonsuz aralsklar

TANIM
ave b ikireel say1 ve a < b olsun.
{xe Ria<x<b}

seklinde tanimlanan reel sayi kiimesine a ve b sayilan ile belirtilen nor
aralk denir ve (a, b) biciminde gdsterilir. Benzer olarak

{xeR:a=sx< b}
kiimesine kapaiz arall ad verilir, [, b] ile gdsterilir.
“a,bj={xe R:a<xsbh)

[a,hy={xe R:axs x<b}

kitmelerine de 3

Yukandaki araliklarin boylar: sabit olup b ~ a sayisma esittir. Boylar sonlu
olmayan araliklar da vardir. Bunlara sonsuz araliklar adi verilir. Bunlardan
bazilar: yanda gosterilmigtiv. Burada ¢ herhangi bir reel sayidir.

a ve b iki reel sayr olsun. Eger a + r = b olacak sekilde pozitif bir r sayis1 varsa,
a sayist b den kiigiiktiir veya b sayisi ¢ dan bityiiktiir denir, @ < b biciminde gos-
terilir.

TEOREM 0.1: |
1) a<b = a+c<b+c
2y a<b = a-c<b-c
3) a<bvec>0 = a.c<bh.c

4 ag<bve c<0 = a.c>b.c
1
a

S) a<bvea.b>0 = >%

TANIM

Bir a reel sayismin ;

a, a=0 ise
lal =
—a, a<0 ise

2
lal = ~a

yazilabilir. Bu ifadeye mutlak degerin cebirsel tanimi denir.

Bir @ sayisimn mutlak degeri, o sayimn orijin (baslangi¢) noktasina olan uzakl-
g1 gosterir.

Mutlak degerin 6zellikleri asagidaki teoremde dzetlenmistir.

TEQOREM 6.2:

Hera,be R icin,
(1) lal=0

(2) ~lalsa<la

3) |la=1bl]| < la + bl < lal + 1b] (Ucgen esitsizligi)

4y la . bl= lal . bl

() :% (b=0)

a
b

seklinde tanimlanan lal sayisidir.

Yukandaki tamima gore, o ister negatif olsun, ister pozitif olsun, lal daima pozi-
tiftir. 101=0 olacagindan her « reel sayisiicin lal =0 dir. Aynca, daima
la = a* olacagindan

Asagidaki teoremden yararlanarak bazi esitsiziikler kolayca ¢oziilebilir.

TEOREM 0.3

Her pozitif p sayisi icin,

1) wl=p ise, u=p veya u=-p
2) lul<p = —-p<u<p di.

3 lul>p = u<—p veya u>p dir.

ORNEK :
[ 2%~ 11=<5 esitsizligini ¢oziiniiz.
Coziim :
[2x-11<5 = -5<2vy—155 =
1-5=22x=5+1= -2=<x<3
olur.
O halde esitsizligin ¢oziim kiimesi

C=F2:3]

kapalt araligidr-



00

anm € - komgulugu

Matematikte sik¢a kullanilan kavramlardan birj de komsuluk kavramdir.

’7'1‘ ANIM

.‘ € bir pozitif say: olsun.
K={xeR:lv~dal<e }=(a-¢ ,a+¢g)

kiimesine &

gu denir.

ORNEK :
2 sayisimn %6 komgulugunu bulunuz.

Cozitm :

K=(2-7ds, 2+ 89 )= {138 . 20

\O
o

(=)
(=)

olur.

Coziim :

4.13.6]=4.3=12 ve [4.3,6)]= [144]= 14 oldugundan,

4.03.6]=[4.3,6)1

dir. Suhalden.lal= [n.a] esitligi bazi durumlarda dogru olmaz.

Tam kisim ile ilgili temel 6zellikler asagidaki teoremde verilmigtir.

TEOREM 0.4 :

(1) Here,be R igin,
la+bizlal + 1b]

(2) Herae R, me Z icin,

la+mi=lal+m |

[ TANIM

Bir a reel sayisindan bityiik olmayan tamsayiarin en bityiigiine @ sayismin
I b denir ve ﬂa ]]ile gosterilir.
I

Yukaridaki tanima gére, ” 3, 4]] =3, ﬂﬁﬂ =5, ﬂ~3, 6 ]] =4 ﬂ \/E H =1
olacakiir.

Orneklerden de goritlecegi gibi, her a sayis1, onun ﬂa]] tam ks ile, 0 s k < 1
ozelligini saglayan, kesir kisnunin toplan olarak yazilabilir, yani

a:ﬂaﬂ%—k . O=k<D)
olarak yazilabilir. Ornegin

3,41 = 3+041

5 = 540
3.6 = —4+04
J2 0= 14041 .

yazilabilir. ¢ bir tamsay1 oldugunda £ = 0 | diger hallerde 0 <k <1 dir.
ORNEK :
4, ﬂ3v6ﬂ ve 1[4.(3, 6)]] sayilarint hesaplaymiz. Her n tamsayisi icin,

,\1 Haﬂ —-j_ﬂ_]]\ . aﬂ .y

" W e
esitligi dogru mudur?

* Bazi kaynaklar “tam kisim™ yerine “tam deger” deyimini de kullanirlar.

ORNEK :

[[ 2x+3 l]< 8 esitsizliginin ¢6zliim kiimesini bulunuz.

Coziim :
fox+3]<8 =] 2¢]+3s8 =
[2x]<5 = 20<6 = x<3

olur.

a herhangi bir sayt ve n herhangi bir pozitif tamsay1 olsun.

ada.....a

n tane a

carpimina @ mn s~ inci kuvveti denir, ¢" biciminde gosterilir. a # 0 olmak iizere,
a™ ve a° asagidaki gekilde tanimlanir.

Buna gére,
34=3.3.3.3=81
D =2.-2.-2)=-8

S S
2755725

olur.
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Reel sayilarin pozitif tam kuvvetlerinin temel ozellikleri agagidaki teoremde
siralanmstir. Bunlarin ispati kuvvet tammindan kolayca elde edilir.

TEOREM 0.5
a,be R* ve m,ne N igin,

(1) am gt = gt
m

@ Lo=d""" (@#0)

a

(3) (am)n = g

(4) (a'b)n =g" . b

Eger a = 0 ise, karesi a olan bir tek pozitif say1 vardir. @ nm karekokii denilen
bu sayt +a ile gosterilir. Boylece

V=2, [l6 =4, 0=0, J5=3
olacaktir. (~ 2)? = 4 oldugu halde /4 # — 2 dir, zira karekék pozitif tanimlidir.

Negatif sayilarin karekokii bir reel say: olamaz. Ciinkii reel sayilarin karesi
negatif olamaz.

Genel olarak, a =0 ve n herhangi bir pozitif tamsay: olmak tizere, n~ inci kuv-
veti a olan bir tek pozitif reel say1 vardir. @ nin n ~ne1 kuvvetten kokii denilen bu
say1 "a ile gosterilir. Omegin,

Y8=2 , Y0=0, Vi§=2
olur. Kok tanimindan yararlanarak, agagidaki teorem kolayca ispatlanabilir.

TEOREM 0.6:

a,be Rt vem,ne Nigin,
1) Va"=a
(2) Vab="a.\Vb

@) "%:% b=0)
@ m\/ﬁ:mn\/g

Eger n tek sayi ise, a nin negatif degerleri igin de Va tammlanabilir. Bu durum-
da "/a, n~ ninci kuvveti a olan bir negatif sayidir.

Ornegin;

V=8=-2 , Y3T=-2 , WYTT=-1
dir.

ORNEK : 0O<a<bicin, ~a<+b oldugunu gosteriniz.
Coziim :

0<a<b oldugundan b-a>0 dir.

A=+a, B=+b diyelim.A>0 ve B>0 dir.
B:_A2=(B_A)(B+A)>0

dir, A+B>0 ve B* - A?>0 dir. Dolaysiyla B — A > 0 olur,
Bu B > A, dolaysiyla V& > +/a olmasim gerektirir.

Son olarak r bir rasyonel sayr olmak iizere " sayisina bir anlam vermeye
o l .
calisalim. r rasyonel oldugundan r = " olacak sekilde m ve n tamsayilart vardir.

Genellikle birgey kaybetmeksizin, n nin pozitif oldugunu kabul edebiliriz. Eger r

n

negatif ise, m negatif olur. a” sayisi

m
m

m
am ="Ya" =(Va)
bigiminde tanimlanir. Ozel olarak, m=1 almrsa

a" ="fa

bagintisi elde edilir.
5 -
3 ve 4

ol

ORNEK : 8 ifadelerini hesaplayimz.

Coziim :
EX 5
8% =(38) =27=32

FREIT s eSS
33

L
e

Herhangi r ve s rasyonel sayilari ve a, b pozitif reel sayilar icin,

g =a L:al—S
o
(@) =d™ ., (abY=a' b’

dir.

i
ORNEK : (32)"/%.2 3 igleminin sonucunu bulunuz.

Cozlim :
o1
(32)6 .2 32029

|

o=
S}
wi|—
I
383
t
]
)=
I
<.
)
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B S LY | &,
i A B, C herhangi ii¢ kiime olsun. Agagidaki esit- 2 ile tam boliinebilen tamsayilara ¢ift sayi, ¢ift ol-
liklerin dogrulugunu gosteriniz. mayan tam sayilara da tek say1 denir. Buna gore
@) A\A=0 her cift sayi, m bir tamsay: olmak iizere, 2m sek-
linde yazilabilir. Benzer gekilde her tek say1 da
by A\D=A 2m + 1 formunda yazilabilir. Her ¢ift sayinin kare-
sinin ¢ift, her tek saymin karesinin tek say1 oldu-
{©) ANB=BnA Zunu gosteriniz.
(d) AuB=BUA
& AUBUO=(AUBUC 5. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.
© ANBNO=ANBNC (@ M-xl=2 o,
@ ANBUO=MAUBUMKAD) ®) b+ lli=lrest
© AUBNO=MAUBUMUUC) (€ 12l el ;
© A-B -5\ @ l-ll+kd=1 .
@ A\BACO=A\B) UM\ © Bx-dl=3x-1
O 12x-4l=4-2x il.

oy

M ANBxC=AxONBxO0
1 AUBxC=AxOUBxOC)

[

Asafidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.
(a) ANB=A < AcCB

) AUB=B @ AcB

(c) AcCB < A'n A

) ANB=C & Bc A

d AcCveBc(CoAUBcC

(&) CcAveCcBoeCcCcANR

() AxB=0 @ A= veya B=0O

(g) A\B) =(B\A) ¢« A=B

a ve b pozitif iki say1 olsun.

% + % 22 oldugunu gosteriniz.

Asagidaki esitsizlikleri ¢oziiniiz.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e
(®

x-1t=3
lx+11>2

lx 11> Ixl

Ixl + b ~1t= 1
15x 4l < 2x +1
Bx+121>0

Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.

(2)
®)
()
(d)
(d)
®

Ix1=3
[-2x] =-2
[x+2) =1
lx+ 11 =x
[x-1f=x

[x+3] =23

o)

Asagidaki esitsizlikleri ¢6ziiniiz. iZ.
@ [2d >3
b x+3)=<2

=y

L3

© 11-3 =4
(@ [x+4l<5
(&) [Rxd=2x

H  1Bx] <3x

Toplamlari rasyonel olan iki irrasyonel say1 bulu-
nuz.

Carpimlar: rasyonel olan iki irrasyonel say1 bulo-
nuz.

Asagidaki ifadeleri sadelegtiriniz.
(a) V41636

(b) y=0,00001

© 89"

(@ (3243 (16)° 14

(e) V12 - Ne

“a<b ve b<c=a<c dir,”

Gnermesinin dogrulugunu gosteriniz.

“P+P=0ea=0veb=0dn”

dnermesinin dogrulugunu gosteriniz.

la -10l< 2 ve |b—-6l <1 esitsizligini saglayan a ve
b sayilari veriliyor. Asagidaki sayilarm simrlars
icin ne soylenebilir.

(@ a+b (by a-b
(c) a?-b? (d) a*+ab+1
() a-b (f) a®+ab+b?

Asagidaki komsuluklari, mutlak deger yardimiyla
yazinz.

(a) 1in2 -komsulugu

(b) -2 nin 1%~ - komsulugu

x> = 2 olacak gekilde bir x rasyonel sayisiun
varolmadigimi gosteriniz.

13



a, b, ¢ sabit reel sayilar ve x bilinmeyen olmak iizere,
ax*+bx+c=0

tipindeki denklemlere ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemler adi verilir.

Bu denklemin kokleri,
A= b%—dac

olmak iizere,

sayilaridir. Buna gore,

€8] A>0 ise, kokler farkis reel sayrardir.
(2)  A=0 ise, kokler reel ve esittir.

3) A <0 ise, kokler reel degildir.

ORNEK : x2 ~ 4x~5 =0 denkleminin koklerini bulunuz.

Coziim :
a=1, b=-4, c=-5 oldugundan
A=b~dac=16-4.1(-5) =36

dir. O halde verilen denklemin iki farkli reel kokii vardir. Bu kokler
_ 4+ \/% 4+6
Xz ——=I = =5

o2l 2

x,=4-336 _4-6

2 2.1 2
sayilaridir.

y=a+bx+c
bigimindeki bir fonksiyonun grafigini ¢cizmek icin su yolu izlemekte yarar vardir:
(1) x=0 iginy =c bulunur. Egri y - eksenini ¢ de kesmelktedir.

(2) y=0 igin ax’ + bx + ¢ =0 denklemi bulunur. Eger A> 0 ise, egri
Ox — eksenini farkli x, ve x, noktalarinda keser. A= 0 ise, egri Ox— eksenine te-

gettir. A< 0 ise, egri Ox— eksenini kesmez.

v=x2—6x+8 in grafigi

2 . N
y=-x" +4x -4 in grafigi

X% _-b

5 apsisli noktast tepe noktasidir.

(3) Egrinin x,=

Bu anlatilanlan bir 6rnekle pekistirelim.

OORNEK :

vy =x*~6x + 8 efrisini ciziniz.

Coziim :

(1) x=0 iciny=28 olur. Egri Oy—eksenini 8 de keser.

(2)° y=0icin x2-6x+8=0 bulunur.
A=b?—4ac=36-4.1.8=4>0

oldugundan, egri Ox — eksenini

~b+JA _6+2 -b-~A _6-2
=L S, X == =2
1T z e

apsisli noktalarda keser.

= éﬁ = % =3 apsisli nokta egrinin tepe noktasidir.
a

3 x
Bu noktanin ordinati y, = 32— 6. 3 + 8 = ~1 olur.
Sézkonusu egri yanda cizilmistir.

ORNEK :

y=—x +4x - 4 egrisini ¢iziniz.

Coziim :
x=0 iciny=-4 olur. y =0 icin
Xt 4x-4=0

olur. A= 16 -4.1.4 =0 oldugundan

bulunur. Egri ox — eksenine x = 2 apsisli noktada tegettir.

UYARI: a >0 igin egrinin (paraboliin) kollar yukari dogru,

:

a <0 ise kollar agag: dogrudur.

15
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Simdi fix) = ax? + bx + ¢ ifadesinin igaretini inceleyelim.

A>0 oldugunda egri Ox — eksenini iki farkl: noktada keser. @ > 0 oldugunda,

kékler arasinda bulunan x noktalarinda f{x) negatif olur. Su halde kokler arasin-
daki x ler icin flx) ile a ters isaretlidir. x < x; ve x>x, icinfix) >0 olur. Bu-
na gdre su tablo yapilabilir.

¥
X
X LIxLF e x
¥
f(x)
0 —b/2a rox
y
e
X
a>0
¥
[ N
X
a<0

16

X —00 X Xy @
fx)in a nmn a mn
isareti igaretinin isaretinin a ni isaretinin ayn
ayni tersi
. o g . b [
A=0 ise,x;=x, oldugundan, egri Ox— eksenine x =---— noktasinda tegettir.
“ a

a>0 oldugunda egri Ox-&kseninin ust tarafinda bulunur. Dolayisiyla her
X # “Sa icin fix) > 0 du. Su halde f{x) ile a aym isarettedir. @ <0 olmasi

halinde f{x) <0 olur. Buna gore su tablo yapilabilir.

X - -b/2a +o
ftx) in a ile ayni a ile aym
isareti

A< 0 ise egri Ox— ekseninin bir tarafinda bulunur.

a>0 ise, fix)>0, a<0 ise, Ax) <0 dir. Dolayisiyla f{x) inigareti @ nin iga-
retiyle aynidir.

X -2 40

flx)in a ile aym
isareti

ORNEK : x?~3x- 10 <0 esitsizligini ¢oziiniiz.
Coziim:

A=(-3)2-4,1(~10)=49 = 72> 0 oldugundan iki farkli kok vardir.

3+7 3-7
X = 5 = Xy = ——2- =-2
Isaret Tablosu:
x | -2 5
) ‘ + ] - ’ +

Verilen esitsizligin ¢6ziim kiimesi
C=(-2,5)
acik aralifidir.

Ug ve daha yitksek dereceden denklemleri ¢dzmek igin ya carpanlara ayirma, ya
ikinci dereceden denklemlere déniigtiirme ya da Gauss Teoreminden yararlanilir.
Bu yontemleri birer érnekle agiklayalim.

ORNEK : x° —4x? —x +4 =0 denklemini ¢oziiniiz.

Céziim : Verilen denklem
(P-4 +4=0 = x(P2-D-4EF-D=0=
@-DE-4=0= E+Hx-1)x-4=0

seklinde carpanlara ayrilabilir. Her carpan sifira esitlenerek
xp=-1, X =1, x3=4

bulunur.
ORNEK : x*-10x2 + 9 =0 denklemini ¢bziiniiz.

Coziim : x> =y denirse, verilen denklem
y-10y+9=0

sekline doniisiir. Bu denklem ¢oziilerek
vi=1l, y»=9

bulunur. y = ¥ oldugundan
2=1 veya x*=9

bulunur. Bunlar ¢dziilerek
n=-1, =1, n=-3, =3

kokleri elde edilir.

TEOREM 0.7 . .. ‘
a ., a,,...,a, tamsayilar olmak {izere
I W ™+t gy x+a, =0

|
|
|
! denkleminin bir rasyonel kokii varsa, bu kék @, sayismi bdlen bir ‘
|
_tamsayidir. I

17
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ORNEK : x3~3x? - 2x+4 =0 denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz.

Céoziim : Verilen denklemin bir rasyonel kokii varsa, bu kok 4 sayisini bolen £1,

*2,+4 sayllarmdan biridir. x; = | denklemde yerine konursa -

12-3.12-2.1+4=0 = 0=0

bulunur, yani denklem saglanir. Su halde x* — 3x2 — 2x + 4 ifadesinin carpan-
larindan biri x — 1 dir. x* = 3x> + 2x + 4 ifadesi x -1 ile boliiniirse, bélim

x2~2x-4 olur. Simdi ¥’-2x-4=0 denklemini ¢ézelim.
A=4-4.1(-4) =20 olacagindan

_2+20 _ 2425

Xl-— 2 ) :1+\/§

2 2
bulunur. O halde verilen denklemin ¢oziim kiimesi
{I. 1-V5, 1+5}
olur.

ORNEK : 4x% + 4% - 9x2—x + 2= 0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim : 2 sayisin bolenleri +1, +2 sayilandir. Bu sayilan denklemde yerine
yazarak deneyelim.

x=1 igin
444-9-1+42=0=0=0

bulunur. x; = 1 bir koktiir.

x=-1 icin
4-4-941+2=0=-6=0

bulunur ki bu, x = -1 in kok olmadigimi gosterir. Benzer sekilde x, = -2 nin kok,
fakat 2 nin kok olmadig: goriiliir. Simdi diger iki koki bulalim.

4x 4+ 4x3 = 9x2 ~x + 2 ifadesi (x — 1) (x + 2) = x2 + x - 2 ile boliiniirse 5.
boliim  4x? -1 olur. 4x?~ 1 =0 c¢éziildigiinde x5 = ~~é» , Xy =% kokleri

bulunuy. Coziim kiimesi

_ 1 1
C—{'zﬂ‘??"}

olur.

Agagidaki denklemleri ¢6ziiniiz.

@ 2-9=0 ) 42-1=0
©) ¥+4r=0 (d) 2x-x*=0
(&) x*-3x+2=0 ) 2+5t+6=0

(g 4m*-5m+6=0

Asagidaki denklemlerin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
(a) V2x-3 +x=3

™ Brx+1+x=+ix

() x*-16=0

(¢) ¥*+3x2-4=0

(d) 4-3.2%+2=0

Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.

3.1 x
R R
1 2 3
b) ——— — =
®) x+2 x-1 42
(c) X+L:a+i
X a

Asagidaki denklem sistemlerini ¢oziiniiz.

x2+y2:38 x2+xy:10
(a) ® ¢,
xy =96 Yy +xy=15

X+ (m-Dx+m=0 denkleminin koklerinden biri
2 olduguna gore, digeri kactir?

Asagidaki esitsizliklerin ¢oziim kiimelerini bulunuz.
@ x(x-3)>0 (b) X2+ 13x+40<0

2
() P?~4x+4>0 @%‘iso
’ X" - 9x

2 < x? -4y -3 < 18 esitsizliginin ¢oziim kiimesini
bulunuz.

Ix? - 3x — 41 < 6 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bu-
lunuz.

Her x ¢ R igin
X = 20dm -Dyx + 15m* = 2m-7>0

olmasi icin m ne olmalidir?

om+ D —dx-202m+ 1) =0

denkleminin farkl ve gercek (reel) iki kokiiniin ol-
mast icin m ne olmalidir?

Asagida denklemleri verilen egrilerin (parabollerin)
grafigini ciziniz.
(@ y=x>-5v-6 () y=-222+4x

(c) vy=d4?—dx+1

%, Asagidaki denklemleri ¢coziiniiz.

(a) ¥-5x2+4x=0
b) ¥-3x+2=0
(©) ¥-xr-3x-1=0

(3. x¥*—=x—=1=0 denkleminin rasyonel k&kiiniin olma-

difin1 gOsteriniz.

24, Agagidaki denklemleri, denklemin baginda belirti-

len bilinmeyene gore ¢oziintiz.
R S -0
(a) 1; - &t — vyt =Sy =

) R; w=-"EE_ (R>0 x>0

G+ RY

(©) r; S=mr+2me
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0.5.2 Bir Dogrunun Eghm Acisi ve Egimi

Bir dogrunun Ox- ekseni ile pozitif yonde yaptigi agiya dofrunun efim acisi,

¥ Bilindigi gibi, diizlemdeki her bir noktaya bir (a,b) swal ikilisi, herbir (a,b) siral 4 efim agisimn tanjantina da dogrunun egimi denir. Buna gbre, d dogrusunun egimi
pl- ikilisine bir nokta kargilik gelir. Eger bir A noktasina karsihk gelen siral: ikili s m ise i ) )
(a.,b) ise a reel sayisina A nin apsisi, b ye de ordinat denir. i
: Diizlemde A ve B noktalar verildiginde, bunlar arasmdaki uzaklik 4B} sembolii — b . m = tand
Tw_u___\, il.e gosterilir. Bu uzakhgm nasil hesaplanacafim agagidaki teorem gdstermekte- '
dir. olacaktir.

d dogrusunun egim acis1 dar ag1 ise egim pozitif, genis aci ise egim negatif ola-

y ' TEOREM 0.8 (Diizlemde fki Nokta Arasindaki Uzakhk) : 8=120° e cakiir. Yanda gesitli eim acist ve efime sahip dogrular gizilmistir. ran90°
(" A Bxa ¥2) Alx - . 8 =135 » f=anm=l tammsiz oldugundan, diisey dogrulann egimleri tammsizdir.
= (x1,¥1) , B(xy, ¥;) noktalar arasindalki uzakhk p 0230 .m= 143
¥ ‘ —_— b= 150° m=21V3 . A
= ¥l [ ¢ J IAB = \/I(xv -x, )2+(y,- v V2 8=0°m=0 Simdi bir dogru tizerinde P(x;, y;) . G(xs, ¥2) noktalarmi segelim. PQT dik
Al ) i licgeninde
birimdir.
0 ¢ . ) -y
*d ¥a o x | tan@ = len olacagindan m = Y27 h
X=X, Cesitli egim agilan ve eimler |PTI Xy~ X
Bu teoremin ispati, yanda verilen ABC dikiicgenine Pisagor bagmtisin uygula-
maktan ibarettir. . olur. Buna gére, y ve x deki degisimler At = x5 — Xy
; D
# . 3
ORNEK : A(5.8) , B(1,5) nokialar arasindaki uzakligs hesaplaymiz. 0}1% ile gosterilirse
Coziim : _%;\ Ya A
Q¢ b m= Ey
f Gl —_—
IABI = J(5- 17 +{8 - 5)% =/I6+9 =25 =5 el
birim ol <5 L o yazilabilir. Buna gére bir dogrunun egimi, kabaca “yiikselen” kismm “yatan”
¥ 1M olur. “0 v kisma oram biciminde tanimlanabilir.
Y [T A B v ) . . . )
_2 / 22 U(;ﬁnf)ktalan Alxy, y1) ve B(xs,y,) olan bir [AB] dogru pargasmin orta noktasi . Bir dogrunun egimi, dogru lizerinde secilen noktalardan bagimsizdur. Yani nok-
¥ /?/ C(Y.i¥) Clxy) olsun. Ve ) f , talar degisse de egim degigmez. Ornegin dogru tizerinde
Y S ) - yt+y 4
" S A P,y Qv (v, REwyw
0 \] ¥ Xy X dir. 5 e Se ini 181
) noktalart alindiginda, PQT ve SRK iicgenlerinin benzerliginden,

ORNEK : Ug noktalari A(2,5) , B(4,3) olan [AB] dogru pargasmin C orta nok- Yoo _Yam s
m=2i L=t 23

tasinin koordinatlarini bulunuz. ;
; Hp= X Xy

Coziim :

- 2+4 6 bulunur. Yani noktalar degistikce oran degismemektedir.

x== ===3, Y

2 Bir dogru Ox eksenine paralel oldufunda Ay =0, Ax=0 olacagindan
- _5+3_8 2
y== 2 -= T 4 m=0 m = 0 olur. Dogru Oy — eksenine paralel oldugunda Ax =0, Ay # 0 olacagindan
m tanimsiz olur.
g Pl
olacafindan orta nokta C(3,4) noktasidir. 0 .
11 tanimsiz
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d; ve dy dogrulari paralel ise onlarin e8im acilari esit Gl¢iilid, dolayisiyla egimleri
esittir. Buna gére,

dy 1l dy & n‘zl =,

Diisey olmayan d; ve dp dik dogrulannin egimleri, sirasiyla m; ve m, olsun,

m) = tanf,| = \LII;L?T
my = tand, = ~%
olacagindan
my . my = HBL HCL
YT U IHCT THB

olur. Buna gore

diLdy = my.my=-1.

fr o

/YIRS

Bir dogrunun denklemini bulmak demek, onun lizerinde alinan degisken bir
P(x,v) noktasinm x,y koordinatlart arasinda bir bagmnt1 bulmak demektir.

A(xg, yo) noktasindan gecen ve e8imi m olan dogru fizerinde bir P(x,y) noktas:
alinirsa,

Y~y
]n::;o
X "XO

bulunur. Buna gére dogrunun denklemi

Y =¥ =mx - Xxp)

olur,

QRNEK ¢ A(1.3) noktasindan gegen ve Ox— ekseni ile pozitif yonde 45 derece-
lik a¢1 yapan dogrunun denklemini yazinz.

Céziim : Egim. egim acismin tanjant1 oldugundan
m = tands° = |

dur. Buna gére dogrunun denklemi

,\773=1(x~l):>y=x+2

olur.

v+2v+4=0 7

Yy =Yg =m(x—xg)
denklemi
y=mx + (g~ mxg) = y=mx + 1
bigiminde de yazilabilir. Su halde x in katsayis: olan say1 dogrunun egimidir.

ORNEK : 3x+4y +5=0 denklemli dogrunun egimini bulunuz.
Coziim : v cekilirse
3 5

yesgrg

" 3
bulunur. Buna gore m =- ) olus.

Genel olarak, denklemi
ax+by+c=0

olan dogrunun egimi
m=-2L

b

sayisidir.

ORNEK : A(2-3) noktasindan gecen ve 2x + 4y + 5 =0 dogrusuna paralel olan
dogrunun denklemini yazmiz.

Coziim:
2x + 4y + 5 = 0 denklemli dogrunun egimi m=— %: - % oldugundan, denklemi
istenen dogrunun da egimi ~% olur. Dolayisiyla, istenen denklem

y-t=p=-d-2) = xe2y+a=0

olur.

ORNEK: A(l4) noktasindan gegen ve denklemi 3x + 2y + 4 = 0 olan dogruya
dik olan dogrunun denklemini yazimz.

Coziim:
3x+ 2y +4 =0 denklemli dogrunun egimi m; = ~—'23~ oldugundan, denklemi is-

tenen dogrunun egimi % olur. O halde istenen denklem
2 -
y—4:?(x-l) = 2x-3y+10=0

olur.
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// Plx.y)
A B Yy ys)
p
A7 A(.\l \])

s

A(x;y)) ve B(x,y,) noktalarindan gecen dogrunun iizerinde bir P(x)y) noktasi
alalim.

Vo =¥ -y
m=2T0 e =270
Xy =X, X~x
olacagindan
Yo- X ¥Y=»

X=X X-x

yazilabilir. Oranti dzelliklerinden yarartanarak, bu bagmt

Y-y _1_ X

v
¥y XX

biciminde de yazilabilir.

ORNEK: A(1.3), B(2,5) noktalarindan gegen dogrunun denklemini yaziniz. Bu
dogru Ox— eksenini hangi noktada keser?

Coéziim: Yukandaki denklemde

=1, y=3, =2, y»=5

yazihrsa
y-3 _ x-1 e
35 1-a T YTl
bulunur. Ox — ekseni tizerinde y = 0 olacagindan 0 =2x+ | = x=— % bulunur.

/
Su halde dogru Ox — eksenini (— %f O) noktasinda keser.

Bir dogru koordinat eksenlerini (p,0) ve (0.¢) noktalarinda kessin. Tki noktas1 bili-
nen denkleminden yararlanarak, bu dogrunun denkleminin

XY
P q

olacag: kolayca gosterilebilir.

ORNEK : Yandaki sekilde |0Al = 4. 10B| dir. d dogrusunun denklemini
bulunuz.

Céziim: B nin ordinatr g ise, A mn apsisi 4g dur. Buna gore dogrunun denklemi

Z v s x+dy=4q
49 ¢

D

olur. Dogru K(2,1) noktasindan gectiginden

244 1=dgmg=3

bulunur. Dolayisiyla dogrunun denklemi

x+4y=6

olur.

Bir A(xp, yo) noktasinin denklemi ax + by + ¢ =0 olan dogruya olan uzakig: A
dan dogruya indirilen [AH] dikmesinin uzunlugndur. AH dogrusunun egimi
—~ dir. Dolayistyla denklemi y -y, = " (x-x,) dir.

a

Bu dogru ile ax + by + ¢ = 0 dogrusunun kesim noktast H noktasidir. A ve H
arasindaki uzaklik hesaplanarak ¢ bulunur.

Yukaridakiler yapildiginda
. |axg + by, +
Vat+b*
bulunur.

ORNEK: A(2,5) noktasinin 3x + 4y — 6 = 0 denklemli dogruya olan uzakligini
hesaplayiniz.

Coziim:
(B2 RO i
VO+16 5
olur.
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Denklemleri

ax+by+c)=0, ax+by+c,=0
olan dogrular arasindaki uzaklik

= e~ i

[ 2
Va? + b?
birimdir.

ORNEK: Denklemleri 3x ~ 4y+10=0 ve 6x-8y-5=0 olan dogrular
arasmdaki uzaklig hesaplayiniz.

Coziim:
Verilen denklemlerde x ve y lerin katsayilan esitlenirse
6x -8y + 20 =0, 6x-8y~-5=0

denklemleri bulunur. Buna gére,

RO-(-5)]_25
= = 2 o)
V36+64 10 =

birim olur.

ORNEK : Koseleri A(-4,6),B(1, 1), C(-7,7) olan ticgenin alanim bulunuz,
Coziim :

BC dogrusunun denklemi

=7 _ x+7

7_T:Tf=3.x+4y—7:0
olur.
p D67 sy,
V9116 5 '
BCI=(1+77 +(1=7) =10 br
oldugundan
Alan(ZBC) = 110,125 b
olur.

%3

Diizlemde A(3,2) , B(5,4) noktalarindan egit uzak-
likta bulunan noktalarin geometrik yerini bulunuz.

Diizlemde 4(3,2) , B(1,4), C(5,2) noktalarindan esit
uzaklikta bulunan bir nokta bulunuz.

Koseleri A(5.4), B(10), C(-2.3) olan tiggenin bir
dikiiggen oldugunu gosteriniz.

Asagida iki noktas: verilen dogrularmn egimlerini
bulunuz.

(a) A(-12), B(-2,-1)
(b) AQ2-1), B(=2,1)
(c) A(5.2), B(56)

Asagida bir noktasi ve egimi verilen dogrularm
denklemini yazimz.

@ ACLD),m=1
by A(-22) ,m =%

Asagida iki noktas: verilen dogrularm denklemini
yaziniz.

(a) A(-1,3), B(1.5)
(by A(2,3),B(-1,9)

Agagida verilen dogrularin eksenlerj kestigi nokfa-
lart bulup, grafiklerini ¢iziniz.

(@) 3x+4y=12
(b) \@AX—x/ﬁy:\/g

A(1,2) noktasindan gegen ve x + 2y = 3 do§rusuna
paralel olan dogrunun denklemini yazimz.

A(-2 4) noktasindan gegen ve y = 2x — 3 dofrusuna
dik olan dogrunun denklemini yazimiz.

LAY ve x+2y=3, 2x-3y=-l1 dogrularmin

kesim noktasindan gecen dogrunun denklemini ya-
Ziniz.

ax+by+c1=0, ax+by+cy=0
denklemli dogrulardan egit uzaklikta bulunan nokta-
larin geometrik yerinin

o +c
ax + by + 12 2=0

denklemli dogru oldugunu gosteriniz. Bundan ya-
rarlanarak 3x+4y-2=0, 6x+8y+3 =0 denk-
lemli dogrulardan esit uzaklikta bulunan noktalarin
geometrik yerinin denklemini bulunuz.

2%, A(2,3) noktasindan gegen ve orijinden 2 birim uzak-

likta bulunan dogrularin denklemini bulunuz.

. Asagida denklemleri verilen dogru ciftlerinin, eger

varsa, kesim noktalarinin koordinatlarin: bulunuz.

Koseleri A(1,1), B(4,2), C(64), D(3,3) olan pa-
ralelkenarin alanini bulunuz.

. Asagida verilen noktalarin karsilarinda denklemleri

yazili dogrulara olan uzakligini bulunuz.

(2 AQ-1), dx+3y+10=0
() B3, 5x-12y-29=0
(©) C(-23) ,‘ 2 —y=3=0
(@& DA,-2), y—2y~-5=0
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16. Asagida denklemleri verilen paralel dogru ciftleri

- Ala-3,a+4), Bla+ 1, a) noktalar veriliyor.

4]

.

arasindaki uzakhg bulunuz.

(@) 3x-4y-10=0 ; 6x—8y+5=0

(b) 5x-12p+26=0; Sx—12y-13=0
©) 4x-3y+15=0 : Bx—6y+25=0
(d) 24x-10y+39=0: 12¢-5y-26=0

[

» 3x+4y+4=0 ve 5x-12y+ 13 =0 denklemli

dogrularn olusturdufu acilarin agiortaylarmin
denklemlerini yaziniz.

i A(=2,-1) , B(m2) , C(1, 4) noktalarmin aym dogru

iizerinde olmasi icin m ne olmahdir?

< 3x-3y+m-1=0 ile x+3y=9

denklemli dogrular Oy -- ekseni iizerinde kesisiyor-
lar. Bu dogrularm eksenlerle kesim noktalar1 A, B,
C olduguna gore, ABC iiggeninin alam kag br? dir?

e
-3

3x~y+1 ve x+2y+5=0 denklemli dogrular,
y=x dogrusuna paralel bir 4 dogrusu lizerinde ke-
sisiyorlar. d dogrusunun denklemini bulunuz.

)
feh]

- (a-Dx+3y=0 ve 2x~ay=4 denklemli dogru-

lar dik kesigtigine gore, kesim noktasinin koordi-
natlarini bulunuz.

[AB] dogru parcasimn orta noktasi I1. bolgede ise A
noktast hangi bélgededir?

[

- y=a(a~1)x+4 denklemli dogrunun egim agisinin

genis ac1 olmast igin a ne olmahdir?

5x + 12y = 10 denklemli dogrudan 5 birim uzakta
bulunan noktalarin geometrik yerinin denklemi ne-
dir?

- Yandaki sekilde A(3,2)

-y =4x dogrusu iizerinde, A(4,1) ve B(-2,3) nok-

#. y = ~x + 2 denklemli dogru iizerinde, A(5,5) nok-

0. x-y+2=0ve V3x-y-1=0

noktasindan gecen dog-
ru goriilityor.

(@ -3) (b -2) carpimi
nedir?

B D C

Kenar orta noktalan D(--1,3) , E (3,-5) , F(2.4) olan
bir ABC iicgeninin koselerinin koordinatlarim bu-
lunuz.

cx+y=T7, x-29+2=0, mx+y+5=0

dogrularimn ayn noktadan gegmesi igin m ne ol-
malidir?

talarindan esit uzakhkta bulunan noktanmn koordi-
natlarini bulunuz.

tasina en yakin noktamn koordinatlarim bulunuz.

denklemli dogrularin olusturdugu dar aginin 6lgiisi
kag derecedir?

M(a,b) koordinat diizleminde sabit bir nokta ve r bir pozitif say: olsun. Diizlemde
M noktasmdan » kadar uzakta olan noktalarin kiimesi, C merkezli r yangaph cem-
berdir.
P(x,y) cembere ait bir nokta ise |1PCl =r olacafindan
dir. Tki tarafin karesi alinirsa
x-a)l+(y-bP=:2
bulunur. Bu denkleme cemberin standart denklemi denir.
Eger ¢emberin merkezi orijinde, yani a = b =0 ise, denklem
P +yr=r
seklini alir. Buna merkezii gember adi verilir. Yarigap: 1 birim olan ¢embere
birim cember denir.
ORNEK : C (-1,3) merkezli, » = 5 birim yarigaph ¢emberin denklemini yaziniz.

Cozitm : a=-1, b=3, r=35 oldugundan, gemberin denklemi

@+ D2+ (y-3)7=25
olur.
(x-a) + (y— by =12 ifadesindeki kareler alnir ve diizenlenirse,
P24y -2ax-2by+a?+ b2 -2 =0
bagintis1 elde edilir.
Da=D, -2b=E, a+b -rP=F
denirse
X+y*+Dx+Ey+F=0

denklemi bulunur. Denklemi bu formda verilen ¢emberin merkezinin koordinat-

lan
_[.D _E)
@b=(-2 -2
ve yarigapt
rel [DP+EE-4F
2
dir.

ORNEK : x2 + y2 — 4x + 10y + 20 = 0 ¢emberinin merkezini ve yarigapin
bulunuz.
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16+ T00~80 =++/36 =3

oldugundan, merkez M(2, -5) , yarigap r = 3 diir.

O]%NFK :x%+ v+ 2x—4y~11 =0 denklemli cemberin 3x - 4y ~ 19 =0
dogrusuna en yakin noktasmin bu dogruya olan uzakhg: kac birimdir?

Cﬁz%ﬁm: Cemberin dogruya en yakin noktasi, merkezden dogruya indirilen dik-
menin ¢emberi kestigi P noktasidir.

P+ 2r-dy-11=0= 2+20)+0% =4 -11=0=
E+ D=1+ -20-4-11=0= @E+1P+@F-22=16
oldugundan, merkez M(-1, 2) yaricap r = 4 diir.

2 e e A iri
N s 6 birim

IPH = IMH) ~ 7 =6~ 4 =2 birimdir.

r yarigaph bir cember ile bir dogru verilmis olsun. Cemberin merkezinin dogruya
olan uzakligi ¢ olsun.

(1)  ¢<r ise dogru ¢emberi iki noktada keser.
(2)  ¢=r ise dogru ¢cembere tegettir.

(3)  ¢>r ise dogru cemberi kesmez.

ORNEK : v =4 dogrusunun x2 + 3% -6x + 1 —m =0 denklemli cembere toget
olmasi i¢in /m ne olmalidir?

Céziim : Cemberin merkezini bulalim.
D _6 E
AQ=—-—=—= - =
2 2 5 b 2 0
oldugundan merkez M(3,0) dir. Bunun y =4 dogrusuna olan uzakligt ¢ = 4 bi-
rimdir. O halde ¢emberin dogruya teget olmasi icin 7 = 4, bunun i¢in de

i
r= LD E - L oA -4

= 32+4m =8 =32+ 4m=064

=>m=8

olmalidir.

B

Tt

i

Merkezi M(2,~1) olan ve P(5.3) noktasindan gegen
gemberin denklemini yazmiz.

Merkezi M(~3,3) de olan ve koordinat eksenlerine
teget olan ¢emberin denklemini yazimz.

Merkezi y = 8 — 3x dogrusu iizerinde bulunan ve
koordinat eksenlerine teget olan gemberin denk-
lemlerini yaziniz.

A(2,2) , B(3,1) noktalarindan gegen ve merkezi

y =-—x + 3 denklemli dogru iizerinde bulunan ¢em-
berin denklemini yazimz.

(m+2) 2+ 2m+ 1)y (m—1)xy +6x—12y—6(m+1)=0

denklemi bir gember belirttifine gére bu gemberin
merkezini ve yaricapini bulunuz.

3x—4y+5=0 ve —6x+8y-5=0

denklemli dogrulara teget olan gemberlerin yarica-
pt kag birimdir?

Merkezi y = -2x dogrusu iizerinde bulunan ve

4x-3y+10=0, 4x-3y—30 =0 denklemli dog-
rulara teget olan gemberin denklemini bulunuz.

Denklemi y = 3x olan dogruya orijinde teget olan
ve A(0,6) noktasindan gegen ¢emberin denklemi-
ni yaziniz.

A(30) ve B(-50) noktalarindan gegen ve yaricapi
4 birim olan ¢emberin denklemini yazimz.

16. Merkezi orijinde olan ve 3x — 4v + 10 = 0 denklem-

1i dogruya teget olan cemberin denklemini bulunuz.

24, Yangapr r=+5 birim olan ve x — 2y =1 dofru-

suna P(3.1) noktasinda teget olan cemberin denkle-
mini yazimz.

:%. Merkezi M(3,-1) de olan ve 2x — 5y + 18 =0 dog-

rusundan 6 birimlik bir kiris ayiran denklemini ya-
ziniz.

i%, A(1,0) noktasindan gegen ve

2x+y+2=0, 2x+y- 18 =0 denklemli dogru-
lara teget olan cemberlerin denklemlerini yazimz.

2 dx4+dy-35=0, 3x—dy-35=0, x-1=0

denklemli dogrulara teget olan gemberin denklemi-
ni yaziniz.

5. Merkezi M(-13) de olan gembere. iizerindeki

P(0,1) noktasindan gizilen tegetin denklemini yazi-
niz.

i5. y=kx dogrusuile

24y —10x+16=0
cemberi veriliyor.

(a) Dogrunun ¢emberi iki noktada kesmesi
(b) Dogrunun cembere teget olmasi
(¢) Dogrunun cemberi kesmemesi

icin & ne olmalidi?
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ave b, a<b olacak sekilde herhangi iki say1
olsun.

a+b "
a< < b oldugunu gosteriniz.
a+b .
[(——2—) sayisina a ile b nin ar
denir.]

x sifirdan farkli bir rasyonel say1 ve y irrasyonel
olsun.

x-y, x4y, xy, X, b
y ' ox

sayilarinin irrasyonel oldugunu gosteriniz.

Iki irrasyonel sayinin toplamu ve c¢arpumi daima
irrasyonel midir?

Agagidaki denklemleri ¢oziiniiz.
(@) lx-2P~x-21=6
(b) Ix+2l=12x

Agagidaki denklemleri ¢6ziiniiz.
(@ [2x=20d+1

® le+31=20x+5

(©) ?-3x0==2

) k+b+ldil=6

© x;l =4
@ 122 =3

Hangi rasyonel x sayilan icin

Jxtix+3 rasyoneldir?

. O<a<b=a<Jab <

Asafidaki esitsizliklerin ¢oziim kiimesini bulunuz.

() I?-sxvdlsxi-5x+4
(b) [2x-3|-|]x+1]>0

() |x2 - 3xl > - 134

Asagidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.

(@) a<b= -a>-b
(b) O<a<b ve 0<c<d = ac<bd

(¢) O<a<l="a>a

x*—x- 1=0 denkleminin 1 ile 2 arasinda bir ir-
rasyonel k6ke sahip oldugunu gosteriniz.

Kose koordinatlari tamsayilar olan bir eskenar iig-
genin bulunmadifin gosteriniz.

la+bl=ld+bleabz0

Onermesinin dogrulugunu gosteriniz.

a+b

Onermesinin dogrulugunu gosteriniz.

[Vab sayisma aile b nin g2
nir.]

1 1{1 1
O<a<b _:_(.,. )
a ve ] a+b olsun.

a< h < b oldugunu gosteriniz. [/ sayisina a ile b
nin i3 i nrenes denir.]

. 0 <a<b olsun.

Vb ~a <vb-a oldugunu gésteriniz.

Gh

Bir iiggenin iki kenarinin orta noktasimi birlestiren
dogru pargasinin figlincil kenara paralel ve uzun-
lugu, iigiincii kenarn uzunlugunun yarisina esittir,
gosteriniz.

Hera, b e R icin
la - bl = maks {a,b} ~ min {a,b}

oldugunu gosteriniz.

7. maks {a,b} = _{a_d;b%ja__—ﬂ
nﬁn{mb}zﬁﬂif%;ﬂgjﬂ

oldugunu gosteriniz.

2, Hera, b,ce R igin

ab+bcrac=sd+b+c?

oldugunu gosteriniz.

. on>1 igin
M = maks {a,a?, ... ,a"}
m=min{a,a*,....,a"}

olsun. a mn agagidaki degerleri igin M ve m say1-
larini bulunuz.

(1) 0<ax<l
(2) a>1
(3) -1<a<0
4 a<-1

Merkezi orijinde, yarigapt % olan gemberin lze-

rinde ve i¢ bdlgelerinde koordinatlari tamsays olan
kag nokta vardur?

B={(xy): x20,0< y=<100-x}

B
e

kiimesi {izerinde koordinatlan tamsayi olan kag
nokta vardir? :

vz, Asagidaki Snermelerin dogrulugunu gosteriniz.

nd
3

a) Bir cift saywnmn karesi de cifttir.
b) Bir tek sayinin karesi de tektir.
¢) Bir cift saymn kiibii de gifttir.

d) Bir tek saymnn kiibii de tektir.

3. Hera,be R igin ‘

I

ol bl S la + bl <lal + 1B} -

oldugunu gsteriniz. Esitlikler hangi durumlarda
vardir?

54, a.bz0 ve lal#bl dir.

x-a  x-b b a
x-a . - 2

b b x-a Xx-b

denklemini ¢oziiniiz.

by — abl <Xl ly - al + lal Ix — bl

oldugunu gosteriniz. i

2
26, (k-1 s

denklemini ¢oziiniz.

27, xx ve yy iki basamakh birer sayidir.

Mo w5
Ty ex W6

olduguna gore x ve y nedir?

33



[

HAREZMI (780 - 850)

Harezmi Ortagag Islam Diinyasinin en biiyitk Tiirk dehalarindan birisidir. Matematik, Astronomi,
Cografya ve Tarih konusunda Snemli cahismalar vardir. Tiirkistan’da Aral GSli’niin giineyinde bulunan
Harezm sehrinde dogmusgtur,

Yedinci Abbasi Halifesi Memun tarafindan Bagdat’a davet edilmis, burada Beyt’el - Hikme (Bilgelik Evi)
nin miidiirliging yapmistir.

Harezmi cebir biliminin babas: olarak kabul edilmistis. Bu iinvan, cebir konusunda ilk el kitabinim yazari
olmasi miinasebetiyle verilmistir. Islam diinyasinda cebir alaninda bir otorite olarak tanmdigr gibi, bu
matematik alaninn Avrupa’da yayginlagmasinda biiyiik rol oynanustir.

Avrupalt matematikeilerin cebirle ilk kargilagmalari, Harezmi’nin Cebir kitabimn 12, ylizyilda Latince’ye
cevrilmesiyle olmustur. Avrupa dillerinde bu maternatik alania “algebra” veya “algebre” isminin verilig
nedeni, Harezmi’nin kitabmin adimn “El - Cebr” olmasidir. Hesap yontemi manasina gelen “algoritma™
terimi de Harezmi’nin adindan (Alkhorizmus — Algorisma) geldigi kabul edilmekiedir.

Harezmi’nin diger dnemli bir eseri de Hint aritmetigi lizerine olan “Kitab el-Hesab eI — Hindi” dir. Bunun
arapga orjinali kayip olup Latince gevirisiyle giiniimiize intikal etmistir.

Harezmi’nin asil 8nemi, ilk defa sistemli bir sekilde cebir kurallarimi sunan kimse olmasidir.

Harezmi Cebir konusunda ax?=bx, ax?=¢, X*+bx=c, 4+c=br. br+c =12 tipindeki denk-
lemleri teker teker ele alip bunlarin nasil ¢ozitlebilecegini aciklamigtir. Bunlan ¢izerken geometri ve 6zel-
likle analitik geometriyi kullanmustir. Dolayisiyla Harezmi'nin cebirsel bir denklemin ¢oziimiinde analitik
geometriyi ilk kullananan matematikgilerden biri oldugunu da soyleyebiliriz.

Harezmi, denklemleri ¢6zerken daima pozitif kokleri bulmusgtur. Buldugu sonuglar, giiniimiizde kullanilan
¢oztim yontemleri ile bagdagmaktadur. Harezmi’nin buldugu sonuglar, kokleri pozitif olan denklemler igin
tam sonuclardir.

Harezmi, cebirsel denklemleri giizerken yapilacak iglemleri ve bu islemlerin sirasum agik bir bigimde
veren ilk matematikeidir. Bu nedenle bilgisayar ilminin temeli olan algoritmanin ve dolayisiyla bilgisayar
programetligimn kurucusu olarak kabul edilmigtir.

} Uygarhgin gergek lgiisii; ne niifus coklugu, ne kentlerin biiviikliigii, ne de
dretim bollugudur. Gergek olgii, iilkenin vetistirdigi insanlarin nitelikleridir. ‘

Ralph EMERSON ‘

fonksiyon

Bilindigi gibi yaricap: r birim olan bir dairenin alal'u‘A =5t biljrrﬂ(z.n'edir.wr ya
ricap: degistikce, A alams da degigir. Uygulamah blhmlel:de, deg1§e§11§n bilyiik-
liikler arasinda bazi bagmularin bulunmas bazi olaylarn mcelenmesml kola'y1a§—
urir. Ornegin belli bir sicaklikta tutulan bir gazin basinct gazmuhacmmve, bir ha-
reketlinin aldig1 yolun, harekedlinin hizina ve gegen zamana bagh O]du‘gu herkes
tarafindan bilinir. Iste bu gibi hallerde degisen biiyiikliikler aras'mdakl rriat?ma—
tiksel baginunin sagladigi ozelliklerin bilinmesi gok onemlidir. Bu boliimde
fonksiyor: adi verilen dzel bagntilar incelenecektir.

TANIM : \

A ve B iki kiime olsun. A min herbir elemammni B nin bir ve yalniz bir ele- J

manta egleyen fkuralma A dan B ye bir f: + denir.

A dan B ye bir fonksiyon, genellikle,

f:A—B veya A—L.B

biciminde gosterilir. Burada A kiimesine fonksiyonun fr.r:xi
ady verilir.

Su halde, bir f bagntismin A dan B ye bir fonksiyon olmas: icin A tamm kiimesi-
nin herbir elemanina B de mutlaka bir eleman karsilik gelmelidir ve kargilik ge-
len bu eleman bir tek olmalidir. Bagka bir deyisle A daki bir elemana B* de bir-
den fazla eleman karsilik gelmemelidir.

Tanun kiimesinin her bir elemanim deger kﬁmesinin bir ve yalniz bi1: elemamna
esleyen kural cesitli sekillerde verilebilir. Ornegin R den R ye olan bir f01_1k51‘yf3—
nun eslestirme kuralini "Her sayiya 2 katini kargilik getirme" olarak verilebilir.
Bu sekilde verilen fonksiyon; )

Ffix —»2x veya fly=2x
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r“_Aizx.m:m j 4

|- ———

=+f(x)
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seklinde yazilabilir.

Eger x in goriintiisii olan 2x sayis: bagka bir y degiskeni ile gosterilirse, yukari-
daki fonksiyon kisaca

y=2x

bigiminde gosterilebilir.

Eger f fonksiyonu, tanim kiimesinin x elemanin deger kiimesinin y elemani ile
eslegtirirse x in f altindaki goriintiisé y dir denir ve

y=fx)

biciminde gbsterilir. x tanim kiimesinde degistikce, ona bagh olarak y de deger
kiimesinde degisir.

Bu nedenle
y=flx)

bagmusy yardimiyla bir fonksiyon tammlandiginda x elemanma 5a
degigken, y elemanina bagimli degisken adi verilir.

ORNEK : Bir karenin alant, onun bir kenar uzunlugunun fonksiyonu mudur?

Coziim :
Bir kenarmin uzunlugu % olan bir karenin A alani,
A=k

dir. Her k i¢in bir ve yalmz bir A vardir. Yani bir kenarinin uzunlugu verildiginde
cizilecek karenin bir tek alani vardir, Dolayisiyla karenin alani, bir kenarmm
uzuniugunun fonksiyonudur.

ORNEK : Bir dikddrtgenin alan1, onun gevresinin bir fonksiyonu mudur?

Coziim :

Bir dikdortgenin alam, onun gevresinin bir fonksiyonu degildir. Ciinkii gevresi
ayni olan dikdortgenlerin alanlars farkl: olabilir. Ornegin gevresi 40 cm olan iki
dikdorigen farkl alanlara sahip olabilir. Eni 4, boyu 16 cm olan dikdortgenin
alam A=4.16 = 64 cm? oldugu halde, eni 9, boyu 11 cm olan dikdortgenin alan
A=9.11=99 cm? olur. Goriildiigii gibi bir ¢evreye birden ¢ok alan karsthk
gelmektedir.

Fonksiyonlarla ilgili asagidaki hususlarin bilinmesinde yarar vardir :

x, flx) ve f farkh seylerdir. Zira x, A tamm kiimesinin fix) de B deger kiime-
sinin elemandur. fise, A nin x elemanint B nin f{x) elemanina déniigtiiren bir var-
Iktir. Fakat alisilmig oldugu igin, fonksiyonlar igin “f(x) fonksiyonu”, “y = f(x)
fonksiyonu” gibi gésterimler ve ssylemler de kullanilabilir.

/1~ x* nin tamm kiimesi

Eger Ac R, BCR ve f de A dan B ye bir fonksiyon ise, bu fonksiyon bir reel
degigkenli ve reel degerli fonksiyondur denir.

Reel degiskenli ve reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde', f nin tanum Kii-
mesi flx) ifadesini reel yapan tiim x noktalarmm kiimesidir.

ORNEK :

fx)y=~1- x* biciminde tamimlanan fonksiyonun tamm kiimesini bulunuz.

Coziim :

1-x% € R olmastigin 1 -x*20 =2*<1 = -1sx=1 olmahdi.

O halde verilen fonksiyonun tamm kiimesi [-1,1] aralifidir.

f:A — B fonksiyonu verildiginde { (x,f(x)):xe A} kiimesine f nin gra.fl‘g1
denir. Bu noktalar x O y diizleminde isaretlendiginde fonksiyonun grafigi ¢izil-
mis olur.
Reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde f{x) = 0 e;itligini saglayan x eleman-
larina f fonksiyonunun sifir yerleri veya kokleri denir.

TANIM :

f ve g aym kiime tizerinde tamml: fonksiyonlar ve bu kﬁmenin her x ejlei
mant igin flx) = g(x) ise, file g fonksiyonlar: e denir ve f= g bigi-
minde gosterilir.

ORNEK: f:R—R, fy=x*-1ve g:R—=R,g)=kx-D&+ 1
fonksiyonlari esittir, zira her x € R igin

P-l=x-DE+1
dir.

TANIM :
fve g iki fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun f+ g toplam, f-g farks,
S

f.g carpimi ve v bolimi

(f+ 2 )0 =flx) + g
(f—8) (x) =flx) - gx}
(. &) = fix). gx)
(f/ 8)(x) = fx) 1 g(x)
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seklinde tanimlanir. Burada f+ g, f—g ve f g fonksiyonlar fve g fonk-
siyonlanmin tanimli oldugu tiim noktalarda, f/ g fonksiyonu da g(x) = 0
denklemini saglayan x ler hari¢ difer tim x ler icin tammhdur. Bir f fonk-
siyonunun bir ¢ sayisi ile carpimi da

(cNH@=c. fix)

seklinde tanimlanir.

ORNEK : f:R—R, )=+, g:R—>R, g=x-1
f

fonksiyonlarticinf+ g, f-g, f g ve =~ fonksiyonlarim bulunuz. Bu fonk-
(s}

siyonlarin tamm kiimelerini belirtiniz.
Céziim :
F+@ () =x+x-1
f~g)()=x'-x+1
Fo@=x*x-1)=x -x2

<T§>(x):x{21

olur. fik ii¢ fonksiyonun tanum kiimesi R reel sayitar kiimesi, son fonksiyonun
tanim kiimesi R\ {1} dir.

TANIM :

f: A~ B birfonksiyon, EC A ve Fc B olsun.
AEY={fx):xe E}

kiimesine £ nin f altundaki ¢

FrE={xiflne F}

kiimesine de F nin f altindaki ¢ : denir.

SlA) kiimesine de fonksiyonun g ad verilir.

Y“andakjgekilden de goriildiigii gibi f(A) goriintii kiimesi B deger kiimesinin alt
kiimesidir. Yani her f: A — B fonksiyonu icin

fA B
dir.

=3/2

Tv\' y=2v+3

TANIM : j
f:A— B fonksiyonu i¢in

fA =B

oluy01sa f fonksiyonuna &iten f 1, aksi taktirde fonksiyona icine
1 ads verilir. Buna gore eger f Ortense B nin herbir eleman A daki
en az bir elemanin goriintiisiidiir.

A

ORNEK : R den R ye tanimli f{x) = x*> fonksiyonu i¢ine fonksiyon,

g(x) =x -2 seklinde tammlanan g : R —> R orten fonksiyondur.

Ciinkii fIR)=R* w {0} #Rve g(R)=R dir. Bu iki fonksiyonun grafikieri yan-
da verilmistir.

Ox cksenine paralel olarak cizilen dogrular ¥ = x*> paraboliinii en az bir nokta-
da keser mi? Ayni soruyu y = x — 2 doZrusu i¢in cevaplandiriniz. Bu sonuglar
erafigini bildiginiz fonksiyonlarm 6rten olup olmadifini anlamimza yardimel
olabilir mi?

TANIM :

f:A— B fonksiyonu verildiginde farklr elemanlarm goriintiileri de farkl:

denir.

ise f fonksiyonu i

Bu tanim, sembollerle daha kisa olarak soyle verilebilir :

(@)  [x;#x, = fix) = fixy))] & f birebirdir.
b [fix)) = flay) = x; = x3] & f birebirdir.

TANIM :

Bir f fonksiyonu hem birebir hem de 6rten ise f fonksiyonu
denir.

ORNEK : f:R->R, flx)=2x+3 fonksiyonu birebir Siten midir?

(oziim :
Xy # X, ise, 2% # 26, = 2x 4+ 3= 20 + 3= flv) # flxy) dir

Su halde f birebirdir. y € R verilmis olsun. 2x + 3 = v olacak sekilde birx reel

v—3 .
sayist vardir. Gergekten v ==~ olur.

Birebir bir fonksiyonun grafigi verildiginde. Ox — eksenine paralel olarak cizilen
dogrular grafigi en fazla kag noktada keser?
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¥
fl=x

Ig fonksiyonunun grafigi

fnin gorinti kiimesi

fuin tamm kitmesi

-1
S PR . 1n tan: a i
f~in goriintii kiimesi f m kiimesi
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TANIM :
f, Adan A ya bir fonksiyon olsun. Her x € A igin
Sy =x

ise f fonksiyonuna birim (5zdeslik) fonksiyon denir, I, ile gosterilir.

I fonksiyonunun grafigi yanda verilmistir.

TANIM :

fiA—->B ve g:B— C fonksiyonlart verilmig olsun. Bu taktirde g fonk-

siyonu flA) daki her fix) elemani C kiimesinin bir g(fx)) elemanmna dé-
nligtiiriir. Boylece A nin her bir x elemaniru C nin bir z = g(f(x)) elemanma
d6nﬁ§t?j_ren yeni bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona file g fonksiyonla-
rinm bilegkesi denir ve gof ile gdsterilir.

Bileske Fonksiyonu

ORNEK : R den R ye tamml fix) = 3x ~ 1 ve g(x)=x* fonksiyonlar igin
(gaN(x) ve (fog)(x) ifadelerini bulunuz.

Coziim :
8 () = g(fl)) = gBx~ N = CBx — 1 =9 —6x + 1
(fog) () = flg(x)) = fx* )= 3x" - 1

olur.

Yukaridaki drnekten de goriildiigii gibi , genelde
Jog # gof

dir.

TANIM :

f+A— B fonksiyonu birebir érten olsun.
o) (x)=x ve (fog) M=y
esitliklerini saglayan g fonksiyonuna f nin tersi denir, f-! ile gosterilir.
Bu tanima gore,
flof=lys fof'=k

olacaktir.

azalmayan fonksiyon

artan fonksiyon

A,B <R ve f Adan B ye birebir érten bir fonksiyon olsun. y =f"(x) denk-
temini elde etmek icin y = fix) denkleminden x cekilip. x yerine v, y yerine x
koymak gerekir. O halde (a,b) . y = fx) lizerinde bir nokta ise, (ba), y=f1(x)
iizerinde bir noktadir. (a,b) ve (b,a) noktalart y = x dogrusuna gore, simetrik
noktalar oldugundan asagidaki Gnerme dogrudur :

y=fx) vey=f""(x) egrileri y=x dofrusuna gore simetriktirler.

ORNEK : f:R— R, fy=x* +1 fonksiyonunun, eSer varsa tersini bulup

grafigini ¢iziniz.
Céziim : f fonksiyonu birebir ve orten oldufundan tersi vardir.

y=¥+1 =P=y-1 = x=3y-1 oldugundan

Fle=Vx-T

olur.

Bu fonksiyonun grafigi y =% + | nin grafiginin y =x dogrusuna gore simetrigi
olacagmdan yandaki gibi olacaktir.

HANHM :

ACR ve f:A->R birfonksiyon olsun.

A bir E alt kilmesinin x, <x, sartini sa8layan her vy, x, elemanlar i¢in
an, fl)) < flxy) olursa e

flx)) < fly) ise f fonksiyonu £ iizerinde &
Y < denir. Benzer olarak, E kiimesinin x; <X, sartum saglayan x,,x, ele-
manlart icin f(x;) > f(x,) oluyorsa f fonksiyonu azaian, fixp) = fly)  ise
artmayandir denir. Bir arahik Gizerinde tanimli bir fonksiyon tanim arahgi-
in tamami fizerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin clarak monoton-
fur, artmayan veya azalmayansa monotondar denir. Eger bir fonksiyonun ta-
numlt oldugu her sonlu aralik, fonksiyonun monoton oldugu, sonlu sayida alt
araliga boliinebiliyorsa, bu fonksiyona par onoton fo 2 ad verilir.

L

Verilen bir fonksiyonun grafigi ¢izildiginde,

(a) Eger fonksiyon kesin olarak monoton ise onun grafigi iizerinde alinan her-
hangi iki noktadan sagda bulunani solda bulunanindan daha "yukaridadir.”

(b) Eger fonksiyon kesin olarak monoton azalan ise, grafik iizerinde alman her-
hanei iki noktadan solda olan: sagda olanindan daha " ukaridadir™,
S 5 3 Y

(c) Eger fonksiyon monoton azalmayan ise, onun grafigi iizerinde alnan iki nok-
tadan solda olani sagda olamn "yukansinda" olamaz.
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ORNEK : R de flx)=2x+4 ve g(x)=x> bi¢iminde tanimlanan f ve g fonk-
siyonlarinin monotontuk durumlarmi inceleyiniz.

Coziim :

fx) = 2x + 4 tn grafigi yanda verilmistir. Grafikten de goriildiigii gibi f fonksi-
yonu artandir.

Zita x; <Xx, ise, 2x,+4 <2x, +4 = flx;) <flx,) olur.

glx) =x? fonksiyonu (—o0, 0) araliginda azalan, [0, +) aralifinda artandir.
Dolayistyla bu fonksiyon monoton olmayip parcalt monotondur,

TANIM :

Eferxe A oldugunda ~x e A oluyorsa, A kiimesine bir simetrik kiime de-
nir. Simetrik bir A kiimesi iizerinde tanimlanan bir f fonksiyonu icin

Ji=x) = fix) oluyorsa f fonksiyonu bir¢ift fonksiyondur denir.

Eger her x €A igin fl-x) = -f(x) oluyorsa f fonksiyonu bir tek fonksiyon-
duar denir.

ORNEK : R denR ye tanumlz

fo=x"+1, g =x, hX)=x+2, kx)=0

kurallartyla verilen f, g, h ve & fonksiyonlarmin hangileri tek, hangileri ¢ifitir?
Coziim :

Herx e R icin fimx) = (=x)* + 1 = x>+ | = f{x) olduBundan f cift fonksiyon-
dur.

Herxe R icin g(-x) = () = —x* = —g(x) oldugundan g fonksiyonu tek fonk-
siyondur.

h(=x) = —x + 2 ifadesi ne /1(x) ne de ~A(x) oldugundan k fonksiyonu ne tek ne
de cifttir.

k(—x) =0 =k(x) ve k(-x) =0=—k(x) oldugundan k(x) =0 fonksiyonu hem tek
hem de ¢ifttir.

[ cift fonksiyon oldugunda, eger (x, f{x)) noktasi onun grafifinin bir noktas ise,

(=x, flx)) noktas1 da grafigin bir noktasidir. Diger taraftan (x, x)) ile (=x, f(x))
noktalar1 y— eksenine gére simetrik oldugundan f nin grafigi y— eksenine gére
simetriktir,

Benzer diisiinceyle, tek fonksiyonlarin grafiklerinin O(0,0) orijin noktasma gére
simetrik olduklari gosterilebilir.

23

A=(0,1,4,9} ve fix)=+x olduguna gore,
fA) nedir?

1-x

X

flxy=3x+5 igin f ( ) nedir?

f(2x) = 3x bagmtisim saglayan f fonksiyonu igin
70) . f(%) ve f(%) degerlerini bulunuz.

Asagidaki reel degerli fonksiyonlarin tanim kiime-
lerini bulunuz.

@ fo)=v4-x
® A=Vx"-9

© fy=—L2
V1—x

@ fo= 2t

© fio= 2

foy=vxTT . g(x):% icin asagdaki ifadeleri
hesaplaymiz.

@ F+3 ®) F-2)(®)

© (82 (d) (2f+3g) (15)
© 20+ 380) ® 75'(35)

© F2 ® L@

) =x2+1, gx)=x*-1 icin agagidaki ifadeleri
hesaplayniz.

(@ f2» (b) fg()
) g(ft-1) (d) g(g(0»
& gf(y () ARF0N)

-8

=

el

e

iy

Asagidaki fonksiyonlaricinf + g, f~g, f.g ve L;;

fonksiyonlarini bulunuz.

(@ fly=x+1 gy =x2+2x-3

(b ) =vx gx) =~x-2

© fo=VFrl g =——e
Nd - x”

© f=x1+2,  g=+x

l-x
1+x
(fof) (), (fog) (x), (gof) (x),

ifadelerini hesaplayimz.

fx)=

. g(X)=% icin

(gog) ()

Herx e Z* igin, fix+1)=x>+fix)
bagintisini saglayan f fonksiyonu igin f10) ~ A1)

ifadesini hesaplaymiz.

10, Z* dizerinde flx + 1) = x fx)

f(36)
A

bagintisint saglayan f fonksiyonu igin ifa-

desini hesaplayimz.

Xl <2 igin, fix)=~v4-x* olsun.
Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

(@) A1) =f» (b) fla~-2)=~4a-a*

3
© fepy=241-88 (@ f(%) \"4>’y -1

(&) f (%) = % Vi6-c*

i%, Herx,ye R igin,

S yy =) + f)

bagmtisin saglayan f fonksiyonu i¢in A1) nedir?
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12, f, bir I aralig1 iizerinde pozitif tanimh olsun.

3. Herx,ye R icin, flx+y) =fx) . fy) 20
bagintisiu saglayan f fonksiyonu icin 0) nedir?
4. Agagidaki fonksiyonlardan hangileri birebirdir?
(a) f:R—R. flxy=5x+1
() f:Z >R, Fx) =x7
(© f:R-R, foy=x+x
(d) ftR—>R, f=x*+1

. Bir dairenin ¢evresini alani cinsinden hesaplayiniz.

. Agagidaki bagintilarla tanimlanan reel degiskenli 2.

ve reel degerli fonksiyonlarin tamim ve g@riinti
kiimelerini bulunuz.

(@ fn=1+x
©) fixy=1-Vx

(b) flyy=~-x

(d) fov) = ~T-T]
© foy=-1

i7. f artan oldugunda - f azalan, f azalan oldugunda

—f artandir, gosteriniz.

(@ f artand1r<:>% azalandir.
M f azaland1r¢:>—}17 artandir.

Onermelerinin dogrulugunu gdsteriniz.

. Asagidaki esitlikleri saglayan

fix) =ax+b tipinde bir fonksiyon bulunuz.
(&) fx+1)=2x

(b) fx+3)=3x-2

() fl—-x)=5x+1

@ fEQ)=dx+3

1. fix) = x? —4x + 3 fonksiyonunun artan ve azalan

3. Asagidaki fonksiyonlar: biri tek biri de ¢ift olan iki

4. Oyle fve g fonksiyonlar bulunuz ki,

G, Asafgidaki fonksiyonlarn hangileri tek, hangileri 1.2 BAZI O7EL FONKSIVONLAR  momrereeresrerrsesem s s e e
o
giftr? Bu kesimde cok kullanilan bazi fonksiyonlart inceleyecek, daha sonra bu
(a) fly=4 (b) fix) = 1 fonksiyoniarin tam kismi, mutlak degeri ve isaretleri lizerinde duracagiz.
X
© f=x’-x+1 d) )=+ 227+ 3
f : @ foy =2+ AN
2
@ fiy=— ) fin) = ox n e N olmak lizere,
X7+ 1 X°+
1 -
© f=5— fo) =x
VA biciminde tanumlanan fonksiyonlara kuvvet fonksiyonu adi verilir,
0 o T

n ¢ift oldugunda kuvvet fonksiyonu ¢ift fonksiyon olup grafigi Oy— eksenine gore
simetriktir. » tek oldugunda kuvvet fonksiyonu tek fonksiyon olup, grafigi orijin
noktasina gore simetriktir. Bazi kuvvet fonksiyonlarmin grafikleri yanda veril-

Bazi ¢ift kuvvet fonksiyonlarinin

oldugu araliklart bulunuz. grafigi

s fen) S ; migtir.
) = X+ fA-x +j(x + f(~x)
2 2
esitliginden yararlanarak, her fonksiyonun biri tek TANIM
biri de ¢ift olan iki fonksiyonun toplami seklinde ne Nveag, dy, ..., a, ler de, a,#0 olmak iizere, sabit reel sayilar olsun.

yazilabilecegini gosteriniz.

px) =ax+a, N+ L rax+a

biciminde tamimlanan p : R — R fonksiyonuna bir poii
., a, sayilarina da poli-

fonksiyonun toplam: seklinde yazmiz. Buradaki n dogal sayisina polinom derecesi, ag , ay, -

@ fia) = e

x —-x+1

normun katsayilar: denir.

Bazi tek kuvvet fonkiyonlarinm

erafikleri Bu tanima gdre, bir polinom fonksiyonu, bazi kuvvet fonksiyonlarmim bazi sayi-

larla ¢arpilip bunlarin toplanmasindan olugmustur.

(B fixy= (1 +x)'"0

Ornegin f(x) = ax® + bx + ¢ ikinci derece fonksiyonu 1, x, x* kuvvet fonksiyon-
larinin, sirasi ile ¢, b, a sayilartyla ¢arpilip elde edilenlerin toplanmasindan iba-

f+g cift, f—g tek olsun. rettir. Polinomlar gu temel dzelliklere sahiptir :

(@  Iki polinom fonksiyonunun toplam: ve carpimi yine bir polinom fonksiyo-
. (@) ftekise f tek midir? nudur.
(b)  Eger r sayis1 n. dereceden bir p polinomunun m katli bir kokii (sifuryeri)

N .
(b) f tekise 7 tele midir? ise 1 — m. dereceden dyle bir ¢ polinomu vardir ki

© fcift ise L cift midir? Pl =@ =n" gk
f olur.

) f cift ise of gift midir? ) ] ) ) o _

@ fe 7 ORNEK : p(x) = x0 + x° + x* + 7 = X% (x + 1) (37 + 1) esitligi ile verilen p poli-

nomunun reel koklerini bulunuz.

2G,  Artan bir fonksiyonun tersinin de artan, azalan bir

fonksiyon tersinin de azalan olacagini gsteriniz. Coziim :

Kokler x; = x, = x, =0, x,=-1 dir. Diger iki kék reel degildir.
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Iki polinomun boliimi bir polinom olmayabilir. Bu tip fonksiyonlar bagka bir
sinif olugtururlar.

TANIM
g # 0 olmak iizere
Sy = 2
g(x)

bigiminde tanimlanan f fonksiyonuna bir rasyonel fonksiyon denir.

Bir rasyonel fonksiyon payday: sifir yapan noktalar hari¢ diger tiim noktalarda
tanimlidsr.

ORNEK : fix)= 3—)(:;14— fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.
X7 = 3x" - 4dx

Coziim : ° -3 —dx=x (x2 - 3x - 4)
=x(x+Dx-4

oldugundan fonksiyon x; =0, x,=-1, x;=4 noktalarinda tanimsizdir. O
halde tanim kiimesi R\ {~1, 0, 4} kiimesidir.
(

Her p(x) polinomu p(x)= I IX) biciminde yazilabildiginden, her polinom bir

rasyonel fonksiyondur.

TANIM
f. Adan B ye bir fonksiyon ve E < A olsun.

Her x € Eelemanna g(x) = f(x) elemanum kargilik getiren g fonksiyonuna
f nin E ye kisitlanmas: denir, f[F ile gosterilir.

Kisitlanmada kural degismemekie, ancak tanim kiimesi daraitilmaktadr.

ORNEK :7: R - R, fix) = 2x + 1 fonksiyonu verilmis olsun.

g:N—=R, g(x)=2x+1 fonksiyonu f nin N ye kisitlanmasidir. Dolayisiyla
g=/f; dir.

TANIM
| AcRolsun.
Ay =[x

seklinde tanimlanan f: A — R fonksiyonuna tam kisim fonksiyonu adi veri-
lir. Burada [x], x sayismdan bilyiik olmayan tamsayilarin en bilyiigiinil gos-
termektir.

Ix], n < x esitsizligini gercekleyen n tam sayilarimn en bilyligiini gosterdiginden,
p bir tamsay1 olmak iizere, p < x < p + 1 esitsizligini saglayan x reel sayilar igin
[x] = p dir. Buna gore

¥ Bex<2igin ] =-3, 2 <x<-licin [xf=-2,
~1<x<0 icin [x] =-1, O<x<ligin I=0,
3 l<sx<2igin  [xf=1, 2<x<3igin @ [xl=2

y = I+l in grafisi ve [3] =3 olacagndan f(x) = [+] seklinde rammtanan f: [-3, 3] — R fonksi-

yonunun grafigi yanda verilmistir.
Simdi tam kism ifadesi ihtiva eden fonksiyonlarn grafikleri ile ilgili bazi rnek-
ler verelim.

v ORNEK : y=x— [x] esitligi ile verilen f: [-2,2] — R fonksiyonunun grafigini
¢iziniz.
AAAA - = .
e 1/:‘:/ i ) Coziim : -2 <x<-1 icin [x] = -2 olacagindan y = x + 2 olur.
-2 -l 01 2

Benzer sekilde -l s x <Oiginy=x+1, O0=<x<1 i¢in y=x 1sx<2
iciny=x-1 ve x=2 icin y=0 olacagmdan verilen fonksiyonun grafigi sol-
da verilmigtir.

y =% — [x] in grafigi
ORNEK : f:[-22] — R, fix) = [x?] fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Céziim : fi-x) = [(-v)%] = [¥*] = fix) oldugundan f ¢ift fonksiyondur. Dolayisiy-
la grafigi y— eksenine gore simetriktir. Fonksiyonun [0,2] araligindaki grafigi ¢i-
zilip, elde edilen grafigin Oy- eksenine gore simetrigi alinabilir.

v 0<x<l igin 0= X<l = =0

l<x<y2 icin 1=2?<2 = =1

A

x<+3 igin 2=x?<3
X

J2
NeY

iA
5

=
<2 igin 3=x?<4 = KF]=3
=y

=

=2 icin  x=4

olur. Buna uyan grafikeyanda cizilmistir.
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TANIM
ACR ve f, Adan R ye bir fonksiyon olsun.

fx), fl)=0 ise

) =10]= {—f(x). Ax)<0 ise

seklinde tanimlanan Ifl fonksiyonuna f fonksiyonunun mutlak deger
siyonu denir.

Yukandaki tamma gore, Ifl nin grafigi, f nin negatif olmadig: yerde f nin grafigi
ile aymdur. f nin negatif oldugu bolgede Ifl nin grafigi f nin grafiginin x— eksenine
gore simetrigidir. Buna gére y = If{x)! in grafigini ¢izmek icin y = f{x) in grafigi
cizilir. x— ekseninin iist tarafinda kalan egri (noktalar) aynen birakilir, x— ekseni-
nin altinda kalan parcalarin x- eksenine gére simetrigi alinir.

ORNEK : y=|x"-3x- 4r egrisini ¢iziniz.

Coziim : Once y = 12 ~ 3x - 4 egrisini cizelim, x=0 iciny =4,

y=0icinx® - 3x-4=0=(x—4) (x+ )=0=x =4, x,=~1 bulunur.

. b _3 (3 )z 3 25
T ktast 1 xy =~ —— ==, == -3 = -4=.Z .
epe noktast : x, ) Yo 2 3 2] 4 1 olur
325\ ..
T kta (~, - w) .
epe noktast 7' 3 " dir

2 G - AT,
¥ -3x-4 egrisini ¢izmek icin, Ox— ekseninin ist tarafinda kalan kisim

y =
aynen birakilir, alt tarafinda kalan kismin Ox— eksenine gore simetrigi alinir.

2 . e . .
y= s - 3x - 4lin grafigi yanda verilmistir.

v = filxl) egrisini ¢izmek icin, dnce y = f{x) egrisinin x = 0 icin grafigi cizilir. Bu
egrinin Oy eksenine gore simetrigi alinr.

ORNEK : y = Id? - 4ixl egrisini giziniz.

Coziim : y=x?-4xegrisi x>0 icin gizilir. Bunun Oy- eksenine gore simetrigi
alinarak ¢izim tamamlamr. Grafik yanda verilmistir.

y=ifE

y =} Al egrisini ¢izmek igin, énce v = f(x) egrisi ¢izilir, Oy— ekseninin solunda
kalan parcas: atilir. Diger kismmn Oy- eksenine gdre simetrigi alinarak y = f(lxl)
egrisi cizilir. Bu egrinin Ox— ekseni altinda kalan parcasinin Ox— eksene gore
simetrigi alinarak ¢izim tamamlanir.

i

{

ORNEK : y :‘ x? - Z\xi‘ egrisini ¢iziniz.

2 - 2x egrisi gizilir. x=01iginy =0,

Céziim : Once y =
x(x-2)=0 = x=0, x,=2 olur.

Yp=1, y,=-1 olacagindan Tepe noktasi T(1.-1) noktasidir.

Oy~ ekseninin solunda kalan kisim atilip sadaki parcanmm Oy- eksenine gore si-
metrigi almir. Boylece y = [xi? - 2Ix! erisi cizilir. Ox— ekseninin tistiinde kalan
par¢a aynen birakilir, eksenin altinda kalan parganin Ox— eksenine gbre simetri-
gi alinirsa y = lIx? - 2IxIl egrisi ¢izilmis olur. Grafik yanda verilmistir.

Reel degerli bazi fonksiyonlarin aldig1 degerlerin pozitif veya negatif olugu Snem
tagir. Bu sebeple isaret (signum) fonksiyonu denilen bir fonksiyon tanimlanir.

TANEM
£, A < R den R ye bir fonksiyon olsun.

)]

St fix)= 0 ise

gx)y={ fix)
0 , fx)=0 ise

seklinde tanimlanan g fonksiyonuna f nin igeret fonksivenu denir, sgnf ile
gosterilir.

freel degerli oldugunda bir x noktasinda ya f(x) >0 ya fix) <0 veya fix)=0

dir. flx)>0 ise %))l =1, Ax)<0 ise % =- | olacagindan isaret fonksiyonu
I, fix)>0 ise
(sgnf(xy=sgn fix)={ 0, flx)=0 ise
-1, fix)<0 ise
seklinde de tanimlanabilir.
ORNEK : f{x) =x2—2x-3 fonksiyonu veriliyor. sgnf fonksiyonunun grafigini
ciziniz.
Coziim : x? ~ 2x - 3 = 0 denkleminin kdkleri x, = -1, x, =3 dir. fsaret tablo-
st
X -1 K

fol + - +

biciminde olacaktir. Su halde
1, x<-1 veya x>3 ise

(sgnx*-2x-3y={ 0, x=-1 veya x=3 ise
=1, ~1l<x<3 ise

yazilabilir. Bunun grafigi yanda verilmigtir.
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Bu kesimde y = f{ix) egrisi verildiginde, bundan yararlanarak

y==fx), y=fx). y=Rfx-p), y=f2 %), y=cfix) ve y=fix)+k
egrilerinin grafiklerini ¢izecegiz.

y = - f{x) Egrisinin Cizimi

Ala,b) noktast y = flx) egrisi lizerinde ise B(a, ~b) noktast da y = —f(x) egrisi
tizerindedir. Diger taraftan B(a, —b) noktasi A(a,b) noktasinin Ox- eksenine gore

simetrigi oldugundan, y = ~ f(x) edrisi y = flx) egrisinin Ox— eksenine gore
simetrigidir.

ORNEK : y = x? — 4x + 5 efrisinin grafigi agagida verilmistir. Bundan yararla-
narak y = —x* + 4x — 5 egrisinin grafigini ciziniz.

¥= x-S

Cozitm : Verilen egrinin Ox- eksenine gbre simetrigini almak yeterdir. Istenilen
grafik yukanda verilmistir.

y = f—x) Egrisinin Cizimi

Ala,b) noktas1 y = flx) efrisinin bir noktass ise B(-a,b) noktast da y = fi—x)
egrisinin bir noktasidir. B(—a,b) noktasi A(a,b) noktasinin Oy— eksenine gore
simetrigi oldugundan y = f{-x) egrisi y = f{x) in Oy~ eksenine gore simetrigidir.

ORNEK : y=x2+ 2x efrisinin grafigi asagida verilmistir. Bundan yararlanarak
y = x? ~ 2x eBrisinin grafigini ciziniz.

Cozitm : f{x) = x* + 2x ise fl-x) = 2 - 2¢ dir. O halde y = x? + 2x egrisinin Oy
eksenine gore simetrifini almak yetecektir.

(a,b)

(¢ +p, b)

(a+p, b)

B(2p-ab)

y= fx-p)

A(a,b) noktasi y = f(x) iizerinde bir nokta ise B(a + p, b) noktas1 y = flx — p) iize-
rinde bir noktadir.

B(a + p, b) noktasi, p pozitif ise A(a,b) nin p kadar saginda, p negatif ise A(a,b)
nin |pl kadar solundadir.

O halde v = f{x — p) efirisini ¢izmek icin, y = f{x) eZrisini, p > 0 ise p kadar sa-
8a, p <0ise Ipl kadar sola kaydirmak yeterdir.

ORNEK : y = 1% egrisinin grafigi agagida verilmigtir. Bundan yararlanarak

y=(x-2) ve y={(x+ 1) eprilerini ¢iziniz.

Coziim : v = x° egrisi 2 birim saga kaydirilirsa y = (x — 2)® erisi, 1 birim sola
kaydirilirsa y = (x + 1)° egrisi elde edilir.

Ala,b) noktas1 y = f{x) e@risi tizerinde ise B(2p — a, b) noktas1 y = f{(2p — x) eg-
risi tizerindedir.

Bu iki nokta x = p dogrusuna gore simetrik oldugundan y = fi2p —x) in grafigi
y = f{x) in grafi8inin x = p dogrusuna gore simetrigidir.

ORNEK : y = f{x) = x* — 2x ejrisinin grafigi yanda verilmigtir. Bundan yararia-
narak y = (8 — x) egrisini ¢iziniz.

v

oI j’»_, X 0 1
- x=4
F=f(8-x)=(8~x)2 -2 (8 — ) in grafifi
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Coziim :
2p =8 oldugundan p =4 diir. y = A8 ~ x) in grafigi verilen egrinin x = 4

dogrusuna gore simetrigidir.

Cizimi

@

y=c¢. flx) Bgri
A(a,b) noktas1 y = f(x) lizerinde ise B(a,cb) noktasi da y = ¢f(x) egrisi iizerindedir.
O halde y = ¢f(x) egrisini ¢izmek icin y = f{x) egrisinin her noktasmnm ordinatini
¢ ile carpmak gerckir.
ORNEK : v =3 — 3x egrisinin grafigi asagida verilmistir. Bundan yararla-
narak y = 2f(x) egrisini ciziniz. .

¥ =flx) y=2A%)

Coziim ¢ Fonksiyonunun her noktada aldig1 deger 2 ile carpilirsa istenen grafik
elde edilir.

A(a,b) noktast y = f(x) egrisi lizerinde ise B(a, b + k) noktasi y = fix) + k
tizerindedir. k > 0 icin B(a, b + k) noktast A(a,b) nin k birim yukarisinda, k < 0
icin k birim agsagisindadir, Buna gore y = f(x) + k efrisini ¢izmek igin y = flx)
egrisini, k > O igin k birim yukariya, & < 0 i¢in & birim asagiya kaydirmak yete-
celktir.

ORNEK :y = f(x) = =2 + 4x ~ 3 fonksiyonunun grafigi yanda verilmistir.
Bundan yararlanarak y = f(x) + 3 egrisini ¢iziniz.

Céziim : Verilen egrinin herbir noktasim 3 birim yukar kaydumak yeterdir.

yEFx) 43

[

)

(%)

I,

Asagidaki esitliklerle tammianan £ : R ~ R fonksi-
yonlarinin grafigini ¢iziniz.

@ f=k-1l

(b) fxy=124]

© fy=k+21+1
d fm=2k+1

Asagidaki esitliklerle tanimlanan £ : R — R fonksi-
yonlarmin grafiklerini ¢iziniz.

(@ fx)=xl+x-1l

(b) flry=2k-1U+3x+ 1

() Ly =lx+ 1+ bd+lx-1

SO =l — 1 + Ix - 2| esitligi ile tanrmlanan fonksi-
yonunun grafigini ciziniz. Bu fonksiyonunun gé-
riintii kiimesini bulunuz.

Asagidaki egitliklerle tanumlanan f: {-22] — R
fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

(@) flx) =[] () flx) =[24]

(OMFH () f) = 200

2
(&) Ao =-3[x] () fxy =111
g) f)y=1k]

Asgagidaki fonksiyonlarin tanim kiimesini bulunuz.
(@ fl)=~1-Ix
B Ax)=lx-1-2

© Sy =Jlxd+4

(@ fo=vi-Ix

/1
=X
(e) flx)= I

G

&) = ~x - Ix] fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Asagida verilen f fonksiyonlar igin
&) = sgn f{x)

fonksiyonlarimm grafigini ¢iziniz.

@ f)=2v-4

by f=x-4

(©) fix)=x-3x - dx

@ fy=x>+x?

@ fooy=2*L
x-1

(&) Ax)=~x-Ixl

6 fo=Kk

Jx)=x% - 4x + 3 olduguna gére, agagidaki fonksi-
yonlarin grafigini ¢iziniz.

(@) glx) = fllxl)

(b) hxy=1fx)!

) kx)=1fIxh 1

flx)y = x2 + 2x fonksiyonunun grafiginden yararla-
narak asagida denklemleri verilen egrileri ¢iziniz.
@ y=2fx

® y=fx-2)

© y=-fx

(d y=-3f

© y=fix+3)

® y=fn+1

(® y=fae-1)+2

() y=f4-x
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Bu kesimde &nce, temel trigonometrik oranlari ve bunlar arasmdaki bagintilar
hatirlatacagiz. Bilindigi gibi, ac1 6l¢iisii birimlerinden biri derecedir. 1 derece bir
cemberin merkez agisin tamamimin dlgiisiintin 360 da biridir. Acilari bagka bi-
rimlerle de Glgmek miimkiindiir. Yarigap: 1 birim olan ¢emberi (birim gemberi)
g6zoniine alalm. Bu gemberde herbir merkez agiya bir gember yayi uzunlugu
kargihik gelir.

Sekilde lciisii o olan agiya karsiik gelen AB yayinin uzunlugu s, lgiisii B olan
aciya karsilik gelen MN yaymn uzonlugu ¢ dir. o = B igin s = ¢ dir.

Birim ¢emberde, verilen bir agiya karsilik gelen yayin uzunluguna o agmin rad-
yan olarak 6lciisii denir.

Yarigap1 1 birim olan cemberin gevresi 25 . 1 = 27 birim, merkez agisiun Slgiisil
360° oldugundan

27 radyan = 360°
dir. Buna gore,

360 21
=" ~ 57° { = ——2=1) ur.
1 radyan T = 57°, 1 derece 360 0,02 radyan olur

Bu bagmntilardan yararlanarak, derece cinsinden verilen tiim Slgiiler radyan, rad-
yan cinsinden verilen tiim &lgiiler derece cinsinden yazilabilir. En ¢ok kullanilan
derece ve bunlara kargilik gelen radyanlar liste halinde asagida verilmistir.

MDerece | 0 | 30| 45 [ 60 | 90 [ 120 | 135 150 | 180 | 270 | 360

. i

lRadyan | 0 | . | = [ @ [ @ | 2w | B Sno) o | 3T oy
64 3 |2 | 3 4 6 2

Ayni merkezli bir birim cemberie, bir r yaricapli cember ¢izelim.
CAD ve CBE daire dilimleri benzer oldugundan
e s 9 _s

\_CTA—[:TCEI 1 r
dir. Buradan

s=r0
bulunur.

ORNEK : Bir cember 6 es pargaya béliiniiyor. Bir yaya kargilik gelen merkez
acinin dl¢iisiinii radyan cinsinden yazimz.

Coziim : Merkez aginin tamamunin Slgiisii 27t radyan oldugundan bir pargaya
kargilik gelen merkez aginin dlgtisit

2n _ T
o= -5
6 3

radyandur.

sin

P(cos 6,5in8)

a
.

0
P
@

N

S

9

>
&

e

o

N\ 6 o

>

B

Komsu dik kenar

[

4

Karst dik kenar

ORNEK : Yaricap: 6 birim olan bir cemberde bir merkez agiya kargilik gelen
yayin uzunlugu 27 birim olduguna gore, merkez acinn Sl¢iisii kag radyandir?

Coziim : s=r6:>2n=69::~9=% radyan

olur.

Merkezi orijinde ve yaricapi 1 birim olan ¢emberi ¢izelim. Bir kenar1 [OK] olan
ve Olciisil 8 olan agiyi ¢izelim. Bu durumda cember tizerinde bir P noktas: elde

edilir. P noktasimn apsisi cos® (kosiniis ), ordinati sinf (siniis 8) olarak
tanimlanir. Bdylece herbir 8 sayisina bir cos@ ve bir sin® sayis: karsilik gelir.
Sekilden de goriildiigt gibi

—l=sinB<i, ~1<cosf<]
dir.
Simdi, 0(0,0) merkezli birim ¢emberle r yaricaplt bir cember ¢izelim.
0 olciili aginun bir kenanmin ¢emberleri kestigi noktalar P ve @ olsun.

sin® = [AP], cosB = |OAl

A &
dir. POA ve QOB iicgenlerinin benzerliginden

1Ap| _1BO|  sing _|BO| . o _|BO]

lor| oo 1 r 2
bulunur. Benzer sekilde

cos@= I—O’—B‘

olur. Su halde bir dik iicgende

§ing = karst dikkenar uzunlugu _ 4
hipoteniis uzunlugu c
cos = komsu dikkenar uzunlugu _ g

hipoteniis uzunlugu c

olur.

Siniis ve kosiniisten bagka en ¢ok kuilanilan diger dért oran tanjant, kotanjant,
sekant, kosekanttir.

Bunlar agagidaki sekilde tanimlanir.

tan6 = sin® _ cosb
Y= 050 cotd sin@
1 1
secO=—— | 6=
e cos6 8¢ sin6 -

Yukaridaki ifadelerin tamimli olmasy igin paydalarmin sifirdan farkli olmast
gerekir.
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Yandaki dik tiggene gore,

cosf=2 s sin@:é ) tanezé-
¢ ¢ a
seco=5 csch=5 R coto=4
a b b

olur.

Herhangi bir 6 verildiginde, ona karsilik gelen trigonometrik degerleri hesapla-
mak kolay olmayabilir. Bu nedenle bunlar igin trigonometri cetvelleri denilen
bazi cetveller verilmistir. Fakat baz1 6zel 8 degerleri igin bu ifadeleri hesaplamak
cok kolaydir.

Bir kenarmin uzunlugu 2 birim olan bir eskenar {icgen iie bunun bir yiiksekligini
cizelim.

coslziz cos =L sin %=L ini—vf3
6 2 3027 6 23 2
T I~

tan-=—= , tan--=+3

ne Nl an =

olur.

Simdi, bir dikkenar nzunlugu 1 birim olan dikiicgeni ¢izelim. Dar agilarin Sl¢ii-
LT .
leri — radyandir. Buna gore

1 V2

T
CSYTTHE T it

olur.

Simdi birim ¢emberi gdzoniine alarak, trigonometrik oranlarin degerlerini ve
isaretlerini inceleyelim.

I. Bolgede bir noktanin apsis ve ordinatlari pozitif oldugundan, 0 < 8 < % icin

cos®>0, sin6>0

dir.
II. Bolgede apsisler negatif, ordinatlar pozitif oldugundan % <B<m igin

cos8 <0, sinB>0

olur.
III. Bolgede apsis ve ordinatlar negatif oldugundan, mw< 0 < %n_ igin

cos@ <0, sinB<0

olur.

/3

2

V. Bslgede apsisler pozitif, ordinatlar negatif oldugundan, 3 % <9<2r igin

cosd >0,

olur.

2

sinf < 0

2n

ORNEK : cos —373- ve sin 5 ifadelerini hesaplayimz.

Coziim : —2311:— olciilii agiya kargibik gelen nokta I1. bolgededir. P noktasmin koor-

dinatlarr x=- 1 ,y= 3 olacagindan
2 2
cos 2E__L sin <F - V3
3 2 2
bulunur.

Yukaridaki érnekten de gortildiigii gibi

cos (7t — 8) = —cos6 ve sin(;t— 6) = sind

dir. Bu yol izlenerek bircok dzel aginin trigonometrik oranlar hesaplanabilir. Bu
6zel degerlerin trigonometrik oranlarmi bir tablo halinde verelim.

0 sing cos® tané cotd

0 0 1 0 tanimsiz
W6 12 V32 IWANE V3
w4 N2 12 N2 /12 1 1
/3 V312 1/2 V3 1/43
2 1 0 tanimsiz 0
2773 V32 -1/2 -3 -1/+3
3n/4 V22 —/2/2 -1 -1
5/6 1/2 ~f31/2 -1/3 -3

n 0 -1 0 tanimsiz

Trigonometrik oranlar arasindaki temel bagmtilar asagida verilmigtir.
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P(cos 6,sin8)

(=]

>F’(cose.—sin9)

Birim ¢emberden

cosZx + sinZx = |

oldugu agiktir. (x, -y) noktast (x,y) noktasmn Ox- eksenine gére simetrigi

oldugundan
cos(--0) = cosO , sin(-0) = -sinf

bulunur.

Iki yaymn toplaninm trigonometrik oranlar:
€os(0 +7) = cosB cosy - sind siny
sin(0 + v) = sinb cosy + siny cos®

_tan® +tany

tan(0 =L
an(® +7) 1 ~tanBtany

bagmtilan yardimiyla hesaplanir. Burada 7y yerine ~y konur ve cos(-y) = cosy,
sin(-y) = —siny oldugu gozoniine alinirsa, iki yayin farkinin trigonometrik oran-
lart

cos(0 ~ ) = cosB cosy + sin6 siny

sin(0 — ) = sind cosy — siny cosd

tan - tany
I +tanBtany

tan(6 ~vy) =

bagintilariyla hesaplanabilir.

Toplam formiillerinde y = 6 konursa, iki kat formiilleri denilen asagidaki
bagintilar elde edilir :

cos28 = cos"0 — sin’0
=2c0s%0 - |
=1-2sin%

sin26 = 2sinf cosh

tan2 = _Ztan ‘2
I ~tan“i

Yukaridaki yaylarm toplam ve farki i¢in verilen bagintlar taraf tarafa toplamp
gerekli sadelestirmeler yapilirsa

sino sinB=- % [cos (o +B) - cos(a - B)]
sina cosf3 :—é— [sin{c+ B) - sin (o - B)]

cosa cosf=—[cos (e +B)+cos{a~f)]

o=

baginular elde edilir. Birinci ve figtincii bagintilarda v+ B=p, a-P =g

konursa
p+q
2

sinp + sing =2 sin

p-q
cos 5
p-9g

cosp +¢cosg=2cos 5

pt+q
2

esitlikleri elde edilir.

Herbir x yay uzunluguna bir sinx ve bir cosx karsilik geldiginden

flx) = sinx ve g(x) = cosx

fonksiyonlarina ve bunlar yardimiyla tanimlanan

tanx = , Secx=
cosXx COSX
1 )i cosx
CSCx=-— , COtx=——=—"
sinx tanx  smx

fonksiyonlarma trigonomeirik forksiyonlar adi verilir.

TANIM

f: A — R fonksiyonu verilmis olsun.
Herx e R icin

fx+T) = fx)

olacak gekilde bir pozitif T sayis: varsa f fonksiyonu bir periyodik fonksiyon,
T sayisina da fnin bir periyodudur denir. T sayilarinm bir en kiigiigli varsa bu
en kiiciik periyoda fonksiyonun esas periyodu veya kisaca periyodu denir.

ORMNEK : f{x) = x — [x] fonksiyonu periyodik midir? Periyodik ise esas periyo-
dunu bulunuz.
Cdziim : m bir pozitif tamsayi ise
fx+my=x+m- x+ml=x+m-(x] +m)
=x+m- [xl-m=x- [x] =fix)
olur. Su halde her pozitif tamsayi birer periyottur. Bunlarin en kiigiigii 1 olduguna
gdre, f nin esas periyodu 1 dir. Su halde f(x) = x — x| in grafigini 1 birim uzun-

lugundaki bir aralikta ¢izmek yeterdir. Zira diger parcalar bunun arka arkaya
kopyalanmasindan ibaret olacaktir. Verilen fonksiyonun [0,1] araligmdaki

-3 2

SIS

f=x-1xl]

e e
grafigini ¢izelim.

O0=<x<1 icin [x] =0 oldufundan fix)=x olur. x =1 icin fix) =0 dir.
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ORNEK : f(x) = sinx fonksiyonunun periyodik oldugunu gosterip esas periyo-
dunu bulunuz. Bundan yararlanarak f: R — R, f(x) = sinx fonksiyonunun grafi-
gini ciziniz.
Coziim :

fix+ 7)) =f(x) = sin(x + T) = sinx =

sinx cos 7 + cosx sin7 = sinx =

cosT=1 ve sinT=0 olmalt = T=k. 27

olur. Su halde 27 nin tiim tamkatlar: birer periyottar. Bunlarin en kiigiigii 25
oldugundan f(x) = sinx in esas periyodu 2 dir. Su halde [0,27} araliginda gizim
yapmak yeterdir. Diger parcalar bu parcanin tekrarindan ibaret olacaktir.

[0,2n] arahigindaki 6zel degerler i¢in bulunan noktalar birlestirilerek egri ¢izilir.

X L2 A I e e B 2 o T A D Bt R A O D P P
6143|2346 614 | 3 2|3 |2 |6 |
sinx 1 |v2 |3 1 ﬁﬁl 0 *i_ﬁ_ﬁ 1 N3 V2 119
2022 21212 222 2| 2| 2
¥
— 1 — S =sinx
=2 =X NS // x e
N 52 32 e -2 0 w2 32 7 5002 ’
o &&/ \\)z/ 3 E
fix) = cosx fonksiyonunun da esas periyodunun 27 oldugn benzer sekilde goster-
ilebilir.
sin(x+£):cosx
2
oldugundan, f(x) = cosx in grafigini ¢cizmek igin sinx egrisinin herbir noktasin: 122
kadar sola kaydirmak yeter. Boylece asagidaki grafik elde edilir.
y
— I Szams
~5m/2, N . /) N2 32,7 L Sai2
-3 L -2 " 7 0}> . / 2T ~. 3m *
S Ny -1 o M

fx) = tanx in grafigi

'
\

e
i

(ot

i

Ax) = cscx in grafigi

f(x) = tanx fonksiyonunun periyodu s olup, grafigi yanda verilmistir.
sinx
cosX
denkleminin kokleri, k tamsay: olmak iizere, x = (2k + 1) % sayilaridir. O halde

X) = tanx = oldugundan, bu fonksiyon cosx # 0 igin tanimlidir. cosx = 0
g Yy

tanx fonksiyonu x = (2k + 1) % noktalarinda tanimsizdir. tanx tek fonksiyon ol-

dugundan grafigi orijine gore simetriktir.

(o . P . .
08X fonksiyonu x # kit igin tanumlidir. Bunun esas periyodu r dir.
sinx

Grafik yanda verilmistir. cotx tek fonksiyon oldugundan grafigi orijine gore
simetriktir.

flx)=cotx =

flx) = secx = c—ols—x , xz2QRk+ 1) % , (ke Z) fonksiyonu 2m periyodiu bir

fonksiyondur. Ayrica ¢ift fonksiyon oldugundan grafifi Oy- eksenine gore
simetriktir.

Fonksiyonun grafigi yanda verilmistir.

Slx) = csex = gﬁll—; , x#kn (ke Z) fonksiyonu 25 periyotludur. Ayrica tek

fonksiyon oldugundan grafik orijine gore simetriktir. Fonksiyonun grafigi yanda
verilmigtir. Trigonometrik fonksiyonlarin esas periyotlarini asagidaki teorem yar-
dimiyla kolayca bulabiliriz.

TEOREM 1.1: }

m bir pozitif tamsay1 a ve b, a# 0 olmak tizere reel sayilar olsun.

(1) sinx ve cosx in periyodu 27, !

(2) tanx ve cotx in periyodu 7,

(3) sinax+b) ve cos(ax + b) nin periyodu %’T ,
n

(4) tan(ax +b) ve cot{ax + b) nin periyodu e

(5) sin®™(ax + b) ve cos’™ (ax +b) nin periyodu —‘gl— ,
(6) sin®-1(ax + b) ve cos®™ ~!{ax + D) nin periyodu %E ,

(7) tan™(ax + b) ve cot™ax + b) nin periyodu Tg[ dir.
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ORNEK : f(x) = sinx + cos*y in esas periyodunu bulunuz,

Coziim : sin®x ve cos®x in esas periyodu 7 dir.
Su halde fnin bir periyodu s dir. Fakat bunun esas periyot olmast gerekmez.

Gergekten

’ T . 4 b 4 T
b+ ) =sin®(x+-)+cos"(x + =)
J/ 5 ( 5 ) ( 5
B A . T4 T . L T4
=(sinx cos - +cosxsin=-)"+ (cosx cos = - sinx sin —
( 5 ) I ( 5 ) )
=costx+sintx= Jx)
oldugundan % de bir periyottur.

ORNEK : f(x) = sin® ve g(x) = cos’x fonksiyonlarmmn periyotlarini bulunuz.
Ax) + gx) = sinx + cos’x periyodik midir? Bu fonksiyonun esas periyodu var
mudir?

Cozitm : flx) = sin*c ve g(x) = cos2x fonksiyonunun periyodu 7 dir.

fx) + g(x) = sin’x + cos?x = 1 dir. Bu fonksiyon periyodiktir.

Clinkti her 7> 0 i¢in flx+ 1) + glx + T) = fix) + glx)=1 dir.

Her pozitif T say1st bir periyottur. Pozitif reel sayilarin en kiigiigii meveut olma-

digindan esas periyot yoktur.

Yukanidaki iki 6rnekten su sonug cikarlabilir :

SONUC 1.1 :

Jve g nin esas periyodu Tise f£ g nin de bir periyodu 7 dir, fakat bu 7 esas
periyot olmayabilir. Hatta f = g nin esas periyodu olmayabilir.

Genel Matematik derslerinde kullanilan iki Snemli teoremi ispatsiz olarak ifade
edelim. Bunlarin ispati Orta 8gretim kitaplarinda bulunmaktadir. l

ABC iiggeninin ¢evrel cemberinin yarigapi R olsun.

a _ b ___ ¢ __
sinA ~ sinB  sinC =2R

dir.

N

A A
ORNEK : Bir ABC iiggeninde m(A) = 75° , m(B) = 60° , IABl = ¢ =8 br
olduguna gore |AC! kenar uzunlugunu bulunuz.
A A A
Coziim : m(C) = 180°— (m(A)+m(B))
= 180° - (75° + 60°)

= 45° olur.
b ¢ - b .8 b _ 87
sinB  sinC  sin60  sin45 NEE
2 2
ﬁb:'g—\/‘z:llﬁ br olur.
NZ
TEOREM 1.3 ¢

Bir ABC iicgeninde, |1BCl=a, IACl=b ve |IABl=c olsun.

Ucgenin kose acilarmm dlgiileri A, B, C ise

A
a? = b+ ¢ - 2bc cosA
¢ b
bt =a? + ¢* - 2ac cosB
c? = a? + b? - 2ab cosC
B a C

dir.

ORNEK : Bir ABC iicgeninde a =3 birim, & =5 birim ve m(é): 120° ise,
¢ kag birimdir?
Coziim : Kosiniis teoreminden

= g%+ b* - 2ab cosC

=9+25—2.3.5.(4%

=9+25+15=49

olur. O halde ¢ = 7 birimdir.

T
272
arahg alinrsa, bu fonksiyon birebir 6rten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun

. . ‘s TR M
grafigi yanda gizilmistir. Bu egri y = sinx egrisinin 5 7] araligina karsilik

fix) = sinx fonksiyonu { ] aralifina kisitlamr, deger kiimesi olarak [-1,1]

gelen pargasindan ibarettir. Bu fonksiyonun tetsine fonksiyonu iﬂenu:,
kisaca arcsin veya sin™! ile gosterilir. Su halde arksiniis fonksiyonu, tanim kiimesi

sin: [— % %] —{-1,1] fonksiyonunun grafigi
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F1] — Arc sinv

~3/2

arcsin : [-1,1] — [7£‘_’£
22

fonksiyonunun grafigi

cos : [07) ~> {1, 1] fonksiyonunun grafigi

arcos : [-1,1] — [0,x] fonksiyonunun grafigi

[-1,1] ve deger kiimesi [——;—5 7} olan bir fonksiyondur. Ters fonksiyonun

grafigi, esas fonksiyonun grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigi olacagindan,

arcsin @ {~1,1] — T 71:]
(-1.1] *[ 72

fonksiyonunun grafigi yandaki gibi olacaktir.

Yukaridaki agiklamalara gére

u=arcsiny S sinu=vve ue [——721 g]

olacaktir.

ORNEK : arcsin g ve arcsin (— %) ifadelerini hesaplayiniz.

Coziim <

arcsin \T =y < sine = LE— e u=L o arcsin Bz olur
- 3 ’

: 1 1 . T 1
arcsm(—~)=rc>——=51nt<:)t=—»— i (—_)=_l“.
5 2 g & acsin |3 ¢

Benzer gekilde, kosiniis fonksiyonunun [0, &t] araligina kisitlanmasi olan
os : [0, 7] —> [-1,1]

fonksiyonu birebir 6rten oldugundan tersi vardir. Bu ters fonksiyona ar
fonksiyonu denir. Arccosx in anlami kosiniisii x olan yay demektir. Buna gére,

U=arccos v cosu=v ve ue [0

olacaktir.

ORNEXK : Arccos 1 ve arccos (— i;—) ifadelerini hesaplaymniz.

Coziim :

arccos l=u < l=cosu e u=0«>arccos | =0

V3 V3
arccos(—T _r(:)-—2~—cost<:>t—§6~<:>arccos( l/;—)—iﬁ

)
/

/
[
|

tan : { — ,72£ 2 ~-)— R fonksiyonunun grafigi

w2

arctan: R — (- %,%) fonksiyonunun grafigi

¥

e

cot: (0, ) — R fonkstyonunun grafigi

arccot : R — [0,m) fonksiyonunun grafigi

Aymni sekilde tanjant fonksiyonunun (— ) araligma kisitlanmasi olan

I
"2

STEY

T 7
tan (—7,-2—)eR
fonksiyonunun
SN . 13)
tan —~>( 53

bi¢iminde bir ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona arktanjant (kisaca arctan
yazilir) fonksiyonu ad verilir. Arctanx in anlami Tanjant1 x olan yaym uzunlugu
demektir. Tanjant ve Arctanjant fonksiyonlan birbirlerinin tersi olduklarmdan
bunlarin grafikleri yandaki gibi olacaktir. Yukaridaki tamma gore

T T
u=Arctan v v=tanuve u e (—7,—5)

demektir.
ORNEK : Arctan (-+/3) ve arctan [ ifadelerini hesaplayiniz.
Céziim :

arctan (-3)=u e -3 = tanu<:>u——7¢:>arctan( J3) = ~%olur.

arctan]=t<:)lztanr:)t:%@arctan1=%olur.

Kotanjant fonksiyonu da (0, m) araliginda birebir érten oldugundan bu fonksiyo-
nun da bir tersi vardir. Bu ters fonksiyona Arkkotanjant (Arccot) fonksiyonu de-
nir. Demek ki

u=Arccotverv=cotu ve ue (0,m)

olur.

Kotanjant ve arckotanjant fonksiyonlarinin grafikleri yanda verilmigtir.

ORNEK : Arccot (—%) ve arccot /3 ifadelerini hesaplayiniz.

Coziim 2

1 1 21 ( 1 ) 21
I = arceot |~ —=| & ot = ——— &> u = == & arccot |- —=| ==
( «/3) V3

3 V3 3

a=arccot V3 Scota=3 @a= % & arccot V3 = % olur.
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10, [-1,1] arabigindaki goriintiisii y = 1 — Ixl in gdriin- (e) tanx=1 (f) secx =~2
tiisii olan 2 periyotlu fonksiyonun grafigini giziniz

« . . . cotx=1 h) sinx =1
Asagidaki dereceleri radyana ¢eviriniz. 5. Agagidaki ifadeleri, tablo veya hesap makinalari (g) "

(@) 15° (b) 150° (©) 240° kullanmadan, hesaplayniz. .

. i1, Asafdaki esitliklerin dogrulugunu gbsteriniz.
@ 330° () 600° (D) 36° (@ @nl35°  (b) secd5° (¢) csc60° i

L

Her n e N igin

(@ 725 () 235 () -72° (©) cotl210° (d) n765°  (e) secl50° (@) sin36 = 3sin6 - 4sin’d
in(y = (=13 sinx
M -8 ()220 (9-300° () escl35* (9 wn300° () cos(-120°) () cos36 = 4cos?0 - 30050 (@ st nm = CLF S
(b) cos(x + ny) = (~=1)" cosx
(1) tan%‘c ) cot(— EZ_TE) G) Sin~l—’é-— (¢) sind® = 8sind cos®0 — 4sind cosd
%, Asagidaki radyanlan dereceye ceviriniz. 191 157 ‘99 (d) cos4B = 8cos*® ~ 8cos™ + 1 oldugunu gosteriniz.
o 7 o . (0wl @) e - BT ) ese®
) I i .
1 Pz O3 3
i%. tan® > 0 ve sin® = - = olduguna gore, cosd , sech,
@ 1% (o) 4n st - . _ 12. Bir ABC tiggeninde m(C) =6 dir. s T '
6 2 A§ag1d?k1 fonksiyonlarn tek veya ift olup © sec, csch, cotd ve tand oranlanni hesaplaymiz.
T 3 7 olmadigini arastirniz.
I R O @ a=3, b=5  B8=Zise c=?
10 12 (a) fx) = sinx + cosx | ’ 6
. T . by N
() 974— @ 17 (k) =2 (b) fx) =x+ sinx (b) a=4, b=6, 0= %:— ise c=7 i % << 377': icin tan® = —% olduguna gore,
(c) sin’x + cosx -
. () a=5 c=17, 0= E—ise b="7 sind, cosh, sec, csO, cotd oranlarini hesaplayiniz.
- . ) k(x) = 30* ’ 3
3. Agagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz. " 2+cosx

= = =T =9
(@ sin(@—l):‘— cos0 (d b=6, c=9, 0= 3 ise a=1
2 18, Bir ABC tggeninin alaminn

f fonksiyonunun bir periyodu p olsun. () b=10, c¢=15 6= éEise a="?

Her x igin Alan(ﬁ') = L absinC = L ac sinB
6 a=5b=12, c=13ise 6=7 2 2

(b) sin(0+ 12‘ )=cos 8

(€) cos(®- 525 )=sin@ (@ fx—p)=fx)
1 .
®) fo+m)=fv), (e =5 besinA
(@ cos(6+5)=-sin M L 2
oldugunu gosteriniz. i3 Asafidaki esitliklerin dogrulugunu gsteriniz. bagntilart yardimyla hesaplanabilecegini gtisteri-
(e) sin{sw - 0) = sin® ; niz.
(a) tan®= l—jﬂ%e—
) cos(zm—0) = —cosd 3. Asafidaki fonksiyonlarin esas periyotlarim bulu- cos
; nuz. () tand = 1-cos20 o '
(g) sin(t + 8) = ~cosO sin26 19. Asafida baz eleman &lgiileri verilen iiggenlerin
(@) fx) =sin*(2x) alanlarim bulunuz.
(h) cos( + 8) = —cosB ) : 5 (¢) tan20= —“L_—e— A
g(x) = cos’(5x + 1) cotO - tan @ m(A)=30°, b=36br. c=24br
(¢) (Alx) =lcosxl
4. Agagidaki ifadeleri hesaplayimiz. @) k) = ST (b) a=10br, bh=6br, c=14br
= ~/Sina 14 < . s
(2) sgn(sin200m) (b) sen(sccs) 14, Asagidaki denklemleri ¢Oziniiz.
_ = ine =1 . AP
{c) sgn(cos8§99) (d) sgn(sin2% x - . o @ cosx=1 (b) sinx 26. 1ki kenarmmm uzunlugu 6 ve 10 birim, biiyik
ta“(Z h X) - COt(Z * X) olduunu gdsteriniz. (¢) sinx= % (d) cosx =-1 kosegenin uzunlugn 14 birim olan paralelkenarin

acilarinin dlgiilerini bulunuz.
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. ¥ = sinx egrisinin grafifinden yararlanarak

(a) vy =lsinxl (b) y =sinlxl

© ¥= sin(x - —g—) (d) y=2sinx

egrilerinin grafiklerini ¢iziniz.

2. fx), tamm kiimesi [0,1] olan bir fonksiyon ise,

fsinx) ve f(tanx) fonksiyonlarimn tamm kiimeleri
hangi kiimelerdir?

. Asagidaki denklemlerle tanimlanan fonksiyonlarin

tanum kiimelerini bulunuz.

(a) y=arcsin g— (b) y = arccos(2x)

x-1

(c) y=arctan (¢) y =arccot vx -1

24. Asaidaki ifadelerin degerini bulunuz.

s

68

. arcsin

5. aresin 221 - arccos 2
x+1

(a) arccos % (b) arcsin —;—

(c) arctan( (d) arccot 1

. 5
+aresin —=—
V29

/

N &

ifadesinin degerini bulunuz.

2x

x+1

esitliginin dogrulugunu gosteriniz.

f(x), periyodu T olan bir periyodik fonksiyon oldu-
gunda f(ax + b) fonksiyonununda periyodu L

lal

olan bir periyodik fonksiyon olacagini gésteriniz.

. Agagidaki fonksiyonlann periyodik olup olmadik-

larim aragtinimz. Periyodik olanlarin periyodunu
bulunuz.

(a)  flx)=2cos ig’-“

(b) g(x) = arctan(sinx)
(©) h(x)=cosvx

(d) k(x) =x+ sinx

(&) I(x) = sin(xd)

M  mx) = lcosx

. Asafidaki bagmtilarin dogrulugunu gésteriniz.

(a) sin(arctanx) = F_x_
v+ x?
1
(b) cos(arctanx) =
J1+x°
2
(c) tan(arccosx) = 1-x
X
(¢) tan(arcsinx) = — *
N

(d) arcsin(cosx) = % - X

(e) cos(arcsiny) = V1 - x°
(f) arcsinx+arcsint = arcsin(x NI=12 4141 - xz)

(g) acrcosx+arccost=arccos(xr - \[(_1 -1 -1 )

(h) arcctanx + arctant = arctan (—fci
- Xt

(1) sin(2arcsinx) = 2x V1 - x°

=

w0

Matematik, mithendislik ve fen bilimlerinde en ¢ok kullamlan fonksiyon gesitle-
rinden ikisi iistel ve logaritmik fonksiyonlardir. Bu kesimde bunlarin temel zel-
liklerini inceleyecek, daha iteriki bliimlerde tiirev ve integrallerini verecegiz.

Simdi, bizi iistel fonksiyon kavramma gotiiren bir drnek verelim.

ORNEK : Baglangic aminda 1 milyon tiyeye sahip olan bir bakteri toplulugunda-
ki fiye sayisi, herbir saatte, bir saat dnceki liye sayisuun 3 katina gikiyor. 7 saat
sonra toplulugun ka¢ milyon tiyesi olur? 7= 7 icin iiye sayisim hesaplayimz.
Coziim 2
Baslangigta yani ¢ = 0 i¢in f(0) = 1 milyon
1 saat sonra iiye sayisi f{1) = 3. 1 = 3 milyon
2 saat sonra iiye sayisi f(2) = 3. 3 = 3 milyon
3 saat sonra {iye say1s1 f(3) = 3. 3> = 3% milyon
{ saat sonra fiye sayisi f(r) = 3. 3! = 3" milyon
olur. O halde baslangigtan t saat sonraki iiye sayisi
fin=3

olur. Baglangictan % saat sonra
7 (;) =3522(3) = /3% = V243 =15,588457 milyon,

yani 15 588 457 iiyesi olur.

TANIM
a, 1 den farkli bir pozitif say: olsun.
fo) =2

bigiminde tammlanan fonksiyona bir listel fonksiyon denir.

Her x igin @* > 0 olacagindan f{x) = ¢* fonksiyonunun gorlintii kiimesi, pozitif
reel sayilar kiimesi olan R* kiimesidir. Dolayisiyla y = a* in grafigi daima Ox—
ekseninin iist tarafindadir.

ORNEK : Asagida kurallars verilen fonksiyonlardan hangileri birer fistel
fonksiyondur?

(a) flx)=27%
(c) hix)=4*

(b) glx) =3%
(d) st =7
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L X . it
a>liciny =a" in grafigi

lo X

O<a<l iciny=a® in grafigi

70

Coztim :
(a) flx)=2%= (—%) yazilabildiginden f bir iistel fonksiyondur.
(b)  glx) =3 =(32)* = 9% oldugundan, g bir iistel fonksiyondur.

(c) h(x) = 45 = (sx@ ) oldugundan / da bir iistel fonksiyondur.

(d)  s(x)=(=7)* bir tistel fonksiyon degildir, zira a = -7 olup pozitif degildir.

Ustel ifadelerden de bilindigi gibi,

' =d e x=t

esitlikleri vardir.

fx) = a* istel fonksiyonu verildiginde, a > 1 ise, x; < x, igin " <a™ olur. Su

halde fartandir. a < 1 ise x; < x, igin a”>a™ olur, yani f azalandir.

Six) = a* in grafigi a nmn [ den bityiik ve | den kiigiik olusuna gére yanda ¢izil-
misgtir.

TANIM

¥ = a* in grafiginden de kolayca goriilebilecegi gibi fix) = @* geklinde

tanimlanan f: R -+ R* fonksiyonu birebir értendir. Dolayistyla bu fonksiyo-

nun £~ : R* —» R seklinde bir ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona

fogaritma fonksiyonu ady verilir ve fonksiyonun kural y = log,x (a tabanina

gore logaritma x bigiminde okunur) bigiminde yazilir. Demek ki x > 0 igin
y=logx & x=a¥

dir.

Yukaridaki
y=logx & x=a

bagintisindan yararlanarak baz: sayilarin logaritmas: hesaplanabilir.

ORNEK : log,32, loggd, log 719— sayilarimi hesaplayiniz.
3

Cozlim :
gR=uea=322=2cu=>5

olur. O halde log,32 = 5 dir.

2 2

loggd=v & 8'=4 & )= « 2*=2 & =2 v=s
- 2
olacagmdan log84=? diir.

s
logié—:sﬁ(—%—) :%@3‘5=3‘2®~s=~2b s=2
! :

Su halde logl§ =2 olur.

log,x ifadesinde a say1sina logaritmanin tabani, x sayisina da logaritmas1 alinacak
sayi ad1 verilir.

Jog,x ifadesinin tamiml olmasi igin, @ >0, a # 1 ve x> 0 olmalidir. 10 tabanina
gore yazilan logaritmalara bayag: | na ad) verilir. En ¢ok kullanilan logarit-
ma, dogal logaritma denilen e tabanina gore ya;ﬂan logaritmalardur. Burada e
sayis1 deferi 2,7182818... olan bir sayidir. Ilerideki bolidmlerdeki bu say:
lizerinde detayl: olarak durulacaktir.

log.x yerine ¢ok kez Inx yazilir, O halde

y=lre &=x
olur. Bu kitapta log.x yerine Inx, log,ox yerine logx yazilis bi¢imini kuilanacagiz.

log a=ueai=a & u=l
oldugundan

log ,a=1
bulunur.

loga1=vc>a"=1 e v=0
olacagindan

log ,1=0
ohur. log  x=u,log, t=v olsun. Tamm geregince
a=x, a'=t= " V=x.t= log x . H=u+v
bulunur. Buna gore,

Ioga(x.r)zlog[[xﬂogut

olur. Yukaridaki diisiinceyle
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X
Y

log,,

=log,x-log,y

bagintisinin varlig kolayca gosterilebilir.

Yine logaritma tammindan Vk € R ve Vx e R* igin
log,, x* =k log x

dir. Gergekten

k

u=log,x", v=klogx

denirse

I

X ve af =x

a'=x
bulunur. ikinci esitlikteki x degeri birinci denklemde yerine konursa
d=ad=Du=v= logaxkzklogux
bulunur.
ORNEK : log,8!% ifadesini hesaplayimz.
Coziim :
log,8!% = 15. log,8 = 15. log,2° = 15. 3 . log,2 = 15.3. 1 =45 olur.
Simdi de taban degistirme kurali denilen asagidaki esitligi ispatlayalim.

log b
log b= .
Ba log,.a

log ,b=u, logaa=v denirse a*=b, c'=a bulunur.
Ikinci esitlikteki @ degeri birinci esitlikte yerine konursa

("VM=b=> MV=b= logcb =y V=

log. =log,b . loga

bulunur ki bu ispati tamamlar. Bu esitlikte ¢ = b konursa

1

log b= ———
log ,a

Sua

buluvnur."Yuk.andaki ispatlara benzer yollar izlenerek agagidaki bagtilarin dog-
rulugu gosterilebilir. Bu gosterimler birer alistirma olarak okuyucuya birakilmig-
tir. )

m_ M log
lOganb —710gub N a ¢ X

=
3

y = coshx in grafigi

ORNEK : log | 243 ifadesinin degerini bulunuz.
9

o _ 5___57 7__2
Coziim ¢ log_é‘243410g3,23 =5 1= 5

SRNEK : 3°%7 1+ 3% igleminin sonucunu bulunuz.
Coziim : 3°8s7 L3822 712 =9 olur.

f ile £~ fonksiyonlannin grafikleri y = x doprusuna gore simetrik olduklarindan
y=a* ve y=logx egrileri y=x dofrusuna gbre simetriktirler.

a>1veO<a<] igin y= log,x egrilerinin grafikleri yanda verilmigtir.

Fartan oldugunda f ! artan, f azalan oldugunda f ! azalan olacagndan a > 1 icin
y=log , x artan, 0 <a <1 i¢in azalandir.

y=x

O<a<l iginy=log, xin grafigi

Simetrik bir kiime iizerinde tanimli her f fonksiyonu igin

Cfr -0 f)-A-x)
fx) = ) + 5

oldugundan, her fonksiyon biri ¢ift biri de tek olan iki fonksiyonun toplami
seklinde yazilabilir. fix) = €* fonksiyonunun gift ve tek pargalarmna sirass ile,
hiperbolik kosiniis ve hiperbolik siniis fonksiyonlar: ads verilir.

Buna gore,

X X - X
. ei-¢

coshx = -5 s sinhx = 5

olur. Bu fonksiyonlarm grafikleri yanda ¢izilmistir.

’ 2 2
RPN S -k T T - "
(coshx)” - (sinhx) (—————2 ) . ( 5 )

e t+e

_x -2
e ™ -2+ -1

4 4




y =sechx in grafigi

y=cschy in grafigi
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oldugundan
cosh’x — sinhx = |

dir. Dier hiperbolik fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlardaki gibi tanimla-
mr. Tanjant hiperbolik x fonksiyonu

sinhx _e' - "

taphx = = —
coshx vy

biciminde tanimlanir,

tanhr = £2€ " _ a3
Fret
oldugundan
—1 <tanhx < 1
dir. e + 1 > 1 oldugundan tanhx her yerde tammlidir. ¢ > 0 icin f{£) = %

fonksiyonu artan oldugundan tanhx artan fonksiyondur. Bu fonksiyonun grafigi
yanda verilmigtir.

Diger hiperbolik fonksiyonlar ve bunlarm grafikleri asagida verilmistir.
coshy _e*+e™"

sinhx ¥ _ =¥

cothx =

x=0 igin €* - e™ =0 olacagindan bu fonksiyonun tanim kiimesi R \ {0} dir.
Diger iki hiperbolik fonksiyon

1
sechx = = ——%—
coshx  px =
ve
cSChy = — L .2
sinhx — x_ =

bigiminde tanimlanir. sechx her yerde, cschx R\ {0} da tamimhdrr. Bu fonksi-
yonlarin grafikleri yanda verilmistir.

Hiperbolik fonksiyonlar arasindaki temel bagmtilar: agagida verilmigtir. Bunlarin
dogrulugu tanmmlardan hareketle kolayca elde edilebilir.

cosh2x = cosh®t + sinh%x
sinh2x = 2sinhx coshx

cosh2x = % (acos2x + 1)
sinhZx -1 (cosh2x - 1)

2

cosh{x + ¥) = coshx coshy + sinhx sinhy

sinh(x + y) = sinhx coshy + coshx sinhy
csch?x = coth®x~ 1
sech’x = 1 —tanh®x

Diger yandan
e et
cosh(-x) = 5 -=coshx ,

ve
1 1

— = =sechx
cosh(-x) coshx

sech(-—x) =

oldugundan coshx ve sechx fonksiyonlar ¢ift fonksiyondur. Benzer gekilde

sinh(—x) = — sinhx ve csch(—x) =— cschx

olacagindan sinhx ve cschx birer tek fonksiyondur.
Yukaridaki alt: hiperbolik fonksiyonun grafiklerinden de gériildiigii gibi

1)  sinhx ve tanhx fonksiyonlart R tizerinde artan

2) cothx ve cschx fonksiyonlari (-0, 0) ve (0, +°) araliklan iizerinde aza-
landur.

3)  coshx fonksiyonu [0, +°) iizerinde artandar.
4) sechx fonksiyonu [0,+) iizerinde azalandir.
Hiperbolik fonksiyonlarin artan veya azalan oldugu araliklarda tersleri bulunabi-
lir.
Buna gore

cosh : [0,%) = [1,+x)

sinh @ (=00, +90) — (—%, +c0)

tanh @ (=%,+%) ~> (-1, 1)

coth = (0q4%) — (1,4%)

sech : [0,+%) — (0,1)

csch @ (0,+%) — (0,4+)
fonksiyonlar1 birebir 6rten oldugundan tersleri vardir. Bu ters fonksiyonlar
argcoshx (argiiman kosiniis hiperbolik x bigiminde okunur.) argsinhx, argtanhx,
argcotx, argsecx ve argescx fonksiyonlaridir. Ters fonksiyonun grafigi esas
fonksiyonun grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigi olacagindan bunlarin
grafikleri agagida verilmistir.

o8 i

¥ = argeoshy  in grafigi

¥ = argsinhy in grafigi

argsinhv yerine sinh™! x veya arcsinhx goisterimleri de kullamlir.
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. Y y=argtan fix ¥
) / ¥ = argeot v
1. Asagidaki ifadeleri sadelestiriniz. 5.  Asapidaki ifadeleri In2, In3, In5 cinsinden hesap-
| m".m™y"* laymiz.
1 0 T x i @ ———
; : o (™. m") (@ 1In8 (b) In72
/ o ()7 (3 > © Wil (d 1n9
i ‘ ! (b) el 1o 40
y=argcothx in grafigi 42 ax (&) M6 () 0,002
y=argtanhy  in grafigi ; © Fr -3 |
. . l 3% 4 35+l (g) 1ny0,005 (h) 1“56
| = are . x+3 x+1 x=1
V= Qrgese Ay (d) a +a +a (1) 11’1(4,5 104)

ax~5+a/‘(‘3+ax-l

2. Asagidaki denklemleri coziiniiz. 6. Asagidaki denklemleri ¢6ziiniiz.

X (a) 45 = 42x+1 (a) 3Iog37 N 2log25 - Slogsx
x_ &5-x
y = argsechy in grafigi y = argeschy  in grafigi ®)y 57=5 ® 8l0g83 -ePaxt - 710g73x
) 2%-3

Hiperbolik fonksiyonlar ¢* ve e* cinsinden yazildigindan, ters hiperbolik (© 4"= (’411*)
fonksiyonlar logaritma fonksiyonu cinsinden yazilabilir. Gergekten 2 7. Asagidaki denklemlerden y ‘yi bulunuz
2 X+ 1 1 )x— a )

= Ixc-1) . =1 ={=
ageoshs = InCe+/2= 1) Xz © (0,06257"!=(+ @ Iny=2r+d
argsinhx = In(x+y/x"= 1), her x i¢in . 5 5
(lex y @ 10771277120 L) e
argtanhy = 7ln(1‘x), Ixl <1 i¢in 2
, 3 € 57 '-5%=20 © e ¥ =g
argcothx = Eln(x—l)’ x>1i¢in 2 +1 3 =
X @ 924+ 9x4+ 9412013 (d Iny-1=x+Inx
2 .
argsechx = In (li%{_) , 0<x=1 icin (8 (P+3x+3)EH=] (e) In(3?-1)=In(y + 1) = sinx
® =27
2 M : PRSI

argeschr = 1n(l + v)lc—»x ) ’ x>0 igin 3. Asapgidaki denklemleri ¢oziiniiz.

- (a) 2¥=64 (b) 10*=0,001 N o .
yazilabilir. Bunlardan birincisini ispatlayip digerlerini birer alistirma olarak oku- © 10™ =100 @ (3%=81 8. x?=2* denkleminin koklerini bulunuz.
yucuya birakiyoruz. P -

S @ x=2 ® log,16=2
y = coshx = =2y=e"+e " - ® = 2. Asagida kurallart verilen fonksiyonlarn tanim
2 (8) logsx=4 h) e*=7 $ag
, kiimelerini bulunuz.
= e*-2ye¥+1=0
. 4. Agagidaki ifadeleri hesaplayiniz. (@) fx)=IG>-9)

= ex=y+\/y -1 (@) &7 (b) 8 (b) fix)=(~vx-4 +/6-x)

= x=In(+Jy2-1) () eln2+ln3 i (d) log,16 (c) flx) = In(sinrex)
bulunur. Su halde y = coshx in tersi (&) logy27 (D logg,3 (d) flx) = arcsin(Inx)

= 2 = —

argcoshx = [n (x + N ) (&) logylog,(0g,16))  (h) logy(log,(logg64)) (&) fixy=+In(x-2)
dir. = ~x2

ir @ logsl6 )  fx) =Indn(l ~x%)
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(g) Ax) = arcsin(l —x) + log, (logyx)

(h) f(x)=arcsin(log —)i-)

1070
V) flx) = logylogy(log,x))
@) Ax) =log(l - log(x? - 5x + 16))

& fo)y=Inlx+ N ) fonksiyonunun tek fonksiyon

oldugunu gosteriniz.

1. Asa@idaki ifadeleri hesaplaymniz.
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(a) sinhQ

(¢) tanh0

(e} coth(-1)
(g) cosh(In3)
(1) esch(lnm)

(b) coshO
(d) tanhl
(f) sinh(In2)
(h) coth(In4)
(i) sech(In2)

Asagida birinin degeri verilen hiperbolik fonksiy-
onlarin degerlerini bulunuz.

. 3
a hy = ~=
(a) sinhx 7]

12
b hy ==
(b) coshx T

7
tanhx = - —
(c) tanhx 15

3
d hy ==
(d) sechx 5

(a)
(®)
©
©

()

C)

©

3. AgaBidaki ifadeleri sadelestiriniz.

sinh{lnx)
cosh(Inx)
sinh(21nx)

tanh(lnx)

argsinh (i;ﬁ>
23

2cosh(lnx)

1, Her xicin

&* = coshx + sinhx

™ = coshx — sinhx

oldugunu gdsteriniz. Bundan yararlanarak

(coshx + sinhy)" = coshnx + sinhnx

(coshx — sinhx)" = coshnx - sinhnx

bagmtilarinin dogrulugunu gosteriniz.

Asagidaki bagmtilarin dogrulugunu gosteriniz.

(a) argsechx = arccosh L
X

(b) argeschx = arcsin—L
x

(c) argcothx = arctanh L
X

7

2

foy =~t-%" igin (fof(x) = x oldufunu gds-

teriniz.

=7 midir?

ﬂx):—_x)—cl dir. x# 1 i¢in

(fofofof)x) = x

oldugunu gosteriniz.

f=x+14x
g = NxP -1 olsun.
(@) x20 igin g( N 1) = fx
) x=1 icin g(Vx'-1)=gx)
olacagim gosteriniz.

X

fx)=log %} olsun. a, b € (~1,1) igin

ﬂa)+f(b)=f(a+b)

T+ab

olacagini gosteriniz.

X —X
fo) = ‘1—%““ icin

fla +b) + fa - b)=2fla) . fb)

olacagini gosteriniz.

£, 10,11 iizerinde tamimli bir fonksiyon olduBuna
gore, agagidaki bicimde tammlanan g, h, k fonksi-
yonlarinm tamm kiimelerini bulunuz.

(a) glx) =f3x%)
() h(x)=flx—5) , kx) = f{tanx)

acosy+bsinx+c=0
denkleminin x, - x, # 2kn  bagmtisim saglayan x;.

X, kokleri i¢in

. 2ab
sin(x, +x, ) = —~—
a +b”
242
cos(x +X,) = irb—7
a +b*
X, X.
tan (_1,__7) b
2 a

olacagini gbsteriniz.

f)=ln(x+va?+1)

biciminde tanimlanan f: R -» R fonksiyonunun
tersinin 71 (x) = sinkx olacagini gosteriniz.

f:R — R fonksiyonu her x,y € R icin

S + ) =fx) . f)

bagintisini sagliyor. f{0) nedir?

', Asagidaki fonksiyonlarin ve terslerinin grafiklerini

¢iziniz.
(@ f:[0,+2) >R, fy=x+1
(b) ftR—R, foy=x3-1

© f:[-2,00 =R, fiy=x

{1. Monoton her fonksiyonun birebir oldufunu gds-

teriniz.

1% f artan oldugundan ' in de artan.f azalan oldu-

gunda f! in de azalan olacagim gésteriniz.
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. log,3 sayisimn irrasyonel oldugunu gosteriniz. 19,

l<a<b veya 0<a<b<1 olsun.
x>1 icin log.x > logyx oldugunu gdsteriniz.

Bu esitsizlik 0 < x < 1 igin de dogru mudur?

(a) €*=cos hx + sin hix
(b) e*=cos hx —sin hx
(c) (cos hx + sin Ax)® = cosh nx + snk nx

oldugunu gosteriniz.

Asagidaki islemlerin sonucunu bulunuz.

1 1
(a) arctan 5 + arctan 3

1 1
(b) Z2arctan 5 + arctan 7

§ 220 1
(c) arctan 1o arctan 539

1
(d) 4arctan T arctan ——— 5 3 3

i7. a, b, ¢ bc=1+a> bagmusmi saglayan sayilar

olsun.

-+ arctan

1
arctan
a

1 1
-=arctan —
+b +c a

oldugunu gosteriniz. Burada g, a + b, a + ¢ sayila-
11n1n sifirdan farkh sayilar ve sol taraftaki toplam

) arabgindaki bir sayidir.

2 2

Agagidaki ifadeleri listel bigimde yazarak sade hale
getiriniz.

(a) cosh5x + sinh5x
(b) (sinkx + coshx)?
(¢) In(coshx + sinhx) + In(coshx — sinhx)

Asagidaki bagintitarin dogrulugunu gosteriniz.

(a) argsinhx = In(x + -1)

(I—L) < 1
X

1
(b 7
(c) argcothx = %1 (i——x-) , x> 1

Nl

argtanhx =

(d) argsechx =ln|——— ) O<x=l

1441422 x50

(e) argeschx =1In (

. Agagidaki bagntilanin dogrulufunu gosteriniz.

(a) cosh2x = cosh?x + sinh2x
(b) sinh2x = 2sinhx coshx

(¢) cosh’x= %( COS—%@' ! )

(¢) sinh’x = = ( cosh2x - 1)

@ sechlx =1 - tanh®x
(e) csch?k = coth®x - |
(f) cosh(x + y) = coshx coshy + sinhx sinhy

(g) sinh(x + y) = sinhx coshy + coshx sinhy

i. P(coshu, sinhu) noktasinin orijine olan uzakhginin

cosh2u olacagint gésteriniz.

—%<9<% icin sinhx = tan® olsun.

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
(a) coshx =secB
(b) tanhx = sin®
(c) cothx =cscd
(¢) cschx = cotd

(d) sechx =cosO

LIMIT ve SUREKLILIK

3

",

y=2x+1

3| —|

S

[

Bundan 6nceki bblimde, bir kisim fiziksel ve kimyasal niceliklerin birbirine
fonksiyonel bagmtilar yardimiyla baglh olabileceklerini belirtmistik. Eger degisik
nicelikler arasindaki fonksiyonel baginu belli ise, birbirine bagimly bityiikliikier-
den birinin belli bir defere yaklagmas: halinde digerinin hangi degere yak-
lagacagmin bilinmesi ¢ok ¢nemlidir. Bu bizi limit kavramina gotiiriir.

Simdi fx) = 2x + 1 bigiminde tammlanan f: R —> R fonksiyonunu gbzOniine
alalim. x degiskenine bazi degerler verip f(x) ifadesinin alabilece8i degerlere
bakalim.

x=19 ise fly=480 , x=21 ise f)=520

x=191 ise fixy=482 , x=208 ise fix)=5,16
x=195 ise fixy=490 , x=205 ise flx)=35,10
=199 ise fix)=498 , x=201 ise flx)=502
¥=1999 ise  fly=4998 . x=2001ise f)=5002

Goriildiigii gibi x degiskeni 2 ye yaklagtildifinda f(x) ifadesi de 5 sayisina
yaklagmaktadir. Yani x ler 2 nin bir komsulugunda bulunurken f{x) ler de 5 in bir
komgulugunda bulunmaktadir. 5 in bir komgulugu (5 ~ €, 5 + ) olsun. Bu

takdirde
5—e<fiy<S+eslfin-Slceeo i+l -Sl<e e
2|x~2|<e¢:>|x—2|<%
olur. Buna gire x ler 2 nin —;— ~ komsulugunda secildiginde f(x) ler 5 nin &-
komgulugunda kalir. % = 8 denirse
x-2l<d=Ifix)-5l<e

Snermesi dogru olur.
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¥ ¥ , ORNEK : lim (3x + 1)=7 oldugunu gdsteriniz.
F A Ty TANIM Tie /),:3\.+1 xX—2 = e
3 S AI © R’}{: A h:)R _blr ff)nk51yon veadad kiirvnesmm bir yigilma noktast : ; 7 V4 ! Coziim : >0 verilmigolsun.y=7+¢eve y=7-¢ dogrularminy = 3x + 1
fix T o sx'm. ?r e >0 igin, eger 0 < l_x —al < & oldugunda [f(x) - LI < € kalacak i dogrusunu kestigi noktalarm apsisleri
L- gv/ sekilde bir 6> 0 sayisi bulunabiliyorsa x, a ya yaklastiginda f nin limiti L dir v
o P i
i . denir ve £ N 3x+l=7+e = 3x=6+¢ = ,\'1=2+£
0 a-8x a a+d A0 2 . 3
lim flz) =L w] mwl o c
“ b +l=T-8 = 3x=6-8 = x=2-=
I T o 3
bigiminde gosterilir.
olur. 8 nin alabilecegi en biiyitk deger
Y €
/- op ¢ Butamima gore, f nin @ noktasindaki limiti L ise, £> 0 verildiginde 8yle bir min{lx, - 2}, lx, - 21} = miﬂ{%,—;—} =3
// 8 > 0 bulunabilir ki, x # a i¢in y = flx) egrisinin x = ¢ - 8 ve x=a + § diisey
L Py’ dogrular arasinda kalan noktalan y = L — € ve y = L + € yatay dogrulart arasmda olur. $u halde
e
y=L-¢ bulunur. Buna gére, € sayis verildiginde y=L +¢g v = [ ~¢ dogrular
=t "] o - Y psranmn w-2< £ iginlf) - Ti <&
y=f0 . ¥ = fix) eBrisini kestigi noktalarin apsisleri x|, x,, ..., ¥, ise 8 nin alabilecegi en 3
0 a biytik defer Ix; ~al , Ix; - al, ..., bx, — al saytlarnmn en kiigtigidiir. kalir. Buna gbre
x=a-8 x=a+d
lim Ax)=7
=2
ORNEK : : ‘ dir.
_ PP, . 3
fn=vx, a=4, L=2, £=1 olsun.0<lx—al<5 oldugunda Ifix) Li<e Tkinei Cozitm : Bx+ [ -TI<e e Br-6l<e o k-2 <7

kalacak sekilde bir 8 > 0 sayisi bulunuz. € € i
olur. Su halde &= 3 veya — den kiigiik bir say1 olarak almabilir.
Coziim k

— ORNEK : lim x*+3x=4 oldugunu gosteriniz.
y=~x ile y=2+e=2+1=3 dogr i psisi =1
Y=+ B L B grusunun kesim noktasinin a S1S1

Coziim : |x - 11< 8 oldugunda

Iy = - .
\X—3:A]-—-9 y=aa 3y 4+8)
¥ . .
, y=vx olur.y=+/x ile y=L-g=2-1=1 dofrusunun kesim noktasinmn apsisi 4y / Ix? + 3x - 4l = Ix + 4l lx - 1] < e kalacak sekilde bir & bulalim.
£ lerin 2 =7 4-¢ :
g;lalﬂﬁdugu{ 1—,”/“ r=losxns=1 . lx~1l <1 varsayalim.
e R
B 3 0o 1
N ' . ] <x— d<x+d<6=lx+4l<6
0 457 9 olur. §nm alabilecegi en biiyiik deger l<x-l<lel<x<2 e * *
¥’lerin bulundugu ) olur. Buna gbre
aralhik min{lx; — al, Ity ~ al} = min{53} =3
s 3x-dl <6 lr—tl<e= l-1l<2
olur. Buna gére
¥
0<lx-41<3 icin Wx -2<1 olacagmdan § = min{l,%} secilebilir. Buna gore lx - 1] < % ise

kalir. e
¥ +3x—4l=lx+4l lx~ 1l =6. |x—1|<64€:E



olur.8=1 ise &> 6 olur. Bu durumda
2+ 3x -4l =lx+dllx—1l<6.1<e

bulunur. $u halde Lx - 1f < § bagintisim saflayan her x i¢in Ix* + 3x~ 4] < & kalir.

Limit tanimini kullanarak agagidaki dzelliklerin saglandig: kolayca gosterilebilir:

(1) lime=c¢
x—a

2) limx=a
x—a

Simdi limit almada kolaylik saglayan bir teorem verelim.

TEOREM 2.1 :
ACR, f:A->Rve g:A— R birer fonksiyon ve a € R olsun.
Eger lim f(x)ve lim g(x) limitleri varsa
xX—a X —a
(1) Herae R i¢in lim (a. H(x)=a. lim f(x)
X—a X—a
2 lim (f+g)(x) = lim f(x)+ lim g(x)
X —=da X —-a X—a
3) lim (f.2)(x)= lim f(x). lim g(x)
X -—-a X—a X —da
(4) Her xe Aigin g(x) #0 ve lim g(x)#0 ise
X—a

f Jm @

xjnag(x)7 lim g (x)
X—a

dir.

spat : Yukanidaki dort 6zelligin ispatlart birbirine benzer oldugundan (2) nin
ispatin verip digerlerini birer alistirma olarak okuyucuya biraktyoruz.

Xlin}z fxy=L;, lim g(x)=L, olsun. € > 0 verildiginde dyle bir § > 0
hnd X—a

bulunabilir ki, 0 <lx~al<8 bagmbsim saglayan her xe A igin
e €
[Ax) - Lf< 5 Ve le(x) ~ L,| < 5
kalir. Ayni x ler icin
[Ax) + g(x) ~ L+ Ly)|=|flx) - Ly + 8(x) - Ly|

s|ﬂx)-L1[+ig(x)—Lz;<§+ =g

£
2

84

olacagmdan f{x) + g(x) in a noktasindaki limiti L; + L, dir. Bu da ispati tamam-
lar.

lim x = a oldugundan, dzelligin arka arkaya uygulanmasi ile
x—-a

lim x"=lim (x.x....x)= lim x. lim x.... lim x=aa...a=a"
X —~d X—=qa X—a X—a X—a
bulunur. Bu 6zellik ve Teorem 2.1 dekj (1) ve (2) bzelliklerinden

. n n—1 - n . n—l+ tea+e
lim (¢ x"+c . x to.cxteg)=c a e, 4 ~te

- 0
x—a 1 !

bagintsi elde edilir. $u halde bir P(x) polinomu igin

Ahﬂ P(x) = P(a)

olur.

ORNEK : lim (5x° - 8x> + x - 4) limitini hesaplaymiz.
x-+2

Ciziim : 1in12(5x3—8x2+x—4) =5.23-8.2242-4=6

olur.

N
ORNEK : lim 2% 2% =3%
=1y

limitini hesaplayiniz.

7y

Coziim : x= 1 oldugundan

. x3+2x2~3x_ Coxx- D+ 3)
L  EE S
 lim x(x+3):_lifnlx~)1(i£nl(x+3)
TG Tim (x+ 1)
_L0+3) a4,
1+1) 2
bulunur.
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— Sag ve sol limitlerin tanimu gézoniine alindiginda asagidaki sonug ifade edilebilir.

lim f(x)= lim f(x)=L ise lim f(x)=L dir.

TANIM vat y—a Y—a
yefey 1Y . ‘ A 3
m\\ J fonksiyonu bir (c,a) agik araliginda tanimli olsun. ORNEK : fix) = x - [x] fonksiyonunun x =2 ve x= 5 noktalarindaki limitleri-
Ve >0 igin, efer a— 8§ <x <a oldugunda |f{x) — Ll < ¢ kalacak gekilde bir ni bulunuz.

8>0 sayisi bulunabiliyorsa f nin @ noktasindaki sol tarafh: limiti L, dir denir,

) v Coziim : 2 nin hemen saginda [x] = 2 olacagindan
0 a y Im‘l— ﬂx) = Ll
X—a
. L lim x—[x]= lim x-2=2-2=0
biciminde gosterilir. ' . ¥—2" x—2' -
. . o 3—- . -
3 . S fonksiyonu bir (a,d) agik araliginda tanimli olsun. 5 olur. 2 nin solanda [x] = 1 olacagindan ' N
Y= .. o
I Ve>0igin, efera<x<a+ 3§ oldugunda |f(x) - Ly} < & kalacak sekilde bir ’
. d‘,_/ 8> 0 sayisi varsa f nin a noktasindaki sag tarafli limiti L, dir denir, liﬂ; x=[x]= limT x-1=2-1=1
2A . 4 = X— 2 X— 2
lim fO0=L,
| H . x—a*

olur. Sag ve sol limitler farkli oldugundan x = 2 noktasinda limit yoktur.

seklinde gosterilir.

. . 3 1
oI = x-t=2-l=t
11H31$A [«] 11{1’31‘V 5 B
X3 X = 5
ORNEK : R\ {0} iizeri =X bigimi i
. {0} tizerinde Ax) P bi¢iminde tanimlanan f fonksiyonunun lim x-[xj= lim x-1= % - 1:%
3 ] . 0.
T x = 0 noktasindaki sag ve sol tarafly limitlerinj bulunuz. T % 7
[ S—
} . Cézitm : x>0 icin Ixl=x, x<Oigin lxd=-x oldugundan oldugundan
0 ' 1
A lim x-[x ==
. _,ﬁ?_L] lim )= lim <= lim <= lim 1=1, PN 2
| -0 -0t I clorx o :
. dir.
) === in grafigi i = lim =~ = lim % = Jim (- 1)=- i i
fix) o T srans xhj’(lr Sx) 'vlljr(‘), ™ Xliné, T —v\-limo*( D=-1 Eger f fonksiyonu sadece [a,b] araliginda tanumli ise x’in &’ye yaklasmas: sadece

: : o s soldan miimkiin olacagindan
bulunur. Verilen fonksiyonun grafigi yanda cizilmistir.

lim flx) varsa hir} Sy = lim fx) dir,
ORNEK : Grafigi yanda verilen x-b ol b

' dir. Benzer olarak
X2-2x+3, x21 ise '

fx)y={7 lim fx) varsa lim flx)= lim_ flx)
~x“+2x-2, x<l ise r—a x—a x—d
fonksiyonunun x = 1 noktasindaki sag ve sol tarafl limitlerini bulunuz. Y dir.
Céziim : y=L+e \(X"f('m Eger x sinirsiz olarak biiyiidiigiinde f{x) ler bir L sayisina yaklasirsa f nin x—>c°
) y=L } £ Qo 1) = L icin limiti L dir, denir. Buna gére su tanimu verebiliriz.
B o 3
lirr%,f‘(x): lim (x*=2x+3)=1~243=2 y=L-e
R v 1 X
L . 2 0 ’ TANIM
lim f(x)= lim (=x“+2x-2D)=—142-2=— Y
- e lim flx)=L & Ve>0 igin IM, dyleki her x > M icin |flx) - Ll<e .
X 00

olur.




ORNEK : lim X% 4.1 oldugunu gosteriniz. Limit alma kurallarin1 veren teorem x — —%¢ ve x —> % icin alman limitler icin
r—- X .
de gecerlidir.

Coziim : €>0 olsun.x#0 igin - P
ORNEK : a reel saywsti¢in lim = limitini hesaplayimiz.

Yoo X
xrd 4 4 4 24
1<e:>}xl<e:>\x)>e = x> veya x<-— Céziim : lim %:agl %:a.O:O
M= —ﬁ- alinirsa x > % icin Rl ; 4. l{< e kalir. Su halde olur. Benzer sekilde
lim £=0
xXx—=o0 X
lim £1%
x—» X oldugu gosterilebilir.
dir. e
’ ORNEK : lim —HXT] limitini hesaplayniz.
x—oo X
> . . oo 1
ORNEXK : Hangi x ler i¢in o -2i< % olur? Coziim : Her x reel sayist icin
x=[d+k O=sk<l
Coziim :
2 yazilabildiginden
_%L_Z‘<§1§<=»—72—<§15—4=x2+1>1704=> i i Ix tm s v 021
vl ral® AT e I - fim (1 i) 100
x>169 & x<-13 veya x> 13 olmah. olur.
2
ORNEK : lim 25-=#%3 {imitini hesaplayiniz.
x —» —o icin limit benzer sekilde tammlanir. e 2xt a1
Coziim :
2 4 5 4 5
¥ TANIM LG-2+2) 32,2
-1 /’ i 3 4xeS X X 3-040_3
\ ] y=Lit Jim_f(x) = L = Ve >0 igin 3N, byleki T P 1 e 00 1_%> M@hfﬁ% 2+0-0 2
<F € X -
y=L V¥x <N igin | f(x)=L|<f.
L{ . olur.
X N {0 *
. 1 ORNEK : lim #5—- limitini hesaplayimz.
ORNEK : lim ~ =0 oldugunu gosteriniz. TR 4xT+ 8x 4
Coziim :
a1 1 1 1 1 5
Coziim 1 |—-0j<ge= —<ge=lxl> —e= x>— veya x<-— K2 +)
* b ¢ ¢ € lim —2X*3  gim x
1 1 ! A Ty S I X1(4+§+%)
Buna gore N = 5 dur. Yani x <~ < icin Ifix) - Ol = ‘— <g kalir. X
X
O hald = Jim L. 2 c0.- 220 9 Lo
alde —.erpw;.xjfflm 8 1 - ‘4+0+O - '2_
d4+—+— :
‘,li_m %:O ve lim —1—:0 *
’ ’ * bulunur.
dir.
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%0

ORNEK : 1im L fimitini b
: 5 esaplayiniz.

T 2xT+ 3
Coziim :
3 1
3 x(1+-=) 1 +L
m 2t g X . . X
Jim . —\llrrgo . = lim x. lim
x*+ 3 x'(2+~’7—) Foes "“‘”2+i
5 2
X X
. 1+0 — oo 1 .
= . =R, =+ X%
2+0 2
olur.
Yukaridaki 6rneklerden de gériildiigii gibi
., 0, n<m ise
L aX t L taxta
lim —2= o 1 T 2y =n ise
X =0 " !
b, x" 4. bx+ b b,
o a” 5
Agnz— Lo, n>»m o ise

olur.
ORNEK : }hﬂrric (Vx?ax - Xx) ve YHrvneO (\/xz X - x) limitlerini hesaplayiniz.

Coziim : Pay ve payda vx’+x +x ile carpilirsa

2 2
. 7 . oy
lim (Vx?+x =)= lim 22X _ iy X
X—o0 X oo / 2 X—oc {2
VX +X +X VX +X +X
= lim = = lim X

X—oo ;‘_7_1 i X—o0 ] 1
\“x( +x)+x \xi\“il+?+x

= lim x = lim Lot .1

X— o0 ! t=oe | 1
xl+—+x [T+— +1
X Vooox

y

. f . 1
\.hm (\/Xz'*'x—X): lim |x‘\;‘l+i—x =04 o=
X—- P, J x

olur,

Bir f fonksiyonu verilmis olsun. x yerine a sayisina yakin degerler verildiginde

Jx) sinirsiz olarak artiyorsa x degiskeni @ sayisina yaklagtiginda f(x) in miti +o¢

dur denir. Bunu agagidaki sekilde daha kisa olarak ifade edebiliriz.

y=

4

x-1

fonksiyonunun grafigi

TANIM
lim f(x) =+ oo ¢ Her B>0icin 38>0,6yleki 0 <lx—al <3 bagmusms
X—a

saglayan tiim x ler igin f(x) >B dir.

Limitin - olmast da benzer sekilde tanimlanir.

TANIM
lin}l fx)=-co ¢ Her K icin 35>0, v'dyle ki O<lr—al<8 bagintsini
P

saglayan tim x ler icin flx) < K dir.

Sag ve sol tarafli limitler de benzer sekilde tanimlanir. Yukaridaki tammlarda

0<lx—al <& yerine a -8 < x < a alimrsa sol tarafli, a<x<a+8 almrsasad
taraflr limitin +c olmasi tanimi elde edilir.

ORNEK : lim x4 ve lim limitlerini hesaplayiniz.
x—1"

4
~1 - x-1

Coziim : x> 1 ve B istenildigi kadar bityiik bir say1 olsun.

4 >B=x-1< 4 oldugundan & = 4 se¢ilebilir. Su halde
x-1 B = B i
lim —2— =
im =+ 00
=1 X 1
bulunur.

x<1 ve K istenildigi kadar kiictik bir say1 olsun.

4 4 4
x”1<K<:> 1_x>—[<<:>l—x<_K

4 o N
=-—— almabilir. Buna gore,

olur. Su halde § :% =

- 4
lim ——=~
x—1 X— 1
dur.

_ 1
f)=—"

griinliz.

fonksiyonunun grafigi yanda cizilmigtir. Inceleyerek bu limitleri
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2

Simdi, bilinen limitler yardimiyla, bazi fonksiyonlarin limitlerini hesaplamamiza
yardimer olan bir teoremi verelim.

TEQREM 2.2 (Sandvi¢ Teoremi) :
a nm bir delinmis komsulugundaki her x igin

g(x) s fx) < h(x)

ve-
lim gx) = lim hx)=L
ise
ln 700=1
dir.

o\ cos8 H A(1,0)

ispat : lim g(x) = lim A{x)=L oldugundan Ve>0 icin I8>0, dyleki

lx —al < § igin
s €
lglx) - L]< T |n(x) - L] < s

kalir. Ayni x ler igin
Ifix) — g < 1h(x) — g(l

= Ih(x) L+ L- gl = lh(x) = L + lg(0) - LI < £ +

e _ &
4 4 2

olur. Buna gore,
) = Ll = If(x) — g(x) + g(x) ~ L < Ax) — g0l + lg(x) ~ Ll < —7‘3 + % <e
olur ki bu ispat1 tamamlar.

Yukaridaki teoremin tek taraflr limitler icin de gegerli oldugu agiktir.

ORNEK : hm0 X sin 31? limitini hesaplayiniz.
Coziim : 'x sin %' <Ixl oldugundan -x <x sin Lor ol
x x

g(x) =—x, h(x) =x alimrsa
lim (-x)=lim x=0
x—-0 x—0

olur. Yukardaki teoreme gore
lim x Sini =0
x—0 X

bulunur.

22 +y? =1 birim gemberini ve 5l¢iisii 6 olan BOA agisini gizelim.
Burada 0 <0 < % dir.

A A
Alan{ BOH ) < Alan(BOA dilimi) < Alan(( COA)

oldugundan

—%cose.sin9<%9<%.l.tan9

yazilabilir. Bu esitsizlik, 2 ile carpihip sin® ile bdliiniirse

cosf< o < L
sin®  cos®
bulunur.
1 = jim ——=1
Shjno cos® eh% cos6
oldugundan
. 0
=1
h% siné
olur.
. ing . 1 1
= fim —— =t =1
f;llr%J 0 h—l}}) ] 1
sin®
olacagindan
. sing
Jimy =g~ =1
bulunur.

. tan® . (sinf 1 ):11:
ehir%) [} ‘éll‘%( 8 ‘cosB/

olacagindan
. tanf _
i 7!
olur.
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# . osinax _a « i
ORNEK : lim ===== = -~ oldugunu gdsteriniz.
x=0sinbx b

Coziim :
sinax sinax
. 2 ax
Jim SIROX _ iy ax G —ax 4 1_a
¥=0sinbx ¥-0 sinbx pe b0 sinbe b 1 b

bx bx

olur. x—0 icinax— 0 ve bx >0 olduguna dikkat ediniz.

ORNEK : lim x sini limitini hesaplayimz.
X—co X

Cozitm : —=0 denirse x— o i¢cin 6 —0 olur. Buna gore
x

lim xsin = = [im ~ sin6=3 Jim
X e X 6-0 0 8-0
oluar.

ORNEK : lim 1 =995 2% i/niting hesaplaymiz.

e 7

C6zim
.2 L2
lim l—co7$2x - lim 1—(1—275111 x) - lim Zsm7 X
x—0 x* X0 x° x—0 x°
=lim 2. 28X SIX 51920
X0 X X

bulunur,

Asagida bazi limit alma kurallari verilmistir. Bunlarimn ispatini ileride verecegiz.

(1) a>1 i¢in lim a*=+, lim a*=0
X — o X

(2) O<a<ligin Iim a'=0, lim a*=+oo
(3) lim fix)varsa ne N icin lim [f(.x)]”:[lim f(x)]" dir.
X — oo X—a X —=qa
(4) n bir tek dogal say1 veya bir cift dogal say1 oldugunda a nin bir komsu-
lugunda f{x) = 0 ise,
lim %/ flx) =n/lim flx)
X—a Vx—a

dir.

(5) lim f{x) =0 ve @ mn bir komsulugunda g(x) smirls ise
xX—a

fm /) )0

dir.

(6) lim u(x)=0, lim v(x)=+o0 ve lim u(x)v(x)=> ise
X o X — o0 X0

vx) _ N

tim {1 +u(x)]""=e

dir.

ORNEK : lim [(%) +1] fimitini hesaplaymz.
Jim, x

Coziim :

42
2 x

= im () jim 2

Him

X— 0
. ¥ ! _
= lim 2" +3. lim —~=+o0c+0=+00
X = X— X

.
ORNEK : lmbw limitini hesaplayiniz.

X

Coziim ¢

3
SXL o=

x-0 x

lim
v 0 3 x

.3 . 3 .
. . Sinx

sinx (iﬂi) :[hm

X -0

X

ORNEK : lim <1 + L> limitini hesaplayiniz.
X = X

Cozlim :

lim u()= lim £=0, lim v(x)= lim x=+00 ve

X—0o X—-0 X X -0 X 00

lim u(x) v = lim L= lim 1=1

oldugundan

X
lim (1 +—A) =e

X— oo

dir.
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1
ORNEK : lirr%’ (1+3x)* limitini hesaplayimz.

Coziim : %:t denirse x — 0 i¢in f—> o olur. Buna gore,

1 .
lim (1+ 30 " = lim (1 +l)
x—=0 t—co i

olur.

fim ()= lim %: 0. limvin=limr=+oo ve
fim u(0) )= lim %t =3

olacagindan
1

lim (1430 % = lim (142 =¢®
x=0 t—o !

bulunur.

x*+2x+3

2

ORNEK : lim
Koo x“+4

el
) limitini hesaplaymiz.

X2+ 2x+3 2x -1
=1+

Coziim : 5 .
X+ 4 x“+4
oldugundan
2 Rl 2x+3
lim | & +72x+3) lim (I+ )7("1)
Yol xt+4 v x"+4
olur.
lim u(x) = lim lf:i: 0,
X =0 R xA— + 4
\l{m vix)= lim 2x+3)=c0,
. L 2x~1
lim u(x)v(x) = lim “Z——(2x+3)=4
X~ 00 X — 0 .x— + 4

olacagindan

q 2y+3
. X +2x+3 4
lim f e T R =¢
X=X

=
X +4

diir.

Limit konusunda belirsiz sekiller denilen kesimi 4. Bolimde detayli olarak ince-

leyecegiz.

[y

E\z

€ — 8 yontemiyle agagidaki esitliklerin dogrulugu-

nu gosteriniz.

@ lim (2x+3)=5 (b) lim x> +3x)=4

.3 -
(© i Nx=7=3 @ lim Sl

=1

Asagida verilen f{x), L, & ve aigin dyle bir >0
sayist bulunuz ki 0 < Ix —al < 8 icin {fix) ~ LI < €
kalsin.

(a) f=5x L=10, a=12, £=001
® foy=x*, L=4, a=2, e=1
© fxy=x), L=-1, a=-1, e=0,1

3%+ 8x-3
x+3

@ fo= , L=-10,

a=-3, £=0,15
(&) fx)=x%inx, L=0, a=0, €=05
® =571 L=3. a=1 £=005

Asagidaki limitleri hesaplayiniz.
Ix]

(a) lim — (b) lim ﬁ(;l—
=1 X =0 N X
(¢) lim 14 (¢) lim (x=~4-2x)
x=-0 X X2
2y o
(@ lim == {e) lim ./x cosx
=2t X2 =0V
® lim -xsindx (g lim LA
x=0 x—0
(g) le’ Vl+x =1 - X (h) lim_ ___1____ ’)6
=0 x =3\X-3 x2_9,
X’ 6x+9
W lim XEZ2TET Gy im X
X3t x-3 50 1 #x]
. . [sinx] . _[[:\_7_2]]—9
W \Iin(]) sinx &k ‘ler: x-3

i

1 bir tamsay1 olmak iizere, aga8ida verilen f fonk-
siyonlari icin

lim+ fx) ve lim flx)

X X

limitlerini hesaplaymiz.

)= 0, xe Z

@ fx w{x, xe Z
24(-1DY, xeZ

b X)=

® ) te =

© fy=(-n4*e
© f=1+k-x
@ =]

€@ fix)=x-[x

Herbir n € N igin

lim Ixl=n-1, lim [x}=n

x—n R

olacagm: gosteriniz.

tim I ve tim [7]

x=27 x=27

limitlerini hesaplayiniz.

limitlerini hesaplaymiz. x = 0 noktasinda limit var
mudir?

m nin hangi degerleri icin

lim bl

limiti vardsr?
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9, Asagidaki limitleri hesaplaymiz. Sinx’ <0 ise 16. Sandvi¢ Teoreminden yararlanarak asagidaki li- 19, lim =L ise  lim [fx)=IL1  dir, gbsteriniz.
. i fo=l, " mitleri hesaplayuiz. e e
(@ lim 2RX=X o 1-cosx 0 i 1
=0 /sin2x 0 Y e ! (a) lin% x?sin —
x— X
i : 26, lim |[Ax)|=0 i li =0 dw, gosteriniz.
®) \ljmi farccos x fonksiyonunun sag ve sol tarafli limitlerini ®) lim x%cos 1 oy IS e S I, gosteriniz
A bulunuz. x =0 da limit var m1? X0 3%
-
(¢) lim sod— 1
oo [l ) \h_n%) VX sin X 23, fxy=x+1, gx)=2x+4 olduguna gore,
. 3x 15, Asazdaki limitleri hesaplayimz
d)y lim == A3 sag playmniz. .
@) =0 [xl . 5 . 2 S 7. f:R—R, limm(l
(a) Yh_rr})(3x -2x+ 1) (®)] \11ﬁm7 x*-2) 1 (gof)(x)
» 2. 4y3 o axrl x>1 ise imitini
© lim «’r2y (© lim x+1 9= PR limitini hesaplaymiz.
18, f:1-33) = R. ) =x -l =1 3x- 1 R = RN A= 200+ bx ‘
=T x<1 ise
fonksiyonunun grafigini ciziniz. Limitli olmadig: 2 11 22
noktalarin kiimesini bulunuz. (d) lim s ‘4 (e) lim X3 fonksiyonunun x = 1 de limitinin olmasi i¢in a ve
T a3 b ne olmalidur? )
— 2/3 ’
® lim —Xx8 (@ lim —2—— e
Cox=m . K4 ns )2 y=8 y -y 18, Asa@idaki limitleri hesaplaymiz.
7. lim ———=— limitinin varoldugu biliniyor. Bu —— ,
73 X3 (hy fim 422 @ lim lx-4 @ lim —— (b) lim S ¥
limiti hesaplayimz. =0 X v—3 =0 sinx =0 42
o e (L)1 Lo x-1 , (242
M fim O Jlim, 275 ©  lim (@) lim SEC)
. X X =0 Sinx - x v\'TO 2 fonksi . s ) ot P
mx+n x>—1 ise - X f fonksiyonunun grafigi yukarida verilmistir.
T ) . 3wt . x-1 . Lo 1
o fW={ 3 x=-1 ise ®) fim =5 M Jim, 7 @ lim S0 () Jim S tim )
mx+2, x>-1 ise . . ' x0T X ye0no X e f)
(m) lim x - [x] (n) liml x =[x} 1 (sin3 )2
s X3 . . .X . X imitini
fonksiyonunun x = -1 de limitli olmast icin m ve 7 (&) lim —sin= ) lim === limitini hesaplaymz.
n ne olmahdn? e - 2l 1 o oosx
(0) lim ——= (®) lim 5* im L=oosx i) lim fAR3x
=1 sgn(x- 1) -0 W \l% sinx @ fimy tan Sx
23, Asafida grafikleri verilen fonksiyonlarin x = 2 N ’ oo : g . _— . x-tanx ¥
noktasindaki sag ve sol limitlerini bulunuz. Hangi- ®) }gnz b+ = S Xlimi Bl + - 0 \hlr%) xsecx.csex (k) xhi% sinx
lerinin x = 2 de limiti vardir? 2 ) 1 - sin (- 4)
. . . X six im —- sin~ = im
A) 4y B) 4y (s) lim [sinx] (s) lim ——— ® _\hino %2 sin 2 (m) \hfnz x-2
/“:f(x) - X=X+ SinX .
2 2 = o - 5yt (n) lim x. sinL (0) llrrb sin(l - cosx) .
© lim - x—.;w.x @ lim (x+ ) X0 X X~ X -
N S e s (@ L SX-fARX o Xsing
o Ax T2 . x=0 i *~0 1 -cosx
(i) lim —— (v) lim [cosx] ’
v Yo X x=0 e Ty Grafigi yukarida verilen f fonksiyonu icin,
im ~ x” Ix* - . 1-cos3x ,costrr o . .
(y) lim vx"+x -Vx"+53 B (s) lim ———=== (s) lim ——- tim flx) , lim fx)
x—oo x—0  sin3x 7 x=0 x -1 Y1
v=k(x) N S 2000, 1999
e s (@) lim vx"+8x-3 -x+2 © lm 2 (@ lim X—Fx lim fix) ., lim flx)
- - X v=-1 sin(x+1) X2 a3

cot— .
x limitlerini hesaplayiniz.
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2.4 SUREKLILIK
v ff" y=f(x)
fa)
e
0 H X
y
flypm ? // y=/
T
.
@ : y=f)
/
e
| e
0 a o
100

Bir fonksiyonda, degiskenin bir nokta komsulugunda degisik degerler almasi du-
rumunda fonksiyon degerlerinin, fonksiyonun o noktada aldig1 deger komsulu-

gunda bulunup bulunmamas: cok énemlidir. Bu diisiince bizi siireklilik kavrami-
na gotiiriir.

S fonksiyonu bir a noktasinn bir komsulugunda tanimli olsun. Bu takdirde su ii¢
durumdan biri gergeklesir.

(€8] \hﬂ flx) yoktur.

2) \ll_rrzl Sx) vardir, fakat lim fix) # fa) dir.

3) lim fx) vardir ve lim fix)= fla) dir.
XN X

Bu ii¢ durumu agiklayan grafikier yanda verilmigtir.

TANIM
ACR, f: A= R bir fonksiyon ve a € A olsun.

lim fix)= fla)

ise f fonksiyonu a noktasinda stirekiidir denir. Eger £ fonksiyonu A kiime-
sinin her noktasimda siirekli ise fonksiyon A iizerinde siireklidir denir.

Yukaridaki tanima gore, bir f fonksiyonunun bir @ noktasinda siirekli olmasi
icin,

(a)  f fonksiyonu a noktasinda tanimli olmalidir.
(b)  f fonksiyonunun a noktasinda limiti olmahdir.

©) fonksiyonunun « noktasindaki limiti @ noktasindaki fonksiyon degerine
esit olmalidir.

Limit tanmm hatirlanacak olursa, siireklilik kavrami su sekilde tanimlanabilir.

TANIM
ACR, f: A— R bir fonksiyon ve a € A olsun.

ffonksiyonu a noktasinda siireklidir < Her & > 0 icin en az bir § > 0 vardir

oyleki lx—al <& bagmnusint saglayan her x € A icin {f(x) - fla)l < & dur.

Simdi stireklilik ile ilgili bazi 6rnekler verelim.

ORNEK : f: R — R, f{x) = ¢ seklinde tanimlanan sabit fonksiyon R de siirek-

lidir. Bunu g8stermek icin verilen fonksiyonun R de keyfi olarak segilen herhan-
gi bir noktada siirekli oldugunu géstermek yeterlidir. Buna gore verilen fonksiyo-
nup bir @ noktasinda siirekli oldugunu gosterelim.

lim f(,\’) = \11911 c=c= f((l)

X—a

oldugundan verilen fonksiyon her a noktasinda ve dolayistyla R de siireklidir.

ORNEK : f(x) = sinx seklinde tammlanan f: R — R fonksiyonu her noktada
stireklidir. Gergekten
x-a

x-da X+

sin S < ve cos <
2 2
oldugundan
. ) . x-a x+a x-dl
Ismx~sma\:2‘sm 5 COS—T‘SZ.T.I:H—al

esitsizkigi bulunur. O halde Iv — al < & oldugunda Isiny - sinal < § olur. Yani d = ¢

alinabilir. Demek ki siniis fonksiyonu her a noktasnda siirekli ve dolayisiyla R
de siireklidir.

-x% x<0 ise
ORNEK : R de flry={ 0, x=0 ise
x+1, x>0 ise
seklinde tanimlanan f fonksiyonunun x = 0 noktasindaki stirekliligini inceleyiniz.
Once bu fonksiyonun x = 0 noktasindaki limitini bulahim.
lim fo)= lim x+1=1 ’
x—07 =0
ve
lim fi0)= lim (-x?)=0
x— 0" x—=07
olacagindan x = 0 nokiasinda limit yoktur. Dolayisiyla fonksiyon bu noktada
stirekli degildir.

ORNEK : flx) = [x] + 2x geklinde tamimlanan f : R — R fonksiyonu stirekli
midir?

Coziim : Tamsayilarda [x] in limiti olmadigindan, f fonksiyonu tamsayiarda
stirekli degildir.

\ TANIM
Birf: A — R fonksiyonu a € A noktasinda siirekli degilse, fonksiyon bu

noktada stireksizdir denir.

101



3
2
0

x = | de kaldinlabilir siireksizlik

¥ A y=
/

x = | de sonsuz siireksizligi

Bir fonksiyon bir a noktasinda siireksiz ise su durumlardan biri mevcuttur :

(1) Jiir} Sflx) vardir, fakat bu limit, fonksiyonun @ noktasindaki degeri olan f{a)

dan farkhdir, ya da fonksiyon a da tammli olmayabilir. Bu durumdaki fonksiyo-
nunun siireksizligine kaldmlabilir siireksizlik adi verilir. Bu fonksiyonun a nok-
tasindaki degeri limit degerine esit olarak tamimlanirsa (yeni) fonksiyon siirekli
olur.

(2)  a noktasindaki sag ve sol limitler mevcut fakat farkli olabilir. Bu durum-
daki siireksizlige sicrama siireksizligi adh verilir.

J=|lim flx)- lim flx)

X~ @ X—d

sayisina f nin a noktasimdaki sicramasi denir.
(3)  Sag ve sol limitlerden en az biri + veya ~» ise,veya meveut degilse, bu

fonksiyon @ noktasinda bir sonsuz siireksizligine sahiptir denir.

Bu ti¢ tip siireksizlige sahip olan fonksiyonlardan birer tanesi yandaki sekillerde
gosterilmigtir.

TANIM

ACR, f:A— R bir fonksiyon ve @ € A olsun.

Yukandaki tanim ve siireklilik tanimi gozéniine alindiginda su teorem ifade
edilebilir :

TEOREM 2.3 :

Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart o nokta-
da sagdan ve soldan siirekli olmasidir.

2 ;
ORNEK : ﬂ.\‘):{'\ +1, x=1 ise

2 .
2x~x°, x<1 ise
fonksiyonunun x =1 noktasindaki siirekliligini inceleyiniz.

Coziim :  lim_f0x)= lim (F+D=2=fD
x— 1 x- 1"

oldugundan f fonksiyonu x = 1 de sagdan siireklidir.

lim flo)= tim Qe-x?)=2-1=1=f(1)=2
x=1 X1

oldugundan fonksiyon x = 1 de soldan siireksizdir. Dolayisiyla fonksiyon x = 1
de siirekli degildir.

Limit konusunda verilen teoremler gdzéniine alindiginda, asagidaki teoremlerin
ispati kolayca verilebilir. Biz, bu ispatlar1 birer alistirma olarak okuyucuya bira-
kiyoruz.

TEQREM 24 :

AcCR, f:A—=R, g:A—R fonksiyonlari a € A noktasinda stirekli ve
ceRise f, ££.cf, f+g, f—gvef.g fonksiyonlar: da a da siireklidir.
Ayrica g(@) =0 ise % de a da siireklidir.

ORNEK : Polinom fonksiyonlarmmn her yerde siirekli oldugunu gosteriniz.

Céziim : a € R olsun. Once f{x) = x fonksiyonunun a da siirekli oldugunu

gosterelim.

£>0 verilmis olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki lx —al < § igin

Ifix) = fla)l = Ix — al < & kalsin. O halde § = € almabilir. fx) =x , a da sirekli

oldugundan x. x =x?, x* .x=x, x*.x=x% ... ¥ .x=2" (fonksiyon-
lar1 da @ da siireklidir. Sirekli fonksiyonlarmn sabitlerle ¢arpimi da siirekli
oldugundan cx", ¢, x"", ..., %, cx, ¢, fonksiyonlarida a da siireklidir.

Siirekli fonksiyonlarim toplamlar da siirekli oldugundan

P(x) = cx" + ¢, X' + ... + ¢ + ¢g  polinomu da a da siireklidir. a keyfi
oldugundan P(x) polinomu her noktada stireklidir.

3
ORNEK : fx) = X—f—gx— fonksiyonu hangi noktalarda siireksizdir?
x* -1

Céziim : Pay ve payda polinom olduklarindan stireklidirler. Su halde sadece pay-
day1 sifir yapan noktalarda siireksizdir.

P-1=0 = @x-1)(x+1)=0=x;=1, x,=-1 olduundan, fonksiyon -1

ve 1 noktalarinda siireksizdir.
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| TANIM

Sonlu sayida siireksizlik noktas: olan fonksiyonlara pargal: siirekli fonksiyon
denir.

Bir onceki drnekte verilen fonksiyonun iki tane siireksizlik noktasi oldugundan
bir pargah siirekli fonksiyondur.

TEOREM 2.5 :

f:A— Bve g:B - C fonksiyonlar verilmis olsun. f fonksiyonu a da, g

F®

Fla)

fonksiyonu f{a) da siirekli ise gof fonksiyonu a da siireklidir.

ﬁspat: ‘1111}1 A= fla) ve Yljr/r(x[l) g(x) = g(fla)) dir.

Bu durumda
lim (gof)x) = lim g(lx) = g lim fx) = g(fla)) = (gaf(a)

olur ki, bu (gof) fonksiyonunun « da siirekli oldugunu gosterir.

ORNEK : u= ﬁ olmak iizere flu)=— —- fonksiyonu veriliyor.

uru-2

f fonksiyonunun siireksizlik noktalarinin kiimesini bulunuz.

Coziim s 1 = —\7-1—1— fonksiyonu x = 1 de siireksizdir.

fan = 7; fonksiyonu da, u* + u — 2 =0 = u; = -2, u; = 1 noktalarinda
Wru-2

siireksizdir. Bu noktalara karsilik gelen x degerleri

= = X=-=
x-1 ’

==L o x-2

x-1
olacagindan
1
Jix) = 5
PR
x-1 1-x
fonksiyonunun stireksizlik noktalarn x, =% . ;=1 xy=2 din

y
5 -
24"
-3
0 3
P )
< -5

f fonksiyonu (a,b) agik arah@mmn her noktasinda siirekli, @ noktasinda sagdan
siirekli ve b noktasinda soldan siirekli ise f fonksiyonu [a,b] kapah aralifinda
stireklidir denir.

Kapal: bir aralik lizerinde siirekli olan fonksiyonlar cok onemli dzelliklere sahip-
tir. Bu kesimde bu 6zellikleri verecegiz. Bunlarin ispat1 bu kitapta yer almayan
baska kavramlara ihtiyag gosterdiginden, bunlarm ispatina girmeyecegiz. Ispat-
larini gérmek isteyenler, kaynaklar kisminda verilen [3] de bulabilirler.

TEOREM 2.6 (Ara Deger Teoremi) : %

f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli olsun. p, fla) ile fib) arasinda her-
hangi bir say1 ise, [a,b] araliginda f(c) = p olacak gekilde en az bir ¢ noktast
vardir.

Yukarida sézii edilen ¢ noktast tek degildir. Baska bir deyisle fic) = p olacak
sekilde birden fazla ¢ noktas: bulunabilir. Bunu gérmek icin yandaki ekli ince-
lemek yeterdir.

Ara deger teoreminde p = 0 alimirsa su teorem elde edilir :

TEOREM 2.7 (Balzano Teoremi) : I

‘ F fonksiyonu [e,5] arah@nda siirekli olsun. fla) ile fib) zit isaretli ise
aile b arasinda f{c) = 0 olacak sekilde en az bir ¢ noktast vardir.

i

ORNEK : x>+ x?*—~1=0 denkleminin O ile I arasinda bir koke sahip oldugunu
gosteriniz.

Coziim : fx) = x>+ x? - 1 fonksiyonu [0,1] tizerinde siireklidir.

£ =-1<0, f1)=1>0 oldugundan 0 ile 1 arasinda f{c) = 0 olacak gekilde
en az bir ¢ noktas: vardir. Su halde ¢ + ¢* ~ 1 =0 dir. Bu ¢ nin bir kék oldugunn
gosterir.

x+2, 05x=<3 ise

.~ fonksiyonunun grafifini ciziniz.
x-2, =3<x<0 ise

ORNEK :  fl0)= {

f fonksiyonu f(-3) ile f(3) arasindaki her degeri alir m1? -3 ile 3 arasinda
fley =0 olacak sekilde bir ¢ var mudir?

Cioziim : Sekilden de goriildiigii gibi -2 =p <2 icin fic) = p olacak gekilde bir
¢ noktas1 yoktur, Ornegin [-3,3] araligindaki higbir noktada fic) =1 olamaz.
(v = 1 ile fonksiyonun grafigi kesismedigine dikkat ediniz.)

Bu durum f nin siirekli olmamasindan kaynaklanmaktadir.
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mutlak maks.
yerel maks.

1

yerel maks.
A o

yere] maks. FAR
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A

ZKWJ/

yerel min.

k3

% /

]
!
i

mutlak min.
yerel min.

TEOREM 2.7

f:la.b] — R fonksiyonu siirekli ise smirlidir.

If : [a,b] — R fonksiyonu siirekli oldugunda VYx € [a,b] icin m < fix) = M ola-
cak gekilde m ve M sayilan vardir.

TANIM

ACR, f: A—> R bir fonksiyon ve c € A olsun.
lx—cl< 8

sartini saglayan her x € A igin
Jxy = fle)

olacak gekilde bir & > 0 says1 varsa, f fonksiyonu ¢ noktasinda bir yerel

(lokal, rolatif) maksimuma sahiptir deniz.
de A olsun.
Ix—dl <8

sartini saflayan her x € A igin

J&x) = fid)

olacak sekilde bir § > 0 sayisi bulunabilirse, f fonksiyonu d noktasinda bir

verel (lokal, rblatif) mix 12 sahiptir denir.

Yerel maksimum ve yerel minimum degerlerine fonksiyonun eksiremumiars
veya ekstrem degerleri adi verilir.

Egerherxe A igin

S} = fip)

olacak sekilde bir p € A varsa f fonksiyonu p noktasinda bir

muma,herx e A4 icin

Sy = fn)
olacak sekilde bir r € A varsa, f fonksiyonu r noktasinda bir wmut
ma sahiptir denir. f{p) sayisina fonksiyonun en bityiik degesi, f{r) sayisma da
fonksiyonun en kiigiik denir.

mii-

Yukandaki tanima gore her mutlak maksimum aym zamanda bir yerel maksi-
mumdur. Ayni sey mutlak minimum i¢in de dogrudur. Fakat bunun kargitt dogru
degildir. Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum degerleri birden
fazla olabilir, fakat mutlak maksimum ve mutlak minimum degerleri varsa tektir.

f fonksiyonu [a,b] araligmda siirekli ise en biiyiik ve en kii¢iik degerlerini [a,b)
araliginm noktalarmda alir. Dolayisiyla mutlak minimuma ve mutlak maksimu-
ma sahiptir. Asagidaki teorem bize bu degerlerin nasil bulunabilecegini goster-
mektedir.

TEOREM 2.8 :
f:la,b] ~ R fonksiyonu siirekli olsun. f fonksiyonu yerel ekstrem degerle-
rini {a,b) araliginmn ¢y, ¢, ... , ¢, noktalarinda almig olsun.

fay. flep), fleg), . s ficn) L fib)

sayilarmin en biiyiigi, fonksiyonun mutlak maksimum degeri, en kiiciigii
fonksiyonun mutlak minimum degeridir.

fspat : Eger f fonksiyonu bir mutlak ekstrem degerini [a,b] arali§inin bir i¢ nok-
tasinda alrsa bu deger, flc)), f(c,), ... , fley) yerel ekstremumlarindan biridir.
Fakat fonksiyon mutlak ekstrem degerlerini ¢ ve & ug noktalarinda da alabilir. Bu
nedenle f(c;), f(c,). ... , flc,) sayilarmi fla) ve fb) ile de karsilagtirmak gerekir.

—-X, -3 x<~1 ise
ORNEK : fx)y=({ x+2, -1=<x<0 ise bi¢ciminde tanimlanan fonksiyo-
2Ax-1)%, 0<x<3 ise

nun yerel ekstremum ve mutlak ekstremum degerlerini bulunuz.

Coziim : Fonksiyonun grafigi yandaki gibidir. Goriildigi gibi, fonksiyon {-3.3]
aralifinda bir siirekli fonksiyondur. Fonksiyon mutlak minimum degerini [-3,3]
araligmm bir i¢ noktasi olan 1 noktasinda almaktadir. Bu nokta ayn1 zamanda bir
yerel minimum noktasidir. Fonksiyon mutlak maksimum degerini, [-3,3]
aralimin bir u¢ noktasi olan 3 noktasinda almaktadir. Buna gére fonksiyonun en
kiigiik degeri A1) = 0, en biiyiik degeri A3) = 2. 3 - 1)*> = 8 dir.

Her x e [-33]icin 0 < fix) = & dir.

Birebir ve 6rten fonksiyonlarin terslerinin varoldugu bilinmektedir. Simdi bu ters
fonksiyonun hangi 6zelliklere sahip oldugunu gésteren bir teoremi ifade edelim.

TEQOREM 2.9 :
fila,b] = R siirekli ve kesin artan bir fonksiyon olsun. fle) =c ve by =d
ise
(1) f:labl — [c,d] fonksiyonununf-': [c,d] — [a,b] tersi vardir.
(2)  f-! fonksiyonu [c,d] iizerinde kesin artandir.

(3)  f~! fonksiyonu [c,d] lizerinde siireklidir.
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Asagidaki egitliklerle tanimlanan f : R — R fonksi-
yonlarinn siirekli olup olmadiklarini aragtiriniz. Sii-
reksiz olduklart durumlarda siireksizlik cesidini be-
lirtiniz.
(&) flx)=x+Ixl
®) ) =vx-lxl
1 .

— X = 0 ise

(©) Ax)=¢ x?

0, x=0 ise

[x)+0-x], x¢Zz
@ f= {— 1, xez

(&) fix)=x*+sgn (x> -1)

() fix)=sgn (¥’ - x)

{\/x— I, x=21 ise

(&) )= )
L x- I, x<1 ise
2sinx .
M fo={ W T
2 , x=0 Ise
O fo= xsin-;;, x= 0 ise
0 , x=0 ise

x -1 ,
M fo={m FTO
2, x=0 Iise

O fo=k-3i

Asagidaki bagmtilarla tanimlanan fonksiyonlar R
nin hangi noktalarinda stireksizdir. Streksizlik
cesidini belirtiniz.

1

_ ! _
@ f)=—— ® 9=
3
© =52l o =2
x"=3x+2 x -1

@ fy=So% © fo=2
X X

-4
g)={ x-2°
m , x=2 Ise

x =2 ise

fonksiyonunun her yerde siirekli olmas: i¢in m ne
olmalidir?

2 .
x* -1, x<3 ise

2ax, x=>3 ise

f(X):{

fonksiyonunun her yerde siirekli olmas: i¢in a ne
olmalidir?

fix) = [x* - 2x] fonksiyonu x = I noktasinda siirekli
midir?

2cosx, x<0 ise
fix)={acosx+b, 0<x<m ise

-sinx, X>T ise

fonksiyonunun her yerde siirekli olmasi i¢in a ve b
ne olmalidir?

ﬂx):{_u*- 1, x<0 ise

-1, x>0 ise

fonksiyonu x = 0 da tanimh degildir.
(a) fonksiyonun x = 0 da sagdan siirekli olmasi
icin {0) ne olmalidir?

(b) fonksiyonun x = 0 da soldan siirekli olmasi i¢in
f0) ne olmalidir?

fix) =[xl + l-x] fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
Fonksiyon hangi noktalarda stireksizdir. Bu siirek-
sizlik ne tir bir stireksizliktir?

Sof) = % fonksiyonu igin fi-1) = ~I, f(1) = 1 dir.

Fonksiyon -1 ile 1 arasmdaki sifir degerini alir m?
Bu sonug¢ Balzano Teoremi ile celisir mi?

bt

L fley=

1¢. 5%+ 2x — 2 =0 denkleminin -2 ile ~1 ve 0 ile 1

arasinda birer kike sahip oldugunu gosteriniz.

Denklemin bagka kokii var mudir?
(v = 2 — 2x dogrusu y = x°
keser?)

egrisini ka¢ noktada

11, 8% ~ 12x% - 2x + 3 = 0 denkleminin (-1,0) , (0,1) ve

(1,2) araliklarmda birer koke sahip oldugunu gos-
teriniz. x== koyarak denklemin bu ii¢c kokiinii

bulunuz.

7. Agagidaki denklemlerin kargilarinda yazili aralik-

larda birer kéke sahip olduklarim gosteriniz.
(a) x2-5=0, I=123]

(b) xX*+x+1=0, I=1-10]

() ¥*-3x%+1=0, I=[0,1]

(d x*-5=0, I=112]

@ x*+2x-1=0, I=[0]]

) ¥*-5x3+3=0, I=[-3-2]

1%, -3,-2,-1,0, 1, 2 noktalarindaki fonksiyon deger-

lerinden yararlanarak agagidaki denklemlerin iiger
koke sahip olduklarin: gosteriniz.

(@) x}-4x+1=0

b)) ¥-32+1=0

1 R
sin-—, x=0 ise
x
0, x=0 ise

fonksiyonu x = 0 da siirekli midir?

25, Sireklif: [a,h] —=» R, g : [a.b] — R fonksiyonlari ve

bir x; € (a,b) noktas: verilmis olsun.
lim L)~ 8(x)

X Xy X - X

ise f ve g fonksiyonlarimn grafikleri x, da tegettir
denir.

,M:{

fix) = 2x* ve g(x) = —x* + 6x — 3 fonksiyonlarma ait
grafiklerin x, = 1 noktasinda teget olduklarini gos-
teriniz.

14, £ 10,11 -» [0,1] fonksiyonu siirekli olsun. [¢,b] de

fey=c
olacak sekilde bir ¢ sayisinin var oldugunu gosteri-
niz. Bu c sayisina fonksiyonun bir wuin nolnsd
denir.

Asagidaki esitliklerle tanimlanan

F:10,11 = [0,1] fonksiyonlarmin sabit noktalarin:
bulunuz.

(@ fy=1-2 (b) fx) = &2

() firy=1-x d) fo)=x

(&) f =é~ ) flx) = sinx

42, -2<x<0
~(x*+2), 0=x<2

fonksiyonu veriliyor. [-2,2] arahgmda f{x) = 0 ola-
cak sekilde bir x noktasi var midir?

“oay . ay <0 olmak iizere

A+ a X+ rax+ay =0
denkleminin en az bir pozitif koke sahip oldugunu
gosteriniz.

[a,b] arahg tizerinde siirekli ve reel degerli bir f
fonksiyonu veriliyor.

fayz=ave fib)y<b

oldugunda, f fonksiyonunun bir sabit noktaya sahip
olacagini gosteriniz.

[g(x) = f(x) - x fonksiyonunu gozoniine aliniz.)
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F2 N
(a) floy=~"x"+x —vx'-x
fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.
(by Iim Ax) limitini hesaplayimz.
X — =

. inox - tanox
(a) lim SO - IO o

¢~ 3
x—0 x

3q, 3
) lim cos” 3x - cos”2x

¢ — 2
=0 X

limitlerini hesaplayimz.

lirrb [sinx + cosx] limitini hesaplayiniz.
X

fve g asa@idaki sartlar saglayan iki fonksiyon ol-
sun.

O<Ix—2]<378 ise ) -3l <e

O<lx—2i<e+e iselg(x)—4l<e.
Oyle bir 3> 0 bulunuz ki

v

0<lr—-20<38 oldugunda [fx) + g(x) — 7l < g%

olsun.

lim flx)=L ve lim fix)=M ise L=M dir.
X—a xX—a

Onermesinin dogrulugunu gosteriniz. Bunun anla-

min belirtiniz.

Oyle bir f fonksiyonu bulunuz ki

lilrb [fx) =1 fakat limO JSx) meveut olmasin.
X — X —

Ift stirekli ise f siirekli midir?

Herx#a icin [fi)l=Mlx-al
olacak gekilde bir M sayist varoldugunda

lim Alx)=0 olacagini gosteriniz.
X—a
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Tanim kiimesinin her x elemant igin

f)z0ve lim [f(x)]2 =L>0 olsun.
lim flx)= NI
X—qa

oldugunu gosteriniz.

limO fix)=L iseherne N igin
X —

lim fx"y=L

x=0"

olacagini gosteriniz.

5. Oyle f ve g fonksiyonlar: bulunuz ki

lim (f(x) + g(x)) mevcut fakat

lim flx) ve lim g(x) mevcut ohmasin.
X—a r—ua

. Oyle f ve g fonksiyonlari bulunuz ki

line Rit2) mevcut fakat fve g den en az biri x =0 da
30 g(x)

limitli olmasin.

Ya>0 igin

fim Vfax2+bx+c = lim a
—t= Y-t

b

X A

2a

x

oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak

11

lim (4x7+8x+ 1 - ax"-3x- )= 2

oldugunu gosteriniz.

220 lim Ax)=L ise lim fl~x)=L dir, gosteriniz.
X = X—-a

e lim fx)=+o0 oldugunda lim —f—(l:S =0 olacagim

gdsteriniz.

. lim fAix)=L ve g fonksiyonu L de siirekli ise
Xt

lim (gof) (x) = g(L) olacagini gGsteriniz.
X —da

. Agagidaki limitleri hesaplaymiz.

(a) l‘m%) vtanx + 3secx
X -

s [T
(b) A111110 sm(z cos(tanx))

A (:) B K
Sekilde AP dogrusu [AB] capl: yar1 ¢embere A da
teBettir. P ve N noktalar1 [AP] = IAN! kalacak sekilde
A noktasina dogru hareket ettiriliyor.

IAB| = 2 birim olduguna gére,
gim1 IBK! kag birimdir?

Bagka bir deyisle, P noktas: A ile ¢akisirken K nok-
tas1 B den kac birim uzaklagir?

i
8. flo)= L1+—)§7)~—1— x#* 0 ise
k x=0 ise

fonksiyonunun R de siirekli olmast i¢in & ne olmali-
dir?

. Asagidaki bagmtilarla tammmlanan fonksiyonlarin

stireksizlik noktalarini bulup bu noktadaki sicrama
miktarlarmi hesaplaymiz.

@ fo=2e=l)
X-x
(b) fix)=arctan 1
x-3

72 flx)=

. Asagida verilen f ve g fonksiyonlarnt icin (gof)

fonksiyonunun stireksizlik noktalarini bulunuz.

-

l1-x"

(8) Ax)=tanx, glx)= 5
I+x”
® x-1, x20 ise 0= 1
x)= . glx)=x
’ x+1, x=<0 Jse

. Asagidaki fonksiyonlarin tammh fakat siireksiz

olduklar1 noktalar bulunuz.
(@) fix)y=cos(x™), ne N

(b) g(x) =cos (Inx)

(©) hix)= \'% ~cos’x

1

olsun.
) un

§(%) = (fofof) (1)
fonksiyonunun x, =0 ve x, =1 noktalarmnda siirek-

siz oldugunu gosteriniz.

3
Xx)= % -sinm+3 fonksiyonu [-2.2] arali§inda

[FIRR =

degerini alabilir mi?

4, n bir dogal say1 olmak tizere,

f:R = R, fix) = x™! fonksiyonunun siirekli ve
artan oldugunu gosteriniz.

2+l —

Bunun tersi olan ' (x)="""Vx fonksiyonunun

da siirekli ve artan olacagini gésteriniz.

5. Ggs Ay, .- - anyy pozitif saytlar olmak lizere

FO) = agd® + a2 4 gy F ag

fonksiyonunun siirekli ve artan bir tersinin var oldu-
gunu gosteriniz.

111



.
i

i3, ﬂx):{

o =

4. Reel katsayili ve tek dereceli her polinom denklemni-

nin, yani

A b @M b L X+ gy = 0

denkleminin en az bir koke sahip oldufunu gos-
teriniz.

7. f fonksiyonu {a,b] araliginda siirekli olsun. f{x) = 0

denklemi a < x; < X, < ... < x, < b bagmtisimu

saglayan n tane koke sahip olsun.

(ax), &y, x0) 5 s (0 D)

araliklarmin her birinde f{x) in aym igaretli oldugu-
nu, yani sézkonusu herbir aralikta isaret degistirme-
digini, gbsteriniz.

Bundan yararlanarak

S =xx-1)x-2)x-3)

fonksiyonunun [-1, 5] arahigmdaki isaretini ince-
leyiniz.

%2, sinx — x + 1 = 0 denkleminin bir koke sahip

oldugunu gosteriniz.

ax + b sinx = ¢ denklemi daima bir kdke sahip
midir?

1, x rasyonel ise

0, x irrasyonel ise

fonksiyonunun hicbir noktada siirekli olmadifini
gosteriniz.

x5 x rasyonel ise

-x*% x irrasyonel ise

fonksiyonunun sadece x = 0 da siirekli oldugunu
gosteriniz.

L flx)= lim (sinx)"

fonksiyonu hangi noktalarda siireksizdir?
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. ﬂX)={

. f:A—> R, g:A—R fonksiyonlan icin,

maks (f, g) ve min(f,g) fonksiyonlar
maks (f, g)(x) = maks {f(x), g(x)}

min(f, g)(x) = min{f(x), g(x)}
bigiminde tanimlantyor.

f ve g, a noktasinda siirekli oldugunda maks(f,g) .
min(f,g) fonksiyonlarmin da a da stirekli olacagini
gosteriniz.

1, x rasyonel ise

0, x irrasyonel ise

fonksiyonu veriliyor. Asagidaki fonksiyonlarn sii-
reklilik durumlarini inceleyiniz.

(@ xfl (b) Ixl Ax)
© 2w @ sine )

<. f+ R —> R fonksiyonu her yerde: stirekli bir fonksi-

yon olsun. ¢ >0 igin
c, fx)> ¢ ise
f0={flx), [f=c ise
-c¢, fix)<-c ise
biciminde tanimlanan f, fonksiyonunun her yerde
stirekli oldugunu gosteriniz.

<, (a) f fonksiyonu a da siirekli,

¢ fonksiyonu a da stirekli degilse,
f.g a dasirekli midir?
(b) f ve g a da stireksiz ise

f.g a dasiirekli olabilir mi?

TUREV

Matematik, mithendislik, fizik, ekonomi, kimya ve istatistikte karsilagilan konu-
lardan biri de degigkene verilen bir artmamin fonksiyonda meydana getirecegi de-
Sisikligin, degiskendeki artmaya oraninin limit durumudur. Bu, matematikte te-
getin egimi, fizikte hiz ve ivme, kimyada reaksiyon hizi, ekonomide marjinal ge-
lir ve marjinal fiat kavramlarini agiklamada kullamlir. Bu bélimde, tiirev denilen
bu kavram tanitilacak, bundan sonraki boélimde c¢esitli uygulamalara yer
verilecektir.

vy =f{x) ile verilen f fonksiyonu x in bir komsulugunda tanuml olsun. x degigke-
nine Ax artmasi verildiginde fonksiyondaki degisme miktar

¥ 2 y=Im

JorkAx)

£y

Ay = flx + Ax) - fix)

olur. Bu durumda, fonksiyondaki degismenin degiskendeki degismeye orani

Ay _ flx+Ax) - fix)

Ax Ax

Ax olacaktir. Ax, h ile gosterilirse, bu oran

S+ h) - flx)
h

bigimini alir.

ORNEK : f(x) = 2x + 3 ve g(x) = x* fonksiyonlan igin degisim oranlarim hesap-
layimz.

okl Coziim : flx + 1) — fr) = 20x + k) + 3 - 2x =3 =2

oldugundan, degigim orani

S+ -f) 2k _,
h h

olur. Su halde her h degisimi icin oran sabit olup 2 dir.

113



\; Slvtiny

F

i14

gx+h)-g)=(x+ Mol =xt 4 2hx+ B2 =12
= 2hx + I?

olacagmndan, degisim orani

=2x+h

glx+h) - glx) _ 2hx + B2
h h

bulunur, Goriildiigii gibi, bu oran hem x noktasina hem de /1 artmasmna baghdir.

£ fonksiyonu bir a noktasinm bir komsulugunda taniml ve x de bu komgulugun
bir noktas: olsun. Bu durumda degisim oram

f) - Ra)
X-a
olacaktir.
TANIM 3.1 ¢

ACR, ae A ve f de A da tanumli bir fonksiyon olsun. Eger
lim L=y 3.0
X—~a X-da

limiti veya x = « + i koymakla elde edilen

lim
h=0

L@H@?A (32)

limiti varsa f fonksiyonu a noktasinda tiirevienebilirdir veya ¢
ienebilirdir denir. Bu tiirev

fla . gf- , Dfla)
X

sembollerinden biri ile gosterilir.

Eger (3.1) de x sadece a dan biiyiik degerlerden a ya yaklagiyorsa yahut (3.2)
de h sadece pozitif degerlerden sifira yaklasiyorsa, bu limitler a noktasindaki
sag tarafli tiirev adim alir. Sayet

f-fD oy im Ser)-fa)
xX—-a "

lim
O h

X—a

limitleri varsa bu limite f nin @ noktasindaki soi tarafl:
bulma iglemine tiirev alma ad1 verilir.

-oy=lxl

Limit kavrami gézoniine alindiginda su sonug ifade edilebilir.

TEOREM 3.1 : ‘

a noktasindaki tiirevin varolmast igin gerek ve yeter gart, sag ve sol tiirevlerin I
var ve birbirlerine esit olmasidir. I

ORNEK : flx) = x* + 2x fonksiyonunun a = 1 noktasindaki tiirevini bulunuz.

Coziim :

) 3
f,“):lim ﬂ’\) f(l) = lim X" +2x-3
a1 x-1 v i Y1

2
= lim LoDt rx+3) lim (x>+x+3)=5
x—] x-1 x—1

olur.
ORNEK : JSix) = al fonksiyonunun x = 0 noktasindaki tiirevini hesaplaymiz.
Coziim :

I
0 x

F10)= \l% Jfx) ~_§O) _ }L

olur.

-, .
lim u= im £ =1
¥=0" X x—-0" X

lim 2 2
=0 X -0 X

1

oldugundan sag tiirev 1, sol tiirev —1 dir. Dolayisiyla tiirev yoktur.

Simdi tiirevlenebilme ile siireklilik arasindaki iliskiyi veren teoremi ispatlayalim.

TEOREM 3.2 :

| ACR, ae Ave f,A lizerinde taniml bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyo-
t nu a noktasinda tlirevli ise aymi noktada siireklidir.
|

Ispat : £, @ noktasinda tiirevli oldugundan

fx) - fla)

glx) =
X~-a

bi¢iminde tanimlanan
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g: A\ {a} — R fonksiyonunun a noktasinda limiti vardir ve bu limit f"(q) dir.

fix) =fla) + (x - a) glx)
yazilabildiginden

lim fx)= lim [ fla) +(x - @) g(x)]

= fla)+0. fla)= fla)
olur ki bu da ispati: tamamlar.

Yukaridaki oroekte verilen fix) = |xl fonksiyonu x = 0 da siirekli oldugu halde
tiirevli degildir. Su halde siireklilik tiirevliligi gerektirmez. Bu teoremden su
sonug ifade edilebilir :

SONUC 3.1:

Bir fonksiyon bir noktada siirekli degilse tiirevli de degildir.

pEaY

Bu kesimde temel tiirev alma kurallar: verilecektir.

TEOREM 3.3 :
Eger ¢ bir sabitse (¢} =0 dur.

Ispat : f(x) =c almrsa

vovo o Jx+R)~-fx) . c-c . _
f100)= Jim, n = fim == lim 0=0

bulunur.

‘ TEOREM 3.4 : 1

.
ne N icin (x") = nx"" ! dir.
|

}'Ispat H

s .
x")'=lim
") BL0

(x+h)'-x" . (x+h-x) [(x+h)”’l+ (x +h)”‘2x+...+x”‘1]
h =IP—I-T%) h

2

:/115110 [(x+h)”’1+(x+h)”"2x+ Gt A 3 s+ e " 2w x 1]

:xn—l+xn—l+m+xn-]+xn—I:nxnrl

il tane

TEOREM 3.5:

[ tirevlenebilen bir fonksiyon ve ¢ bir sabitse
[c 0] =c fix)

dir.

fspat: [c )] = Jim,

cﬂx+/1l)4cﬂx) ¢ lim ﬂx+l;2) - flx) = ')

h h—0

TEOREM 3.6:

fve g,Ac R uzerinde tammli ve x € A noktasinda tiirevlenebilen fonksiy-

onlar ise f + g de x noktasinda tiirevlenebilir ve
[ +00] = F00)+ g
dir.

Ispat :
[f) +g)] = Jim, (f+g)x + h})l —(f+ )(x)

- lim fx+ k) + gl + h) - fx) - g(x)
h=0 h

= lim Slx+h) = f(x) +lim &t - e ()
h=0 h h—0 h

= flxy+g'x).

Teorem 3.5 ve 3.6 dan birlestirilerek su sonug ifade edilebilir.

SONUC 3.2:
fve g, x noktasinda tiirevlenebilen fonksiyonlar ve a ile b sabitlerse,

af + bg fonksiyonu da x noktasinda tiirevienebilir ve

[a fix)+bg)] =a f)+bg )

dir.

Teorem 3.4 ve Sonug 3.2 den

; - -2
(@™ + ap X"+ L@+ ag)=nax™ + (0 - Dayy X7 L+ a

yazilabilir.
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ORNEK : P(x) = 3x° + 4x* + 2x* = 8x% — x + 1 polinomunun tiirevini almniz.

Cozlim s P'(x)=5.3¢" +44x3 +3. 222 -2.8x - |
= 15x% + 163 + 6x2 — 16x - 1

olur.

TEOREM 3.7 :
fve g, x noktasinda tiirevli iki fonksiyon ise
f. g de x noktasinda tiirevli olup

[0 g0)] = /2. g0 + flx) . g'x)
dir.

F.ox+h) - o — i fx+h) glx+h) - flx) glx)
A = lim

h—~0 h

(fe)x) = lim

h=0

lim SO+ 1) glx + 1) - flx) glx + 1) + flx) glx + 1) - fx) g(x)

=0 P
= lim {w_g(x+ ) +f(x)'g(x_+h);§92}
h=0 h A

= f(x). Hm g(c+ )+ fix). g/0x)

yazilabilir. Diger taraftan g fonksiyonu x noktasinda tiirevienebilir oldugundan
bu noktada stireklidir. Dolayisiyla

Jim g(x + 1) = g(x)
olacakur. Buna gore
(. g)(x) = f(x) gx}+ flx) ') = (f'g + fg)x)
olur.
O halde f ve g nin tiirevlenebilir oldugu her x € A icin
[Ax) 8] = Fx) gle) + flx) g'(x)

elde edilir.

ORNEK : fly= 2+ 1) (P + 4% + 26+ 1) fonksiyonunun tiirevini hesaplayi-

niz.

Céozitm :

fx)

Gy (P a2+ D+ P+ DO+ 43+ 2%+ 1Y

= 2x(x5+4x1+2x+1)+(x2+1)(5x4+8x+2)
= 2x6+8x3+4x1+2x+5x6+8x3+2x2+5x4+8x+2
= Tx% 4 5 41657 + 66 +10x +2

olur,

i

ORNEK : vy =[] ve y=[fx]® fonksiyonlarimm tiirevlerini bulunuz.

¥ = [fx)]” icin bir tirev formiili elde ediniz.
Cozitm :
(L)) = (0. ) = ). fo)+ £00. ) =2 fx). £(x)
olur.
{0} = {1 f} =2 ) £ 70 + ] £ =3 [f0]” £
bulunur. Benzer yolla, her n € N igin
{Loa)y =l £
oldugu kolayca gosterilebilir.

y=[flx)]" ifadesinde fix) = u denirse y = u"

olur. Bu durumda

P = =D 2 A

| x
olacagindan 7
dy _dy . du
dx du dx
yazilabilir. Bu yénteme zin 'aly adi verilir. Bu kural diger fonksiyonlar i¢in

de gecerlidir. Bununla ilgili genelteorem dgagida verilmistir.

TEOREM 3.8 :

f fonksiyonu x de, g fonksiyonu f{x) de tiirevli ise gof fonksiyonu x de tiirevli

olup :
(gaP' () = [g(A)] =g (A5 £ ()
dir.
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ispat :

(goffx + 1) - (o)) _ | g(flr+ 1)~ g(fl)) 4
; :

of) (xy) = li
(g f)( 0) /11}‘% h h=0

fxy=y ve flx+h) - fix) =k diyelim. k, k ya bagh olup, f nin x noktasinda
siirekli olmasindan

lim k=0

=0
dir. Ayrica

ok

Jim, e Jx)
olacaktir. Bger x; noktasinin bir komgulugunda & = 0 ise yukaridaki limit, pay
ve payda k ile ¢arpilarak,

g()’()"'k)_g(}’()) ﬁ

(80/)(x) = lim ; i

seklinde yazilabilir. Buradan da
(gaN(x)=g'y) fx)
bulunur.

x noktasinin her komsulugunda k = f (x + h) - f{ix) ifadesi sonsuz ¢okluktaki nok-
tada stfir deBerini alabilir. Bu durumda yukaridaki ¢arpma islemini yapmak hatali
olur.

g(y0+t)[~g(yo)_g,(yo), 140 ise

0, =0 ise

seklinde tanimlanan A fonksiyonunu gézénline alalim.
lim 3(0) = 0= 2(0)
oldugundan A fonksiyonu ¢ = 0 da stireklidir.

Yo+ 1) —80p) =t M) + g ()]

olacagindan ,

< i F[ME) + Gy

(80P () = A, F—0 h

g(yy+h) - (yy)
h

. ! B k v g
= Jim [AR) + 85p)] - fim = g'(r) . f Cxg)
bulunur.

Buna gt‘)re'(gof)(x) = g(f(x)) fonksiyonunun tiirevini almak i¢in &nce (gof) nin f ye
gore tiirevini alip, fnin x e gore tiirevi ile carpmahdir.

Bilesik fonksiyonlann bu tiirev alma kurala zincir kurali denir ve bu kural daha
karistk bilegik fonksiyonlar icin de kullanilir. Ornegin

y = fuvwx)))
seklinde bir bilesik fonksiyon verilir ve gerekli tiirevlenebilme sartlar: saglamrsa

cdy _dy du dv dw

Tdx dudv odw  dx

olur.

ORNEK : Hava ile sisirilen kiire geklindeki bir balonun r yarigapinin artma
orani, r = 4 oldugunda 0,3 cnys dir. Bu anda hacminin degigme (artma) orant
nedir? —

Cézitm :

r=4 igin 40,3 em/s dir.
i

12 :% 7 oldugundan %‘I/— =4nr? =64 dir. Zincir kuralmdan

dv _dv dr 3

— = == .(0,3) = 60,544 cm”

TR e 64 . (0.3) = 60 cm’/s
L

bulunur.

FTEOR}EM 39:

fve g, x noktasinda tiirevli iki fonksiyon ve g(x) # 0 ise, {; fonksiyonu da

x noktasinda tiirevlidir ve

[ (S0 800 - 0 )
gtx) (e
dir.
Ispat :
Lam-L fx+h)  fx)
(L)I(x) = lim & e g(X):nm gherh)  gx)
g h=0 h h=0 h

lim Fox + h) glx) - flx) gl + ﬁ)
= hglx) glx+h)

121



[}

r Sl + h) g(x) - fx) g(x) + flx) g(x) - flx) glx + h)
17,
70 hglyglx+h)

1 Fx+hy - flx)

o B glx +h) - glx)
YT A

h

1
gr

(P00 g0 ~fl0) gy = LEHE ()
8

olur. O halde f ve g nin tiirevlenebilir ve g nin sifir olmadig1 her x noktasinda

iE)
g(x)

| [0 - Ax)g'x)
[g=)?

olur.

ORNEK : ne N icinfix) =x™ seklinde tanimlanan f: R — {0} — R fonksiyo-
nunun tirevini bulalim.

, v (1Y O.x"—n.x"_l.l_ a1
f(x):(x 71)2(7):T—“"-.X

olur. Demek ki k € Z olmak fizere
(xk)' =k xF !

yazilabilir.

2
R . _x'+1
ORNEK : flx)= P

fonksiyonunun tiirevini bulunuz. f(0) nedir?

Coziim :

Gl (+2) - (x+2).(x2+ 1)

) =
S (x+2)°

- 2x(x+2)~ 1(x2+ 1) _ Padx-1
(x+2) (x+2)7

olur. x =0 konursa
1

f'(O):—Z

bulunur.

A,BcRvef:A— B fonksiyonu birebir &rten ise bu takdirde fix) € B sayisim
x & A noktasina doniistiiren bir ' : B — A fonksiyonunun meveut oldugunu bi-

liyoruz. Simdi f fonksiyonunun tiirevi ile £' fonksiyonunun tiirevi arasindaki
iligkiyi veren teoremi ispatlayalim.

TEOREM 3.10 :
A,Bc Rvef:A— B fonksiyonu birebir Srten olsun. f fonksiyonu x; € A
da tiirevlenebilir ve f'(x,)# Oise f 1B A fonksiyonu da yg = flxg) da

tiirevlenebilir ve

e\
(r )(yo)—f,(xo)
dir.
fIspat :
e ey X
) o)= ylin}b V=Y, Tl Fw = flxy)
. 1 1
= M T fe0) - o)
X —Xx0

olur. [f fonksiyonu x, da ttirevlenebilir oldu§undan aym zamanda stireklidir.
Dolayistyla ' de y, da siireklidir. Su halde y — y, igin x — x, dir.]

ORNEK : flx) = x* + x esitligi ile tanimlanan f: R — R fonksiyonu veriliyor.
' Y(2) tiirevini hesaplayiniz.
Coziim : yy =2 oldugundan
Prx=2=x=1
olur. f'(x)=5x*+1= f(1)=6 olacagmndan

vyl o L
Y@ 076

bulunur.
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Asagidaki esitliklerle tamimlanan fonksiyonlarin,
eger varsa, kargilarinda yazil noktalardaki tiirevle-
rini hesaplayiniz. Fonksiyonlar bu noktalarda sti-
rekli midir?

(& fix)=k-1, x=1
) fix)=1[d, x=2
(©)  fix)=xlx], x=0
© fx=x, x=1
(@ fl=xld, x=0
© flx) =, x=0

2 .
S, x>0 ise

X
—xz, x<0Q ise

® ﬂX)={

Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini bulunuz.
@ x=7x-11

() gx)=x>+65*+3

(©) h)=4-u +2u?

(¢) Kk(r)=50-2¢

(d) s(r)=3t-5¢7

Asagidaki fonksiyonlarm tiirevlerini hesaplaymiz.

@ fy=a+1)?
1 1

& g(x)=m— 1

© hx)=xx-1)x-2)

= -x2
© k)=
_ax+b
@ S(X)—cxﬂrd
2
© 1=2"1
x +1

®  w@=0-x)1-x?
(g v =G -2c+1)?
) w) = @2+ 1)

Agagidaki fonksiyonlann karsilarinda yazili nokta-
lardaki tiirevlerini bulunuz.

() fix) = (2x+3)1%0, x=0
b gx)=(1+x0, x=1

© hO=@E+DE+22E+3)7, x=0

(-x°
f(x) = ——, x=0
© ko= 5
N (1+x 10 o
@ =) £=0
(e) m.(x)zfr—?i-——T, x=0
(1=x)y(1+x)°
) n(x):xxr‘q:—xT, x=0
- I-x -
@ p= 17 x=1
M) ) =Jxedx x=1
(1) s(x)=3\/1+3x/;, x=0
i) M) =x"-x*+1, x=1
0 o= =4
1-+Jx
{x) = ¢ =1
&) vn 1+x ' *
(-8
)] w(x)=(2x+—) R x=1
X

f(1) =3 olduguna gore,
S+ +f1-h)
h

lim
h=0

limitinin degeri nedir?

2.1 .
fx) = X sm-x~, x#0 zlse
0, x=0 ise

fonksiyonu igin £(0) tiirevini hesaplayimz.

fix) =x3+4x fonksiyonu igin (f~ 1)'(5) tiirevini
hesaplayiniz.

fve g tiirevlenebilen fonksiyonlardir. Bu fonksi-
yonlar ve tiirevlerinin —~1, 0, 1, 2 noktalarindaki
degerleri agagidaki tabloda verilmigtir.

( fog) (x) ve (gof) (x) tiirevlerinin verilen noktalar-
daki degerlerini bulunuz.

x | S [ g || &)
-1 |1 2 10 |-l

04 2 |-1 2 |0

1] 1 |2 -1 1

210 1 1 2

fve g fonksiyonlari ile bunlarn tiirevlerinin 1 ve 3
noktalarindaki degerleri agagidaki tabloda veril-
mistir.

x | ) s | )| g
I 1|3 | -1]0
30 41 3 2

Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili nokta-
lardaki tiirevlerini bulunuz.

(@ 2f x=3
by f+g x=1
© f.g x=1

@ fig x=3

(e) fog x=1

o JF x=3

© =  x=1
e

() yf+g® x=3

Tek fonksiyonlarm tiirevinin ¢ift, ¢ift fonksiyon-
Jarm tiirevinin tek olacagun gosteriniz. Tiirevi tek
olan fonksiyon cift, tiirevi cift olan fonksiyon tek
olmak zorunda midir?

fO=1, lim —-ﬂ"i' Lo vegm=(2+3)" o)

dir. g'(0) tiirevini hesaplaymiz.

fix) =cosx, g(y)= %yz +y-1ve

n(z) = —-——;—‘

Nl+z+2°

olduguna gore,

(fogoz)(0) tiirevini bulunuz.

2001
)= 2x +x”sin P x#0
x=0
olduguna gore f'(x) tiirevini hesaplaymiz.

' fonksiyonu stirekli midir?

g, g0y =g"(0)=0 ozellifine sahip tiirevlenebilen
bir fonksiyon olsun.

flx)= g(x)cos-)% . x#0
) 0 , x=0

bi¢ciminde tanumlanan f fonksiyonunun tiirevle-
nebilir ve f(0)=0 oldugunu gosteriniz.

glx)=1++Jx ve (gof)(x)=3+2+x +x olsun.
f(4) tirevini

(a) f{x) ifadesini bularak

(b) Zincir kural1 ile

hesaplayinmz.
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1) f{x) = sinx seklinde tamimlanan f : R - R fonksiyonunun tiirevini bula-
Iim.

sin(x + h) - sinx sinx cosh + sinhcosx - sinx

sinx) = lim = lim
( ) h=0 h =0 h
. cosh-1 _. . sinh
= lim - sinx + lim ——cosx
h=0 h =0 h

olur. Diger taraftan

( . 3/7) ( /1)
. 1-2sin"—)~1 ~2{sin—
Jim <M= 1 iy 2/ iy 2
=0 h h=0 h -0 h
. h
~2sin— ,
:'_.___L'ﬂ'(,f)i)f i Sioh
Jim—sin g fim(-2.5)=0 ve fim B

oldugundan
(sinx)'=cosx

bulunur.

2) Jix) = cosx seklinde tammlanan - R — R fonksiyonu icin
(cosx)=- sin;xi

dir. Bunun ispatini bir aligtirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

3) fix) = tanx fonksiyonunun tiirevini bulalim.

(tanx)

B ( sinx )' _ {sinx).cosx - (cosx).sinx
Cosx » cos?x

2 2 2 .2
cos"x+sin’x cos"x  sin‘x

2 2 2
cos™ x cos™ X cos™ x
Vo ee

= 1 +tanx

olur. 1 + tan’x = seczxj_ oldugundan

—

(tanx)=1+ tan®x=sec’x

olur. Bu tiirev, k € Z olmak iizere x# 2k + 1) _72r_ noktalarinda vardur.

4) f{x) = cotx fonksiyonunun tiivevinin x # k5t icin

(cotx)=-(1+cot?x)=-csc’x

olacagini bir alisiirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

5) fix) = secx fonksiyonunun tirevini bulalim.

( 1 )': 0.cosx~ (~sinx).l
cosx

(secx) = -
cos“x
inx inx 1
= sm? =5 ———=tanx.secx
cos?x COSx cosx

olur. Su halde

(secx)'=secx.tanx

dir. Bu tiirev x 2 (2k + 1) 12[~ noktalarinda vardir.

6)  flx)=cscx fonksiyonu icin
(csex)=-cscxcotx

oldugu yukaridakine benzer olarak kolayca gosterilebilir. Bu tirev ke Z olmak

izere x # kr noktalarinda vardir.

ORNEK : y = f{x) = sin ax fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim : ax = u denirse y =sinu olur. Zincir kuralindan

Gy _dy du

e dx =(cosu)a=acosax

bulunur. Genel olarak,  fonksiyonu x degiskeninin bir fonksiyonu ise

(sinu)'=(cosu)u’
(cosu)=(-sinu)u’
(tanu)'= (1 +tan 2 173174
(cotu)=— (1 + cot 2u)
(secu)'=(secu tanu)u’

(escuY=-(cscu cotu’
olur.

ORNEK : y = sin3x + cos(x? + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Céoziim :

¥ = (cos3x)(3x)~sin (e + D) (&P + 1Y

Il

3 cos3x — 2x sin(x? + 1)

H

olur.
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ORNEK : y = tan’x + sin(3x?) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coztim : y = 3tan ? x(tanx)+ cos (3x2)(3x2Y

3 tan?y (1 + tan?x) + 6x cos(3x?)

olur.
ORNEK : y={tan~/x )5 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim : y' = 5(tanx )* (tan~/x ¥

5(tan vx 3 (1 + tan 2 X )(Vx )

1
2%

5(tan~x Y (1 +tan’/x )

olur.
ORNEK : f{x) = (sec 6072 icin f'(m) tiirevini hesaplayiniz.
Coéziim : f'(x) = % (sec 6x)1 2 Sec6x tan6x.6= 9(sec 6)c)3/2 tan 6x

oldugundan

f(m)=9(sec 6n)3/2tan 67 =0

bulunur.

Ters fonksiyonun tiirevi ile esas fonksiyonun tiirevi arasinda

-,y |
=55

bagintisinin oldugunu gormiistiik. Bundan yararlanarak trigonometrik fonksiyon-
larin terslerinin tiirevlerini hesaplayacagiz.

1 flx) = arcsinx esitligi ile tanimlanan f: [-1,1] e[—%%} fonksiyonunun
tiirevini bulalim.

Bu fonksiyon, g(y) = siny seklinde tamimlanan g : [—%,—125

— [-1,1] fonksiyo-
nunun ters fonksiyonu, yani y = arcsinx <> siny = x oldugundan

(arcsinx)'= 1 L. 1 = !

Iy sy iosmty N

bulunur. Bu ifade Ixl < 1 icin tanimh oldugundan

1
V1-x2

(arcsinx)'= , (xt< 1)

olur.

2) f{x) = arccosx fonksiyonu igin
-1

1-x

(arccosx)'=

, (H<D)

oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

3) flx) = arctanx  geklinde tanimlanan

f:R—=(- %,%) fonksiyonu g : (- —723,—725) — R fonksiyonunun ters
fonksiyonlandir. Dolayisiyla y = arctanx <> tany = x dir. Buna gére
1 1 _ 1

(arctanx)’=

(tany) ~ 1+tan?y R

olur. Su halde

(arctanx)'= (=00 < x < )

2
+X2

yazilabilir. Benzer sekilde

(arc cotx)=- ! =, (@ <x<®)

1+x”

oldugu gosterilebilir.
fix) = arcsecx seklinde tammlanan f: R\ (-1,1) - [0} fonksiyonu
g: [0 = R\ (=1,1) ¢ g(v) = secy fonksiyonunun tersi oldugundan

1 1
(secy) secytany

(arcsecx)'=

bulunur. tany =+ \/Wy—l =+ 1 oldugundan
(arcsecx)= —1—7;
txvx© -1

bulunur. Bu ifade x < -1 ve x> 1 i¢in tamumlidir. ¥ < -1 icin % <y<m ve
dolayistyla tany <0 olacagindan (=) isareti almmalidir. x> 1 icin 0 <x < %

ve dolayisiyla tany >0 olacagindan (+) isareti ahnmahdir. Buna gore

(arcsecx) 17 . (x>
x® -1
olur.
Benzer sekilde
i
(arccscx) == ——mmeee  ~(lxl> 1)
lvx? - 1

oldugu gosterilebilir.
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ORNEK : y = arcsece’ fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim ¢ y'= L &) = a
’ e -1 le¥e> - 1

olur. Her x € R igin e*>0 oldugundan

bulunur.

ORNEK : f(x) = arctan% icin f'(1) tlirevini hesaplaymiz.

|
Y
Coziim : ()= —1L 7(%):_ SR
s

)‘ i T+x
1+|— 2
X X

olacagimdan f’(l):h;: dir.

ORNEK : fix)= x arceosx — V1 - x2 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

1 2x
+

V-2 21—

Cozitm : f(x) = 1.arccos x — x

= arccosx

olur.

ORNEK : y=x Va-x* +a?arcsin = fonksiyonunun tiirevini bulunuz. (a bir
a

sabit)
1
o ' 2 2 2x.x 2 a
Coziim : ¥y’ = va'-x" — —+a — =
2a* - x* | x)
-1=
\/ a
2 2
1
=Val-x - - 7x +4—‘7a =
Jat -t Jat-it
2a® - x?
( 7 q):2 (-2
Ja* - x*
bulunur.

ORNEK :
fix) = (x - %) arcsin vx + —;« Vi 22 icin f'(1) tiirevini hesaplaymiz.

(A 1 d-ox
V=% 2 20x-x?

Céziim : f(x) = I.aTCSian‘(_i-(X‘%)

2x~1 " 1-2x

4/xT=x 4 /x=x2

2 -1 1-2x -
~———~+77:arcsmxrx

! 2
4x-x"  4Vx-x"

= arcsin /? +

= arcsinvVx +

oldugundan f'(1)=arcsinl = % olur.

ORNEK :

f(x)=vx’=1 -arcsecx icin f(~2) ve f(~7) tirevlerini hesaplayiniz.

Céziim :
£l = —=2 __1%
Vxt-1 o -t
olacagindan
, /2 1 1]
[0 R R Ny, S U
U2-1 22 /22
ve
-2 1 -3
(—2)="2E TS
A I 2.1 2
bulunur.
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Asagidaki fonksiyonlarn tirevlerini hesaplaymiz.

(a) y=3sinx+4 cosx

(b) y = sinxcosx

(¢) y=sin® + sin(x?)

(¢) ¥y = tanx secx

(d)y y=-3x"+4secx

(e) y=cotxcscx

(f) y=secxcsex

(g) y=sintx + costx

(h) v = cos(sinx)

() y=+x secvx

G y= il?)i +sin’/x

() y=sinx cos’x

(k) y=cos2xsin3x

M y=sin®(xd) + x sinx

(m) y = sec(sinx) + sin(secx)

m) y= % tan’x — tanx + x

(0) y= 1—15~ cos'x (3cos’x ~ 5)

) v:(tanzx—1)(tan4x+10tan2x+l)
i 3tan’x

(o) y= XCOSX ~ Sinx

XSinX + COSX

Agagidaki fonksiyonlarm karsilarinda yazil tiirev-
Jerini bulunuz.

()
(b)
(c)
(@

fix) = 3x - sinx) (x? + cosx) . F10)

£ = =] ¢(Z)
sinx + cos x ’ 4

h(xy = vx secvx R X))

k(x) = (tanx)” + tan7x , £ (—Z—)

Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

(@)
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y =5 arctan (3x)

(d)
(e)
®
(3]
(h)
)
M
()]
(€3]
®
(m
(n)
(o)

=

(0)
(p)
(r)
&)
)

y = arccos (x?)

1
vy =— arctan

X
3 :

3
y = arcese (1 + x%)
y = arcese vx + arcsecy/x
y = arccot vx -~ 1
I—
y=xv1-x" ~arccosx
/2

y=+vx -1 - arcsecx

1
y = arctanx - arccot | —

X

. 2

y = x arcsinx + V1 - x*
v = arcsin(x'%%)
y = arctan(e®)
y = arcsec(x?)
y = arcsin(tanx)

y = x arctanx + arctanx

(1
y= arcsm(* + arccosx
X
1
y = arccot -5
X
y = (arcsinvx )
y = arctane® + arccot €™
y = sin(arctanx) + tan(arcsinx)

y= _é_[(x_ 1)\/m+ arcsin (x ~ I)]

Asagidaki fonksiyonlarm karsilarinda yazili tiirev-
lerini bulunuz.

(a)

(b)

(c)

©

- 2 1
x) =jarcsin (2x7), (———)
A=l ] Fl
L arcsin( 5sinx + 4_) f,(l)
Y 3 5+4sinx/’ 2
T
y =2arctan |2l , f'4)
Vo3
y =%arcsinax , FH0)

fix) =log ,x seklinde tammlanan f: R* — R fonksiyonunun tiirevini bulalim.

h
. I P log H(l +——)
(log ,x)'= lim log,,(x+h) - log , x = lim £
=0 B0 h
olur. {l—c—: k dersek h — 0 icin k — 0 olacagindan
, ) log (1+#k) 1
(logax) = Tim +. —a " = L jinioe (1407
k—0x k X k=0 "4
:-l—.lim logu(1+l) (k:—l—)
X r— I ¥
olur.

1\
fim (1 +7) =g
o r

oldugundan

(log, x)' = % log ,e

bulunur. Ozel olarak a = e alnirsa

(lnxy=L
- x -

olur.
ORNEK : f{x) = log3(§x2 + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Cozitm : t=5x"+ 1 denirse f(t) =logst olur.

, daf dt _1 10x
= - —=—log,e(l0x) =
f® dt dx t 0g;¢(102) B2l

log-4e

bulunur. Genel olarak

W)

[logau(x)] = )

-

log,e -
o
olur.

ORNEK : f{x) = In(cosx) icin f ’(%) tiirevini hesaplayimz.

Céziim : f'(x) = Leosx) _=sinx __ oy oldugundan

cosx COSX
ji3 T
=)=—-tan—=-1
r{g)e-w ] .
bulunur.
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a€ R*\{l} olmak iizere f{x) = ¢* seklinde tanimlanan f : R — R* fonksiyonu
logaritma fonksiyonunun ters fonksiyonu oldugundan y = a* <> x = log , y dir. Bu
nedenle

S) S S S
(IOguy), _l,]

3 og e
olur. y = ¢* oldugundan
(@) =a*na
bulunur. Ozel olarak @ = ¢ alinirsa
() =¢*
olur.
ORNEK : y s igin §' tiirevini hesaplayiniz.
Céziim : u = 3x” + 6x denirse y :effolur.
Zincir kuralimdan
L_dy _dy du_
= L L 2 o (6x+ 6
7 dx  du dx "( *+6)
= 3 (6r 1 6)

bulunur. Genel olarak

[0 = g0 u'x) ln’ar i
ve

[T = 9 ()
olur.
ORNEK : fx)=2°""" icin £70) tiirevini hesaplayiniz.
Cozitm : f(x) = 2° (cos 5x).1n2 = 2°°% (- 55in 5x)In2
olacagindan

£y =-520%ir0In2=0

bulunur.

(3

o9

y=[Ax)]*Y seklindeki bir ifadenin tiirevini almak icin 6nce her iki tarafm loga-
ritmas alinip

Iny = g(x). Inflx)

bulunur. Sonra her iki tarafin tiirevi alinur.

Yo S'x)
y =g'(x). Inflx) + I £(x)

olur. Buradan

’

y =5

£00.Inflx) +-—’;(1;‘)lg<x>

= [fo] [g’(x) Inflx) + f?(;)l g(x)

olur.

ORNEK : y= 1+9" fonkstyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim : Iny=1In(l +x?) Taxin (1+x) olur. Her iki tarafin tiirevi alimirsa

A l.ln(1+x2)+.zfxvv‘€
y 1+x
2

= 111(11-,\'2)+‘~2i(—7
1+x"

bulunur. Buradan

In(l+x*)+

2 X
y'=y|In(l +x2)+—2x—7]=(1 +x2)
1+x”

1+x

olur.

ORNEK : fix)=x"™" jcin f’(—g—) tiirevini hesaplayiniz.

Coziim : y=x"" o Iny=sinxlnx = y;:cosxlnx%-(sinx)% =
y’:xsm(cosxlnxqa smx)
x
olur. )c:—721 yazilirsa
sin— Sirl£
e 7\ T, 2
KA P i3 AT
f(z) (2) ST
2
T 2
=1 2
2'n
bulunur.
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1. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayiniz.

(a) y=e¥ (b) y=e "
© y=e ¢ y=(x+ e~
@ y=e= @) y= et
(D _)7 = 3mm- (g) _V - 21/x
(hy y=3>1 (1) y=a*sinbx
X
() y=tane* G) y= 2 -
1+2

Agagdaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

(@ y=hGx-1) () y=In(1-x9)
(¢) y=In2x+3 (¢) y=In(1 +x)?
(d) y = In(sin%x) (e) v = cos(Inx)

® y= vy © y=p

(h) y=In(lnx) W y=InGxt+ 1)
() y = In(sinx) (@) y = sin(In2x)

k) y=logse® M y:x10g4—)1?
(m) y=log,(3x*+ 1) (n) y=xlog,x

(0) y=log (x*+ 1) (©) y=logovx+1
P y=x"1n(x+1) (1) y = In(cosx)

2

(8) y=+x[cos(Inx)] (s) y = logyx logsx

Asagidaki ifadeler icin y' tiirevini hesaplayiniz.

(@) y=x" (b) y= x5
(c) y= X2 (g) y= (cosx)eoss
(d) y= (h’l.\‘)m (6) y= (COSX)MZ

= L * o) v o= iy
® )’—(1+x) (g) y=x
() y=(Jx) W y=(1-x"

Agagidaki ifadeler i¢in v’ tilrevini hesaplayimiz.

(a) y=log,x+ log4x2
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(b) v=log,se*~logsx
() y=€¢'lnx-x

(d) y=Iln(e “+xe™™)

(e) y= 17 +In(tanx)
sin”x

® y=lnG+vat+x)
() y=xarctanx—%ln(1 +x8)

() y=In(~T+x VT -V D)

T+x

V-
() y=x-2+vx +2In(l++x)

(1) y=arctanx+In

Gy y=Indl +x+'v“'72x+x" )
k) y:%\fx2—4 “2lnlx+Vxi-4)

2 x-1
2y -
O y=hE -D+ ln~—1

(n) y:%in(l+.x)—%llx(x2—x+ 1)+:%3::1rctan Zx - |

=

N

tan%+2—v§

In

© y="7 -
V- tan%—2+v’f3

Logaritma ozelliklerinden yararlanarak, agagidaki
ifadeleri basit ifadelerin logaritmalart haline getirip
tiirevlerini hesaplaymiz.

@y y= 111[(2x + 1)3(;52 - 4)4}

f 2
14-x"
(b y=In | -
Vorx®
-1 (sinx)
(© y=hi|=—=

Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili denk-
lemleri sagladigini gosteriniz.

(a) y=xe*, xy' =yl + x)

) y=xe P xy=y1-)

Bilindigi gibi, hiperbolik fonksiyonlar

X -X X - X
et re . e -e
coshx=-——"—, sinhx=——F7—
2 ’ 2
sinhx coshx
tanhx = N cothx:L
coshx sinhx
sec/Lv*—A—l—— cschx—v——l—
coshx ’ sinhx

bigiminde tanmmlanmugti.
Simdi bu fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayalim.

1) Jfix) = coshx fonksiyonunun tiirevi:

x

X -X ! X -
e (iﬂ_) Letoet
(coshx) > 5

olacagindan
(coshx)'=sinhx
dir.
2) Jix) = sinhx fonksiyonunun tiirevi :

X_ —X x )
(sinhx)'= (%) e te

olacagimdan
(sinhx)'=coshx

bulunur.

3) fix) = tanhx fonksiyonmunun tiirevi

’

(tanhx) = ( sinhx ) _ coshx coshx — sinhx sinh.x
’ coshx cosh’x
_ cosh?x - sinh®x _ 1 _ 2
= 5 = =sech”x
cosh”x coshx
oldugundan
(tanhx)'=sech’x
bulunur.
4. Diger hiperbolik fonksiyonlarmn tiirevleri benzer sekilde hesaplanarak
(cothx)=~ csch’x (sechx)'=- sec hxtanhx

(cschx)=- cshxcothx

bagintilan elde edilir.
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ORNEK : y = sink u(x) fonksiyonunun tlirevini bulunuz.
Coziim : u(x) = denirse y = sinhs olur. Zincir kuralindan
Ay _dy dr ;
T dr ={cosht)u'(x)
olur. t = u(x) yazilirsa

[sinhu(x)] = coshu(x).u'(x)

bagintist bulunur.

ORNEK : y = cosh(lnx) icin y’ tiirevini bulunuz.

Coziim: y = sinh(lnx)(lnx)’:isinh(lnx)
i elnx_ e Inx 1 1 XZ_ 1

= L :—(fo):
X 2 2x X 25t

bulunur.

ORNEK : f(x) = arctan(tanhx) icin f'(0) tiirevini hesaplayimz.

Céziim : £/(x) = (tanhx)’ __sec ntx
l+tanh®x 1+tanh?x
olacagindan
£10) = sech®0 N 1

l+tanh’x 1+0

bulunur.
ORNEK : f(x) = In(sinh3x) — In(cosh3x) icin f’(l%z——) tiirevini hesaplayimz.

(sinh3x)"  (cosh3x) _ 3(coszh3x—sinh23x)

Coziim : f'(x)

sinh 3x cosh3x ~ sinh 3x cosh 3x
-3
sinh 3x cosh 3x
olacagindan
r{n2) 3 .12 16
3 N2 gmin2 2 -ind (2_i)(2+i) 5
2T 2 2 2
bulunur.

Sxy = Arccoshx in tiirevini hesaplayalim.

arccoshx = In(x + Vx> - 1)

oldugunu gostermigtik. Buna gére

P 1++
ix 1Y 2
(arccoshx) = Ceavx - 1) Vxt-1
2 —
x+xt-1 x+vx-1
i
VX T+ 1 +x B 1

V2ol —1) Wxe-1

olur. $u halde x > 1 igin

(arccoshx)’:g =
' Vx -1

olacaktir. Benzer sekilde her x igin,

(arcsinhx)=

—_—— »

Vxt 1
Xl <1 icin

(arctanhx)'=

> 5

x =1
x> 1 igin
(arc cothx)'= 1 =
1-x-
0<x<1 igin
(arc sec hx)'= - — ! =
XVl -x"
ve x>0 igin
(arceschy)=- — I =
x4+ x”

oldugu kolayca gosterilebilir.

ORNEK : y = arcsinh (tanx) icin y' tiirevini bulunuz.

P , tanx) 1+tan’x 3
Coziim : ' = ’(‘ )7 ==l +tanx
Vl+tan“x  l+tan“x

-
i .2 .
1+ sin“x _ 1 1

V' cos®x  WJeos?x lcosx

bulunur.
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ORNEK: f(x) = x%arccse(x?) icin f/(1) tiirevini hesaplayiniz.
-1

2
e xt

1
=2 arccsc(xz)— 7]
! e

Coziim : f'(x) = 2x)arcese(x?) + x° 2x

oldugundan

f’(1)=2(arcc;sc1__\1i)

dir. Simdi arcescl sayisint hesaplayahm.

141 +x2 )

arccsex = ln (
X

oldugundan

I+x/7)

arccscl:ln( =In(1++2)

dir. Buna gore

=2

1 = —
ln(l+ﬁ)fﬁ]—ln(3+2ﬁ) N2

olur.

ORNEK s fix) = (1 — x) arctanhx i¢in f(0) tiirevini hesaplayimz.

1

Coziim : f'(x) = - arctanhx + (1 - x) -
i

— arctanhx — L
x+1

oldugundan

f’(0)2~arCtanhO-———1—:0_ 1=-1
0+1

bulunur.

¥ TR
LEMILERI VERE

f:Ac R — R fonksiyonu y = f{x) bagmtisiyla verildii gibi

{x: u(t)
y=v(t)

bigiminde de verilebilir. Burada ¢ sayisina p tre ad: verilir. Bu iki bagint
arasinda t parametresi yok edilirse x ile y arasinda bir baginti bulunabilir. Bu

kesimde fonksiyonun parametrik olarak verilmesi halinde % tiirevinin nasil bu-
X

lunabilecegini gosterecegiz.
u(t) ve v(£), ¢ nin tiirevlenebilen fonksiyonlar1 olsun.
Mx = u(t + A — u(t)

Ay = vt + A = (D)

oldugundan
v(t + At - v(t)
Ay _v+an-v) _ Al
Ax u(t+an—ult)  u(t+an) - ul®)

At
yazilabilir. u ile v tiirevli oldugundan siireklidir.
Dolayisiyla Ar — 0 & Ax — 0 dir, Buna gore

v(i+an) -v(t)  dv.

i BY - Af __at
y= AI\-H—no AX Alrao u(t+An) - u(®)  du
At dt

bulunur. Buna gore

dy
dy _ di
ax ~dr

dt

die Dop 2o e gosterili daki bagmu, kisaca
yazilabilir. —d);—:y, E[—~x ile gosterlllrse,yukan aki bag

y=2
X

biciminde yazilabilir.
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.. . o [x=2(t-sinp) . .
ORNEK : Parametrik denklemi olan -fonksiyonun tiirevini
y=2(1~cost)

. bl C o
bulunuz. Bu fonksiyonun 7=-3 noktasindaki deferini hesaplayiiz.

v
- Ay 4t 2sing sint
Coziimn ¢ —— = -£- - =
z dv  dv  2(l-cosf) 1-cost

dt

T
bulunur. Z:—é- igin

Bilindigi gibi F(xy) = 0 bi¢imindeki bir bagmtiyla tanimlanan fonksiyonlara,
kapals bicimde verilmis bir fonksiyon veya kisaca, bir kapali fonksiyon denir.
Boyle bir fonksiyonun tiirevini bulmak icin F(x,y) = 0 esitliginde her iki tarafin
x"e gbre tlirevi alinir, bulunan egitlikten " cekilir.

ORNEK : x? +2~3xy + 2x—4v + 5 =0 egitlii ile tammlanan fonksiyonun
(bu bagint1 bir veya birden fazla fonksiyon tammlayabilir} tiirevini hesaplayiniz.

Céziim : Verilen esitlikte her iki tarafin tiirevi alinirsa
2+ 2y -3+ xy)+2-4y'=0=
2v=-3x-4) y+2x-3y+2=0 =

o 3y-2x-2
r= 2y-3x-4
bulunur.

ORNEK : 4vy?+ x3+ 2y -4 =0 esitligi ile tamimlanan fonksiyonun x = 0 nok-
tasindaki tlirevini hesaplayiniz. - ’

Coziim : x=0 i¢in2y-4=0 = y=2 olur.
47+ Sxy’ +322+2y =0
e;‘illiginde’x = O: y =2 konursa
16+2y=0 = y=-8

bulunur.

4
i

y = flx) fonksiyonu verildiginde
LAy
= =y
Y=o =f100)
tiirevine y nin tiirevi veya y nin birinci tiirevi denir. Eger y'=f"(x) fonksiyonu da

tiirevienebilirse

OoY=y'=-L

AN A2y iy
)= w2

dx

tiirevine y nin ikinei tiirevi denir. (y”) ikinci tiirevi de tiirevlenebilir ise

d ,.n_d de) d3y (3
y ):-—( =——==y"=y
( ax \ gx? dx’

tiirevine y nin ti¢iincli mertebeden tiirevi denir. Daha yiiksek mertebeden tiirevler
de benzer gekilde tanimlanir. Genel olarak

y(”) B _d_ an- ly
dx dx"” 1

dir. Yani her mertebeden tiirev, bir dnceki tirevin tiirevidir.

ORNEK : y = 6x° — 8x* + 2x> - 3x + 5 fonksiyonunun iiciincii mertebeden
tiirevini bulunuz.

Coziim :

y o= 30x* - 3203 + 627 -3

Y= () = 12057 — 9627 + 12x
= 3602~ 192x + 12
olur.
ORNEK : fix)=3x%—4x3 + 22> — | igin f(1) tiirevini hesaplayiniz.
Coziim :  f'(x) 18x% — 12x% + 4x
Fx) = 90x" - 24x + 4

f
FP ) = 1080x2
FA1) = 1080

I

360x° - 24

i

olur.
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ORNEK : fix) = —)1; fonksiyonunun #. tiirevini bulunuz. Bu tirevin x = 1 nok-

tasindaki degerini hesaplaymiz.

Coziim :
. _ 1 1 1!
S&x) = --;2-—(—1) e
R 2 2!
R e
. 1.23x* _ 123 3 3
[l = = =(-1y
5 o R
olur. Buna gore
(1) _ n nl
f (x)_-(i 1) xn-v-l
olacaktir. x =1 i¢in
f(n)(l):(__ l)nl’l!

bulunur.

ORNEK : x* + 2) - 3xy —4y + 2 =0 denklemiyle tamumlanan y = f{x) fonk-
siyonunun ikinci tiirevinin x = 0 noktasindaki degerini hesaplayiniz.

Cozitm : x’e gore tiirev alinirsa
344y -3y +xy ) -4y =0=
(4y - 3x—4)y' =3y~ 3x* =

o 3y-3
4y -3x-4

y
bulunur. x =0 i¢in
22-dy+2=0 =2(y-12=0=2y=1

bulunur. x=0, y=1 icin

yo 3=
dy-3x-4

tiirevi tanimli olmadigindan y” meveut degildir. Dolayisiyla y” ve diger yiiksek
mertebeden tiirevier yoktur.
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ORNEK : x* + y* + 3xy + 3y> + 6x + 6y = 0 esitligiyle tanimlanan y = f{x)
fonksiyonunun x = [ noktasindaki ikinci tiirevini hesaplaymiz.
Coziim : x=1 icin

1+ +3y+37 +6+6y=0=>

G+ 1P +60+D=0= @+ 1)[(y+ 1)2+6]=0:>

y+1=0 =>y=-1

bulunur. x’e gore tiirev alinirsa
34332y + 3y + 3y + 6y + 6+ 6y =0=
Gy +3x+6y+6)y =~ B2 +3y+6) =

_ 3GPey+2) x4
32 +x+2y+2)  yirx+2y+2

bulunur. x =1, y=~1 igin

’A,,_l__1+2 :2‘:1
YIRS 2

olur. o
o Qe x 2y +2) = 2y L2 (P +2)
y'={(y)=- s >

y +x+2y+1)

esitliginde x=1, y=-1 ve y'=1 yazilirsa

y = R+ DUH1-24+2)-(-2+1+2)(1-1+2)
(1+1-2+2)?
_ _6-2__4_ 4
B 4 4
bulunur.

ORNEK : u ile v tiirevlenebilen fonksiyonlar olmak iizere, y = f{x) fonksiyonu
x = u(t)
y=v(t)

biciminde parametrik olarak veriliyor.

Ay _X3-ky
de* @&
2
olacagini gosteriniz. (Burada x = ax , X = il-zi dir.)
dt dr
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dy

Coziim : y = %: 45)’; = % o T o ]
g Agagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz. % Asagidaki bagintilardan y' tiirevini bulunuz.
oldugundan (@) y=sinhvx (@) ¥+y'=4
& () 2y (b y=cos h3x-2) () P4y —Irar-y=0
Vo= & dr _ diix _ ©° o Xy-xy (¢) y=secheX (c) P42 =4
- dx  dx X X o . ’
& (x) (d) y=In(sink3x) () y=y+tany
bulunur. () y= s (& ¥ +3y =3xy
(f) ¥ =cos h(Iny)
.. x=4cost . o dry 7 i . o
ORNEK : y=3sint olduguna gore, e threvinin 7= noktasindaki de- () y=sin(sinh) . Asagidaki denklemlerle tanimlanan v = f{x) fonksi- |
. ’ (h) vy = arctan(tan/x yonunun birinci ve ikinei tirevlerini, kargilarinda
gerini bulunuz. ( - . ) yazil parametreler icin hesaplaymiz. !
1) v=sinh(xY)
Coziim : X =-4sint, ¥ =-4coss. y=3cost, ¥ =-3sins olacagindan ) y=2r7+1
) (1) y=sink* (a) B , r=1
iy v - %y _ 12sin’r—12cos’r _ —12{cos’r—sin’r) ; y=ire2
7y _ 2y ; y _ 12sin7t 2cos T cos sin () v=cot i 4y 4
dv” x° ~64sin’; -64sin’ . | (my (TS 3 |
_ 3 cos (k) y=x'tanh (7) v=tcost 4 |
T 16 gjn? i
o () y=cos k? 5x - sin #%5x x=¢ B !
lur. 1= -5 ici () e r=0 |
or. f= ein (m) y = sec hx + tan h’x y=e
n e v f ’ 3
y”(l) ) 3 cos—,_)— 0 | (n) y=xsin hx ~cos hx Y= s
4716 7 g3 1 () .o t=1
(sm —) i 32
4 +.  Asafidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplaymiz. y= T:r?
bulunur. | ) i
i (a) y=arcsin h2x
® R T R I 2 _ . o " N !
QRN_EK ) ")(4 6x° - 245" + 5x 7 fonksiyonu veriliyor. f"(x) tirevinin (b) y = arccos h(secx) Asgafidaki esitliklerle verilen fonksiyonlarm . tii-
isaretini inceleyiniz. ‘ (¢) y = arctan Ji(cosy) revlerini bulunuz.
. i
Cozitm : Y = f(x) = 4x> - 18x° - 48x + § 1 (¢) v =arcsec h(sin2x) (a) flx)=lnx
Y= 00 = 1257 - 36x- 48 = 12(x? - 3x— 4) © (@ y=arccos h(x2) (b) S = sinx
= arcsi X1 (¢) flx)=cos3x
olur. : (e) y=arcsinh~x-1 S >
| 1l 727 1 d) flx)=~x
$e3x-4=0 = x-4H@+1)=0 = x;=-1, x,=4 oldugundan, isaret ? O y= ERA - 5 arccos hx @ fix) =~
tablosu (&) flx)=sin’x
/ 2 - 1
(g) y=+1+x" —arcsinh (—)
X - -] 4 o x
: ; . . {x)=1x" icin
70 ! + %) - é) + 1 (h) y=2arccosh (%‘)‘f % Vxt-4 f T , -
: - A+ LA ALY
bigiminde olacaktir. Buna gore (—», —1) ve (4, +) araliklarinda f"(x)> 0 , (1) y=arccos h(x2 + 1) + arctan 1 v'x It 2 n!
(-14) arabfinda f"(x)< 0 dur. () y=aresin h(Inx) + In(arctan hx) oldugunu gdsteriniz.
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(=3

Tiirev tammindan yararlanarak agagidaki fonksi-
yonlarmn tirelerini hesaplaymiz.

(@) fix)=cos2x
(b) gx)=x*-3x

AsgagBidaki tiirevleri hesaplayiniz.
15 10 1

(@) y=- i - 5
4(x - 3) 3x-3)  2x-3)
Y
() y:%i(nﬁ) ——é-i/(nf)s
© y:(tanzx—1)(tan4x+10tan2x+1)
3tan3x

(d)y y= \l_fb_ arcsin (x \'@)

Agagidaki fonksiyonlarin kargilarinda yazili nokta-
larda tiirevli olmadiklarint gésteriniz.

@ fix)=3l+2 x=0
® gx=Vx x=0
© hx)=3Yx-1 x=1
(d) &(x) = nxi ) x=1

Asagida verilen fonksiyonlarin kargilarinda yazili
noktalardaki tiirevlerini hesaplaymiz.

@ j(x)=1~~3JxT+176, =8

(b) gfx)=e"(cosx+sinx), x=0

_3n
4

(¢) h(x)=1In®(tan3x) , X
Asafidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplaymiz.
(a) flx) = arcsin (tanhx)

(b) gfx) = (cosxyin

© Mxp=x)

5

Asagidaki fonksiyonlarm n. tiirevini bulunuz.
(a) y = sinSx cos2x
(b) y = sin3x cos’x

© y=In(2+x-2)

b

7. fix)= gﬁL fonksiyonu icin

+d

n-1
n nlc

C(k+d)"+l'

W =(-1 (be - ad)

olacagim gdsteriniz.

2

3. flx) = —5— icin
x“ -1

f(n)(o) =(- I)”}’l!

olacagim gosteriniz.

2. y=u(x) v(x) igin

1
n .
y(m: Z (k) u(k)(x)v(n—k)(x)

k=0

olacagim gésteriniz. [Leibniz fo

. Leibniz formiiliinden yararlanarak asagidaki fonksi- |

yonlarin kargilarinda yazihi tiirevlerini hesaplaymiz.

(a) g(x) = x’sinx, 739 ()
(b) glx)=e"?+3), 229(x)
(c) x=e%sinx, B0 ()
©) k(x) = (cos3x)lnx £G0(x)
(d) I(x) =x’In2x [50(x)

(1. y=x"[acos(Inx) + bsin(Inx)]

fonksiyonunun
¥yl - 2m)xy'+ (1 +n%9)=0

denklemini sagladigint gdsteriniz.
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1%. Asagidaki fonksiyonlarmn ikinci mertebeden tiirev-

lerini hesaplayiniz.

!
x=e cost
(a) ‘.
y=e sint

x=alcost+1sint)
(b) .
y=a(sint - tcost)

x

13, f=x? e ¢ olsun.

f(n)(o) - ( _ 1)71 71(":‘:'21)
a

olacagin gosteriniz.

i4. j()c):e"“'2 fonksiyonu icin asagidaki esitliklerin

dogrulugunu gosteriniz.

(@ fP0)=-2n-1) f*"20)

®) 2P 0)=0

© FE0)=(-2)"2m~ 1)2mn-3).53.1

5. flx)= = i¢in
1-x
- n, ngiftise
Q)=
70 {O , ntekise

oldugunu gosteriniz.

P . oo 4]
16, flx)=x*Inx fonksiyonunun 5. tiirevinin = olaca-
x

g1 gbsteriniz.

17, Asagidaki fonksiyonlarn, ¥ = 0 noktasinda ikinci

18. f, a> 0 noktasinda tiirevli bir fonksiyon olsun.

I8 (x + )P =x%y? egrisinin xy'’=y denklemini sag-

b

<o

. Periyodik fonksiyonlarin tiirevinin de periyodik ola-

mertebeden tiirevli olup olmadiklarim arastirmiz.

sin i x#0  ise

(&) fx)= x
0, x=0 ise
xsin l, x#0 ise
(b gxy= *
0, x=0 ise

x%sin —1-‘ x#0  ise
(¢) hix)= x
0, x=0 ise

lim M

X—a X —~Nd

limitini f(a) cinsinden yaziniz,

ladigin1 gbsteriniz.

cagim gosteriniz.

o 3

x=Int "
i¢in 4’y tiirevini hesaplayimz.
y=t dx"
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ISAAC NEWTON (1642 - 1727)
Newton 1642 yilinm bir Noel giiniinde bir Ingiliz cift-
¢i ailesinin cocugu olarak diinyaya geldi. Babasi,
Newton dogmadan 3 ay once dimiisti. Erken dogum
sonucu dogan Newton o kadar zayif, o kadar ¢celimsiz-
di ki, cevresindeki herkes onun yagasacagina inanmi-
yordu.

Newton, {i¢ yaginda iken annesi ikinci kez evlendi.
Onun bakimu anneannesine birakildi. Annesinin iig
cocugu daha oldu. Bu cocuklar kayda deger bir bagart
gbsteremediler.

Newton ¢ocuklugunda da ding. canli ve kuvvetli de-
gildi. Bu nedenle arkadaslarimn oynadig1 zor oyunla-
ra katilmazdi. Arkadaslarnyla eglenceli vakit gecirme
yerine, eglencelerini ve oyuncaklarini kendi yaratiyor-
du. Geceleri koyliileri korkutmak icin kandilli ugurt-
malar, su carklar, glineg saatleri onun zekasini ortaya
koyan buluglardi.

Newton tirkek yapili, sinirli ve tenkit edilmeye taham-
miilti olmayan bir insandi. Eserlerini dostlarinim zoru
ile bastirmugtir. Caligmalarimdan birilerine itiraz gele-
cek diye ddii kopuyordu. Yercekimi genel kanunun.
bu nedenle yirmi yil sonra 1687 yilinda yaymlayabil-
mistir.

Newton ilk 6grenimini ydredeki okullarda yapti.

Newton’daki zekayr ilk kesfeden dayist William ol-
mustur. Bu siralar annesinin jkinei kocas: da 6lmiis,
annesi Woolsthrope geri donmiistii. Newton annesinin
yaminda kaliyordu. Annesi Newton'u, babasindan ka-
lan ciftligi yonetmesi i¢in yanindan ayumak istemi-
yordu. Fakat dayr Williams annesini ikna ederek,
Newton'un iiniversiteye gitmesine razi etti. Newton
1661 yilinda Cambridge’deki Trinity College’e girdi.
Newton’un matematik Ggretmeni Isaac Barrow hem
ilahiyatgr hem de meshur bir matematikciydi. Mate-
matik 8grencisinin kendisinden ¢ok ierde oldugunu
kabul ediyordu. Barrow. geometri derslerinde kendine
dzgii yontemlerle, alanlan hesaplamak, egrilere iize-
rindeki noktalardan teget cizmek icin yollar gosteri-
yordu. Iste bu dersler Newton’u diferensiyel ve integ-
ral hesabi bulmaya ve bu sahada caligmaya yonelten
ilk adimlardur.

Newton. Cambridge Universitesine gitmeden &nce
Descartes analitik geometriyi, Kepler kendi adiyla
amlan ii¢ kanundan ikisini bulmustu. Bu bilgiler de
onun igin bir teme] olusturmugtu.

Newton kendi adiyla amilan hareket kanunlarini bul-
mus fakat yaymlamak icin uzon siire beklemistir.

Newton’un en dnemli bulusu, diferensiyel ve integral
hesaby bulmasidir. Zaten Newton'n gelmis gecmis lic
biiylik matematikciden biri yapan bulugu budur. Bu
kavramlar neticesinde ¢ok 6nemli kolayliklar elde
edilmigtir, Bitylik fizik alimi P. Berkeley bu kavram
icin hakli olarak “Diferensiyel ve integral hesap her
kapiy1 acar. Bu 6yle bir anahtardir ki onun sayesinde
modern matematikgiler geometrinin ve sonug olarak
doganin sularin: kesfeder.” demistir.

Ayni yillarda Leibnitz de ayni kavramlar iizerinde ca-
hsiyordu. Bunlar buluglarmi birbirlerine katarak gelis-
tirdiler. Birbirlerinin niteliklerini ¢ok iyi biliyor ve
taktir ediyorfardi. Unlii kimselerin bir cogunun hayati
zorluklar ve sikintilarla geemistir. Yagadigr uzon yil-
larr en mesut bir bicimde geciren ve yaptklarinin so-
nuglarin; goren, iakdir edilen. san ve gohretle alkigla-
nan tek matematik¢i Newton dur.

20 Mart 1727 de 85 yaginda &ldii.

TUREVIE

o Bilim, yalnuzea dogaitn matematiksel davramgim ortaya kovan vasalardan

olusir.

L NEWTON

y=flx)

flxy=f(a)

Tiirevin bircok alanda cesitli uygulamalan vardw. Biz bu kesimde Matematik,
Fizik, Tktisat alanlarmdaki bazi uygulamalarina yer verecegiz.

v = fix) denklemi ile verilen siirekli bir f fonksiyonunun grafigi tizerinde bir A
noktasi alalim. Egri tizerinde diger bir hareketli nokta P olsun. P noktasi A nok-
tasma yaklastifinda AP kirisi konum degistirir. P noktastnin A ile cakigsmasi
durumunda AP kirisinin pozisyonuna, egrinin A noktasindaki tegeti denir.

Asagidaki sekillerde bazi egrilerin tegetleri ¢izilmistir.

y=-x 241
f fonksiyonu a noktasinda tiirevli bir fonksiyon, A(a,b) de fonksiyonun grafigi
iizerinde bir sabit nokta olsun. Egrinin A noktasindaki tegetine ¢ diyelim. Egri
iizerinde degisken bir P(x,y) noktas: alindiginda AP kirisinin egimi

_ fx) - fa)

Myp=
4P Y-a

olacaktir.

P noktas1 egri iizerinde A ya dogru hareket ettiginde AP kirisi t tegetine yaklasir.
Su halde x, a noktasina yaklagirken AP kirisi ¢ tegetine yaklagr. x, a ile
cakisirken AP kirigi de ¢ tegeti ile cakigir. Buna gére tegetin egimi olan m sayisi
icin ’
= lim L =14)
X~y XxX-da
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y=x3-3x

152

olur. Sag taraf f nin a noktasindaki tiirevi olacagindan
m=f'(a)

bulunur. Bir noktasi ve egimi bilinen dogrunun denklemi
=y = mx - xg)

oldugundan, tegetin denklemi
y-Ra)=f{a)x-a)

olur,

ORNEK : f(x) = x* - 3x efrisine x = 2 absisli noktasindan cizilen tegetin denk-
lemini bulunuz.

Coziim : f'(x)=3x’- 3 oldugundan
m=f'2)=34-3=9

olur. Ayrica f{2) =8 -6=2 olduBundan, tegetin denklemi

~2=90(x-2)=y=9x~16
olur.

ORNEK : y=3x~x? egrisinin y = x dogrusuna paralel olan tegetin denklemi-
ni yaziniz.

Coziim : Once teetin degme noktasini bulahm. y = x dogrusunun egimi m = 1
oldugundan

y=3-2x=1=x=1

olur.x =1 igin y=3-1=2 olacagndan tegetm degme noktas: A(1,2) nok-
tasidir. Egimi de 1 oldugundan denklemi

y-2=1lx-D=y=x+1
dir.

Bir egrinin bir noktadaki normali, o noktadaki tegete dik oldugundan, f"(a) = 0
i¢in, normalin egimi

m, =-

1
@

olacaktir. Dolayisiyla normalin denklemi

y-fa)= " >(x a)

olur.

y=x2+1

teget

T (1.2)

“,_normal
S

y=f(v)

iki egri arasindaki ag1

ORNEK : y=x%+ 1 egrisinin apsisi | olan noktasindan ¢izilen normalin denk-
lemini yazimz.

Coziim : Apsis | olan noktanin ordinati y = 12+ 1=2 dir. f(x)=2x=f(1)=2
oldugundan normalin egimi

m, ===,

denklemi

~2=‘%—(X—I):>,\’—2_v—5:0

olur.

TANIM

iki egri bir C noktasinda kesigmis olsun. C noktasinda bu iki egriye 1 ve s
tegetleri cizildiginde, bu teaetleun olu§turduou actya (dlgiileri farkh oldu-
gunda dar act olanna) bu i =1 denir. Bu agt dik oldugun-
da egriler & denir.

ORNEK : y=22+3 ve y —% x° +% egrileri ka¢ derecelik ag1 altinda

kesisirler?

Coziim : Once egrilerin kesim noktalarini bulahm :

2x% +3——l(—\ +%=17\: =17=x’=1=x=+1 bulunur.

Su halde bu iki egri A(1,5) ve B(~1.5) noktalarinda kesigir. A(1,5) noktasimdaki

by 3

- A . _,x 3
tegetlerin egimleri y'=4x ve v = =16~ den m; =4 ve my =% bulunur. Bu

)

tegetlerin olusturdugu agimn 6lgiisii o ise

3
42
m; - m
tano= A2 o5
1+ mymy 1+43

olacagimdan o = 45° dir. Su halde verilen egriler, A(1,5) noktasinda 45 derece-

lik ag1 altinda kesisirler. B(-1,5) de m; = -4, m, = —% olacagindan

W

_4+*
tanf= — 2 =— 1= 0= 135°
] +4. =

U\vJ

bulunur. Dogrularin olusturdugu genis aginin Slgiisii 135° oldugundan dar aginin
oleiisii 45° dir. Su halde verilen egriler her iki noktada da 45° lik ag altinda
kesigirler.

153



ot

I

ORNEK : xy=

=b> egrilerinin dik kesistiklerini gdsteriniz.
Cioziim : Tki egrinin bir kesisme noktast (xg, yp) olsun.

wE=yrny =0 2y =-L = o= -2 o,
x

Xg

S_X X
o= =222y =0= V=2 = my=-0 bulunur.
y Ty

Yo
o M [ X
my.om, = (-"%’)(ﬁo):‘ 1
Yo7\ Yo

oldugundan egriler dik kesisir.

Sabit bir hizla hareket eden bir cismin hizi, alinan yolu bu yolu almak icin harca-
nan zamana bélmekle hesaplanir. Eger hiz her an degisiyorsa yine béliim olustu-
rabilir. Bu béliime hareket eden cismin ortalama hizi denir. Eger bir zaman aral-
ginda cismin hizma miimkiin oldugu kadar yakin bir deger elde etmek istersek bu
zaman aralifm ¢ok kiigtik almak zorundayiz. Hareket eden cismin aldig: s yolu
t zamaninm bir fonksiyonu oldugundan bunu s(¢) ile gdsterelim. Bir 7, zamanmna

kadar cismin aldig1 yol s(y) olur. t zamammna kadar alinan yol da s() oldugun-
dan cismin Ar = ¢ -1, zaman arah1 icindeki ortalama hizi

s{) = s(ty)
-t
olacakur. Su halde cismin 7, anmdaki hizint bulmak icin yukaridaki béliim ¢ — fo

icin limitini almak gerekir. Yani bu cismin 7, anindaki hiz:

. SCF) = S,
v(ty) = lim Lﬁ
Xy - [()

= 5'(t,)

olacaktir. Benzer sekilde ivmenin birim zamandaki degisme oldugu gbzéntine
aliarak

Lo
a=lim
=0 I

(D -vlg) _

oldugu gésterilebilir.
ORNEK : Diizgiin hizlanan bir hareketlinin 1 aninda aldigi yol, vg ik hiz ve ¢
hareketin ivimesi olmak tizere, s(r) = vyt + % ar® biciminde veriliyor. Bu hareket-
Iinin t anindaki hizimi bulunuz. Hangi t icin, hareketlinin hizt vy ilk hizimin iki ka-
tina gikar.
Cozlim : Hiz. yolun zamana gére tiirevi oldugundan

v(t) =5ty =vy+ar

olur.

v,
, =7 =0
votar=2v, = f=

a
icin hareketlinin iz ilk hizi iki katina cikar.

ORNFK : vq itk hizrile agagidan yukariya dogru atilan bir cismin 7 aninda aldig
yol, g yercekim ivmesini géstermek iizere,

. 1 2
A:\’ol‘——z—g[

dir. Bu cismin r amindaki hizi ne olur? Hiz ne zaman sifir olur?
Coziim : Hiz, yolun zamana gore tiirevi oldugundan
v=s5(n=v,-gt

bulunur.

v
=0 @ vy-gt=0 & r=-L
8

olmalidir.

Bir tiretim merkezi, belli bir zaman iginde bir Q malindan ¢ miktar iiretmis olsun.
Uretimin toplam m maliyeti (lira), tiretilen malin ¢ miktarmm (adet veya kg ola-
bilir) bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon i = f{g) bagintis: ile verilmis olsun. ¢ nun
Ag artmasina karsilik maliyetin artma miktar

A = flg + Ag) - flg)

olacaktir. Maliyetteki bu artma miktar, ilk q miktardaki iretime Ag kadar jlave
bir itretim elde etmek icin maliyete eklenecek miktardir. Uretimin ek Ag miktan
icin birim basina ortalama maliyet

am _ flgtag) -fg)
Ag Ag

olur. Birim bagima ortalama maliyetin Ag — 0 icin limiti varsa bu limite ¢ liretim

ady

seviyesindeki birim bagina marjinal maliyet, veya kisaca,
verilir. f fonksiyonu ¢ da tiirevli ise marjinal maliyet

fim
£G

f((] + Aé/) 'f([/) :fl(([) —m’
) Ag

olacaktir. Eger m lira, g kg cinsinden ifade edilmisse, marjinal maliyet. kg bagina
lira olarak ifade edilir.
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ORNEK : Bir salca fabrikasinda tiretilen salganin maliyet fonksiyonu, ¢ tiretilen
salcanin ton olarak miktarmi, m de milyon lira olarak maliyeti gostermek iizere

m=1000+90g-¢*, O=g=45

biciminde veriliyor. Uretimin 40 ton oldugu anda marjinal maliyet ka¢ milyon-
dur?

Coziim : m'=90 - 2q ifadesinde g = 40 konursa
m'=90 - 2.40 = 10 milyon/ ton

olur.

TANIM

y = flx) fonksiyonu verilmis olsun. x, Ax kadar arttigmmda y de Ay kadar

degismis olsun. AL , LA ifadelerine, siras: ile, x ve y nin oransal (nisbi)
X ¥

artiglart denir.

AY

B DX g A2
Ex ax—0 Ax
X

ifadesine f fonksiyonunun esmek

(elastikligi) denir. Eger f tiirevli ise

By _xdy
Ex y dx

olur.

Esneklik boyutsuz bir sayidir. y nin x degiskenine gore esnekligi, x in yiizde
1'lik artigtna kargilik y de meydana gelen artig veya azalisin ylizdesi olarak da
diistiniilebilir.

ORNEK : y=2x-4 olsun. y nin x'e gére esnekligini bulunuz. x =4 icin
esnekligi hesaplaymiz. x, % 1 artarsa y yiizde kag artar?

Coziim :
By _x &y _x, 2x _ x
Xy dx y 2x-4 x-2
olur.x =4 igin
Ey 4 _4_,
Ex 4-27 27

olacagindan x in % 1 lik artigina karsilik, y % 2 artar,

Bir malm birim fiyat1 p, tretim miktar1 g ise, toplam hasilat R = p. g olur. Genel
olarak, iretim arttiginda fiat diiger, tiretim azaldi§inda fiat yiikselir. Dolayisiyla
fiat ifretimin bir fonksiyonudur. p = f{g) olsun. Bu durumda

R=p.g=f9q).q

olacaktir. Marjinal hasilat hasilatin tiirevi olacagindan

dR o .
EgAR—qf(w+ﬂQ)

bulunur.
ORNEK : Talep fonksiyonu, ¢ iiretim miktar: ile iiretilen malin p birim fiyat:

arasmda ¢ = g(p) biciminde bir fonksiyondur. Talep fonksiyonu p=1-g olan
bir mahn marjinal hasilatmi bulunuz.

Cozim: R=q.p=q(-9=¢-¢
olacagindan, marjinal hasilat

R=1-2q
bulunur.

ORNEK : Talep fonksiyonu
p=8-g¢
olan bir mal i¢in maksimum gelir ne olur?
Coziim : Toplam gelir
R=p.g=8q-¢4
olur. Bu fonksiyonun maksimumu bulunacaktir.

Paraboliin tepe noktasinin apsisi

_b .
2a

8
2

olacagmdan, fonksiyonun maksimum noktast g =4 diir.
R(4)=32-16=16

olar.
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Asagida denklemleri verilen egrilerin karsilarinda
yazill noktalardaki tegetlerinin egimini bulunuz.

@ y=x°, A(LL)
by  v=x"+4x, B(-1-3)

Agafida denklemleri verilen egrilere, karsilarinda
apsisleri yazili noktalarindan ¢izilen teZetlerin
denklemini yazimz., 5.
(@) v=3r¥-—27 +4, r=1
by y=x"-x. r=1
(c) x=-1
© r=2
(d) y:i,\“‘- 1 x=-l
) 3
(&) v=vx ., v=4
) y=sinv, v= “
(g) v=siny+cosy, y=T
4

2
(h) v= Zer 1 x=0

X -
(1) v= I x=0

(x+ 1) -

3273

(i) ,\’z(lﬂc”’) R x=-8
(H  y=sinvx . y=m
(k) x=0
) v=xcosvlx , =0 -
(m) v=x<x-1, =5
(n) y=(x- 2)1/7 , Xx=2

Asagida denklemleri verilen egdrilere, kargilarimda
apsisleri yazili noktalarindan ¢izilen teget ve nor-
mallerin denklemini yaziniz.

(a) v=x*+1, =0
® ¥
© ¥

i
I
=
P
1]
1

- - -
(d)  »=2sinx + 3cosx, x=-

y=x"+1 egrisinin hangi nokiasindaki tegeti ori-
jinden gecer?

Asagida denklemleri verilen egrilerin karsilarinda
yazili P noktalarindan gegen tegetlerinin denklem-
ini yaziniz.

(a) y= 2, P31
0 v=x, PO2)
© y=xt, PO-3) 3
(¢) y=dx-x. PQ2J5)

2sinx. x<0 ise
foo = {3,1'2 +2x, x>0 ise

fonksiyonunun (0.0) noktasindaki tegetinin denk-
lemini bulunuz. I

2.1 .
x“sin—, x#0 ise
x

flg=
0, x=0 ise

fonksiyonunun (0,0) noktasindaki tegetini bulunuz. .

erisinin A(2,-1) noktasindaki tegetinin egimini
bulunuz.

X=rIcost
v=rsint
T

parametrik denklemi ile verilen egriye 7= T nok-

tasimdan cizilen tegetin denklemini bulunuz.

[

T4

sagida denklemleri verilen egrilerin karstlarinda
Asagida denklemleri verilen egrilerin karstlarinda
yazili noktalarindaki tegetlerinin denklemini yazi-
nmz.

() 4 -3v2+5=0, A(1.2)
() ¥+ -2w=0, B
(€) ¥ +2yv+3y2+2x+y=6. c(2.2)

y=x>—2x+5 egrisinin hangi noktasindaki tegeti
v =x dogrusuna paraleldir?

25 cemberinin hangi noktasindaki tegeti-

o3 o
nin egimi T olur?

2xv = @” egrisinin herhangi bir noktasindaki tege~
tinin koordinat eksenleriyle olugturdugu ticgenin
alaninin sabit ve ¢ sayisina esit olacagint gosteri-
niz.

NX +4y =+va egrisinin herhangi bir noktasindan

cizilen teget eksenleri A ve B noktalarinda kesiyor.

I0OAl+ 0Bl = a  olacagi gésteriniz.

X+xy =1-y denklemiyle verilen egrinin Ox-

eksenine paralel olan tegetinin denklemini bulunuz.

v =17 egrisine A(3,0) noktasindan ¢izilen tegetle-
rin denklemini bulunuz.

ile v=
I+x°
rindan cizilen tegetlerin denklemini bulunuz.

egrilerinin kesim noktala-
1+x

y=x> - 3x+5 egrisinin
@y

by y=- é dogrusuna dik

=--2x dogrusuna paralel

(c)  Ox-ckseni ile 45 derecelik ac1 yapan

tegetlerinin denklemini yazimz.

Py

oy =e' egrisi Ov— ekseni kag derecelik ac1 alunda

keser?

Agagida denklemlert verilen egriler hangi ac altin-
da kesigirter?

(a) y=sinx. ¥ = COSY
X

by y=4-x v=d-—

: 2
(©) y=3v-1. y=27+3
© v=e” v=12

y=ax . v=]- oyt
(d) o VY 1 B
(e) v=x, y=x

Asagida denklemleri verilen egri ciftlerinin dik
kesistiklerini gosteriniz.

=0 -6y

47 + 9 =72

() W=6v+9,
© P-¥=5,

1

Hangi ¢ ler igin y=-- ile v =cx' egrileri dik
X

kesigirler?

y2 = 23* egrisinin hangi noktasindaki teZeti

4x -3y +2 =0 dogrusuna diktir?

y=a2 4l

T

X —cos

-
Ii

I
X+ 1

egrilerinin kesim noktalarinda ayn: tegete sahip ol-
duklarint gdsteriniz.

v =x% egrisinin y = ¥ - 2 doZrusuna en yakin nok-
tasinin koordinatlarini bulunuz.




y = x” paraboliine P(a,a”) noktasindan ¢izilen tege-

tin Ox— eksenini daima (% O) da kestigini gOste-

riniz.

X o v v o
=—=-3 egrisine orijinde teget olan dogrunun
1+x°
denklemini yazimz.

G. x* + 4y? = 4 elipsine teget olan ve A(4,0) nok-

tasindan gegen tegetlerinin denklemini yaziniz.

A (% 0) noktasindan gecen ve 4y =x” + 4 parabo-

liine teget olan dogrulann dik kesistiklerini gosteri-
niz.

y=—x dogrusunun y = x> - 632 + 8x egrisine teget
oldugunu gosteriniz. Bu tegetin degme noktasim
bulunuz. Bu dogru egriyi keser mi?

m nin hangi degerleri i¢in y = mx dogrusu

X2+ y?~4x+3=0 gemberine tefet olur?

¥ 4+ ¥ =2 egrisine, bu egrinin v = — x dogrusu
ile kesim noktasindan cizilen tegetlerin denklemini
yaziniz.

Yol denklemi
s=5431+1

olan hareketlinin baglangictan 4 saniye sonraki hiz
ve ivmesini bulunuz.

Kiitlesi 100 kg olan bir hareketlinin yol denklemi

s=20 431+ 1

dir. Bu hareketlinin 3. saniyedeki kinetik enerjisini
hesaplaymiz. (Kinetik enerjisinin —i— mv? oldugunu

hatirlayiniz.)

Kiitlesi 6 gram olan bir hareketlinin yol denklemi
s==1l+In(t+ D+ @+1)7°

dir. Cismin hareketten [ saniye sonraki kinetik
enerjisini hesaplayiniz.

& p=8—g¢ talep fonksiyonu veriliyor.

(a) Esnekligini hesaplayiniz.

(b) Marjinal hastlat fonksiyonunu bulunuz.

Talep egrisi p = ¢ (a sabit) olan fonksiyon i¢in
marjinal hasilat ne olur?

2. p =10 - 3g talep egrisi veriliyor.

(a) Talep esnekligini bulunuz.
by g=1, g=25 ¢=05 icin

esnekligin degerini hesaplayimniz.

qp'=b (ab sabit) talep fonksiyonunun her nok- :
tadaki esnekliginin ayn1 olacagini gdsteriniz. :
|

‘0. pg =a (asabit) talep edrisinin esnekliginin her

noktada -1 olacagim gosteriniz.

Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevinin bilinmesi o nokta civarinda nasil davran-
dig1 hakkinda fikir verir. Once bunu agiklayan teoremi ifade ve ispat edelim.

TEOREM 4.1 :

I bir aralik, f:1— R fonksiyonu siirekli ve a € I da tiirevli olsun. Oyle
bir 8>0 vardir ki, f{a)> 0 ise f fonksiyonu (a ~ & — a + 8) da artan,
F(a)< 0 ise (-6, a+ d) de azalandir.

Ispat : f'(a)> 0 olsun. Bu takdirde
lim Sx) - fla) 50

Xt X-4a
olur. Bu durumda 8yle bir § >0 vardirki xe (a-3,a) ve (a,a+ 8) icin

ﬂx> "ﬂa> 50
X—-a

olur. Bu da fnin (@ ~ 8, a + &) da artan oldugunu gosterir, zira
x>a icin flx)-fla)> 0= fix) > fla)
¥<a ign  fix)-fla)<0= fix)<fla)

olur.

Benzer sekilde f(a)< 0 oldugunda fnin (a -8, a + §) arahginda azalan oldugu
gosterilebilir.

Bu teoremden yararlanarak su sonug ifade edilebilir:

SONUC 4.1:
f fonksiyonu [a,b] de siirekli ve (a,b) nin herbir noktasinda tiirevli olsun.
Her x € (a,b) igin f'(x)> 0 ise f,{a,b] deartan, f'(x)< O ise {a,b] de aza-

I
1 landir. i

ORNEK : f{x) = x* - 4x + 3 fonksiyonunun artan vergrzral_an olduklan araliklar:
bulunuz.

Coziim : f'(x)=2x~4 dir. Simdi bu ifadenin isaretini inceleyelim.

i

i

|

| y= \‘2—4,\'+_3
| ;

!

/ x| 2
i 3% ; | I
I
j 0 1 x O halde f fonksiyonu (—e¢.2] de azalan, [2+0°) da artandir. Verilen fonksiyonun

grafigi yanda cizilmistir.
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¥ ORNEK : fix) = 2% + 3x fonksiyonnnun artan veya azalan oldugu araliklar:
j bulunuz.
7 JAGAENE
/ - R
/ Coziim :
// o x fo= 30+ 3= 3()c2 + 1)> 0 oldugundan fonksiyon (o, +2¢) araliginda artandr.
{/ Fonksiyonun grafigi yandaki gibidir. I
1
f filab] de siirekli ve ¢, d € (a,b) olsun.

f fonksiyonu (a,c) de artan, (c,b) de azalan ise ¢ de bir yerel maksimuma sahip
olur. Eger f, (a,d) de azalan, (d,b) de artan ise d de bir yerel minimuma sahip olur.

Su halde bir ¢ noktasinm solunda f'(x)> 0, sagmda f(x)< O ise ¢ de bir yerel
maksimum vardir.

Eger bir d noktasinin solunda f'(x)< 0, safinda f'(x)> 0 ise d noktasinda bir
yerel minimum vardir.

Al 1‘ B
e 0 W w<0 /
£ 00> 0 N p
/ X h . // ()0
/ el
/ :
ol 7 ¢ ¥ ’ 9] d N
| .
A

ORNEK : flv) = 3% fonksiyonunun yere] ekstremum noktalarini ve deger-
lerini bulunuz. T

Coziim : f'(x) = 3o 3= 3(x-1)(x+1) tiirevinin isaretini inceleyelim.

)

v AP
f1x) + - +
- . : ] v
x) = s
¥ Artan ' Azalan  Artan
maAx Tiifit

Bu tabloya gore fonksiyon (—e, —17 de artan, [1,1] de azalan, [1 +%) da artandir.
Dolayistyla —1 de yerel maksimum, 1 de yerel minimum vardir, Yerel maksimum

degeri fl-1) = (<1)* = 3(~1) = 2, yerel minimum degeri A1) = 1 -~ 3 = -2 olur.
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Fonksiyonun grafigi yarida verilmistir. Yerel ekstremum noktalarinin saginda ve
solunda tlirev farklr igaretlidir. Estremum noktada tiirevin ne olacagim asagidaki
teorem aciklamaktadir.

TEOREM 4.2 (F

ot Tagrermt) *
ah pegremmy; o

[ [ab] - R fonksiyonunun bir ¢ € (a,h) noktasinda bir yerel minimumu

veya maksimumu varsa ve f fonksiyonu ¢ noktasnda tiirevlenebiliyorsa
fley=0

dir.

Ispat : f fonksiyonu c noktasinda bir yerel maksimuma sahip olsun. Bu takdirde
Oylebir de R* vardiwki Ix—cl <3 sartin saglayan her xi¢in fix) < flc) dir.

Ihl < & olacak sekilde segilen her % i¢in ¢ + /s da bu komguluga dahil
olacagindan / ister negatif ister pozitif olsun.

fle+ysflo)=Ac+h)-flc)y=0
ve dolayisiyla

B>0 icin f“—*’gl/(—‘)g 0 > =0

h<0 icin Wzo = f(O=0

olur. Hipotez dolayisiyle f, ¢ noktasinda tiirevlenebilir oldugundan / ister pozi-
tif degerlerden, ister negatif degerlerden sifira yaklassin

lim «_flfjjzlj;i(g e

=0
olur. Yukaridaki iki esitsizlikten f'(¢)=0 bulunur.
UYARI :

1 [a,b] aralig iizerinde tamimlanmig reel degerli bir f fonksiyonunun
¢ € (a,b) noktasinda tiirevinin var ve f'(¢) =0 olmas: fonksiyonun ¢ noktasinda

bir yerel maksimum veya bir yerel minimuma sahip olmasin gerektirmez. Yani
Fermat teoreminin karsitr dogru degildir.

Gercekten f{x) = x* seklinde seklinde tammianan f: R — R fonksiyonunun tiirev

fonksiyonu
o =327
olup f7(0)=0 dir. Halbuki Vx>0 icin fix)>f0)=0 ve Vx <0 icin flx) <

f0)=0 dur. Boylece ¢ = 0 noktast f{x) = x* fonksiyonu i¢in ne bir yerel mak-
simum ne de bir yerel minimum noktasidir.
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2)  Fonksiyon bir noktada yerel ekstremuma sahip oldugu halde o noktada
tiirevli olmayabilir. Omegin grafigi yanda verilen f{x) = x* + 1 fonksiyonu i¢in

2

3
3Vx

f’(x):%x'”sz

oldugundan x <0 igin f(x)< 0, x>0 igin f(x)> O du. Su halde x =0 bir
yerel minimum noktasidir. Halbuki x = 0 da tiirev yoktur. Yani f(0) mevcut
degildir.

TANIM
A C R kiimesi iizerinde taniml1, reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde
fle)=0

sartin1 saglayan ¢ noktalarina f fonksiyonunun durakiama noktalars veya
kritik noktalar: denir.

ORNEK : flx) = 3x5 - 203 fonksiyonunun kritik noktalarmi bulunuz. Bunlar-
dan hangileri yerel ekstremum noktalaridir?

Coziim :
F0=15x" - 60x" = 1587 (x* - 4) = 0
:>xl:xz=0, x1:~2, X4Z2

3

olur. Su halde kritik noktalann kiimesi {-2, 0, 2} dir. Tiirevin isaret tablosu
yapilirsa

X —0 -2 0 2 400
I
0 /‘ \A! \ ‘ //v

bulunur. Tablodan goriildiigii gibi, x = -2 de yerel maksimum, x = 2 de yerel mi-
nimum vardir. x = 0 kritik noktast bir ekstremum nokta degildir.

ORNEK : f{x) = x sinx + cosx biciminde tanimlanan f: [0,271] — R fonksiyo-
nunun yerel ekstremum noktalarim ve degerlerini bulunuz.

Coziim :  f'(x)=sinx+xcosx-sinx=xcosx dir. (0,2m) araliginda x > 0
olduundan f'(x) in isareti cosx in igaretiyle aymidir. Buna gore f'(x) in isaret
tablosu asagidaki gibi olacaktir.

x |0

£ ﬁ‘) +

L IRt N PRl

27

—o—{ma
—o— Mg

+

X :—;‘- de yerel maksimum, x = % de yerel minimum vardir. Yerel maksimum

degeri }‘<%) = % , yerel minimum degeri f (%l) =— %L olur.

Yukaridaki tiim agiklamalardan sonra agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

TEOREM 4.3 :
f: [abl —> R fonksiyonunun kritik noktalar ¢y, ¢,, ..., Cpr tiilrevsiz oldugu
noktalar s,s,,....5; ise {ﬂa), R, fley), wnfle,), fsy)s s, ) f(b)} kii-

i
]
|
mesinin en biiyiik eleman f nin mutlak’maksimum (en biiyiik) degeri, en ki 1
ciik elemans £ nin mutlak minimum (en kiiciik) degeridir. ! ‘

ORNEK : flx) = 2x® = 9x? — 24x + 45 biciminde tamimlanan f: [-55] — R

fonksiyonunun en biiylik en kiiclik degerini hesaplaymiz. f ([~5,5]) kiimesini
bulunuz.

Coziim : f'(x)= 6x” - 18x - 24 oldugundan
F)=0=6x"-18x-24=0= 6(x+ 1) (x-4)=0 =

x=-1, =4

tiir. O halde kritik noktalar —1 ve 4 tiir. Fonksiyonun tiirevsiz oldugu nokta yok-
tur. Buna gore

{f(=5), = 1), AD), A5}
kiimesinin en biiyiik elemani fonksiyonun mutlak maksimum (en biiyilk) degeri;
en kiiciik elemans fonksiyonun mutlak minimum (en kiiciik) degeridir.

F=5) = 2.(=5)° - 9(-5)? ~- 24(-5) + 45 = =310

F=1) = 2. (=102 = 9(=1)> - 24(-1) + 45 = 58

f4) = 2.4-9.42-244+45= - 67

A5) = 2.5-9.52-24.5+45= -50

oldugundan, fonksiyonun mutlak minimum degeri — 310, mutlak maksimum
degeri 58 dir. Buna gore f([-5,5])=[-310,58] dir.
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ORNEK : [-2.2] tzerinde fix)=3x"~4x* + 12 seklinde tanymlanan f fonksiy-
onunun yerel ve mutlak ekstremumlarini bulunuz.

Coziim : f'(0)=12x" - 12x*= 1267 (x - 1) oldugundan tiirevi sifir yapan deger-
ler (kritik noktalar) ) =x, =0 ve x;=1 dir. f(x) in isaret tablosu

-2 0 1

R}

X

P2 Y S

s~
o

seklindedir. Tiirev sadece | civannda igaret degistirdiginden (=2.2) arahinda
sadece x =1 de yerel ekstremum vardir. 1 noktasimm solunda fonksiyon azalan,
safinda artan oldugundan 1 noktasinda yerel minimum vardir. Yerel minimum
degeri

f=3-4+12=11
dir.

S0y =12

f2)=3.16-4.(-8)+12=92

f2)=3.16-4.8+12=28

oldugundan v =-2 de mutlak maksimum v = I de mutlak minimum vardir.

Ikinci tiirevin igareti ile ekstremumlarin varligi ve cinsleri arasinda siki bir iligki
vardir. Bu iligkiyi su teoremle verebiliriz.

TEOREM 4.4 :

f fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevli, c noktasi f fonksiyonunun bir durak- :
lama noktasi, f"(¢) mevcut ve sifirdan farkls olsun.

(1) Eger f"(c)> 0 ise ¢ de bir yerel minintum,
(2) eger f"(c)< 0 ise ¢ de bir yerel maksimum

vardir.

ﬁspat 2 (1) f(x)=g(v) diyelim. Buna gére g'(c)> 0 dir. Teorem 4.1 den ¢ nin
dyle bir §- komsulugu vardir ki bu aralikta g artandir. O halde (c — 8, ¢)
araligmda g(xv) < g(c) =0 ve (c,c +8) araliginda 0 = g(c) < g(x) dir. Su halde
(c-8.c) arahifinda f'(x) <0 ve (c,c+8) aralifinda f'(x)>0 dir. Demek ki
f tonksiyonu ¢ noktasinda bir yerel minimuma sahiptir. (2) nin ispat1 (1) in
ispatina benzer olarak yapilir.

A2 .0)

X

ORNEK : A (—7— O) noktasinin y = v'x egrisine olan uzakligini hesaplaymiz.

Cézitm : A(—g— 0) noktasinin y = vx egrisine olan uzakligi, A nin egrinin nok-

talarina olan uzakhklarinin en kiigigiidiir. Egri lizerinde alinan noktalar P(x~'x)
bigimindedir. Dolayistyla A noktasinin P noktasina olan uzaklig:

olacaktir. $u halde istenen nokta. ¢ yi en kiiciik yapan x degerine karsiik gelen P
noktasidir. d yi en kii¢iik yapan deger

ﬂx):(x—-;—) +x
fonksiyonunu en kiiciik yapan degerdir.
F=2[r-2)s 12204202122
olur.
=2 = f"(2)=2>0

oldugundan v = 2 icin fonksiyon en kiiciik degerini alir.

birim olur.

ORNEK : f{x)=x Inx —x geklinde tanumlanan f: R* — R fonksiyonunun yerel

ekstremum noktalarini bulunuz.
Cozium ;

Fx)=Ilnx+ x% ~-I=Ilnx
dir.

f)=0 = Inx=0 = x=1
olur.

F=t = =150

oldugundan x = 1 yerel minimum noktasidir.

Yerel minimum degeri 1) =11nl -1 =-1 olur.
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M ~ MINIMUM P

i

Bir maksimum — minimum problemini ¢6zmek i¢in agagidaki yolu izlemek ya-
rarlt olur.

[)  Problemde verilenler degigkenlerle gosterilir.
2)  Maksimum ya da minimum olmasi istenen ¢oklukla ilgili bir ifade bulunur.

3)  Verilenler kullanilarak bazi degiskenler yok edilir. Tek degiskenli bir fonk-
siyon elde edilir.

4y Probleme gore degiskenin smnurlart tespit edilir.
5) Kritik noktalar bulunur.

6)  Fonksiyonun kritik noktalar ve aralimn uc noktalarindaki degerleri bulu-
nur.

7)  Bulunan fonksiyon degerlerinin en kii¢iigti fonksiyonun en kiiciik degeri,
en biiyligii de fonksiyonun en bityiik degeridir.

UYARI : Bu problemlerde maksimum ve minimumlar mutlak maksimum ve
mutlak minimumlardir.

ORNEK : Toplamlart 40 olaxfiki}gpgj;i:f}amsay!mn kareleri taplami en fazla kag
olur? o o

Codziim :
y s sy
X y
2) Maksimumu istenen ifade : %2 + yz
1) X+y=40=y=40-x olL;. Bu deger x% + y* de yerine konursa, mak-

simumu bulunacak ifade flx) = x2 + (40 — x)* olur.
4) x degiskeni 1 den 39 a kadar deger alabilece§inden x € [1,39] dur.

5) [1,39] arahgmda f{x) = 2>+ (40 — x)* seklinde tanimlanan f fonksiyo-
nunun mutlak maksimumu bulunacaktir.

Fx)=2x+2(40 - x).(- 1)=4x - 80

F)=0=4x-80=0=x=20
kritik ;;)kmdn'. . )

D ilﬁ +}92 =1521 ..

f20) = 303 +‘27072 =800

f(39) =397 + 12 = 1521

oldugundan en biiyiik deger 1521, en kii¢lik deger 800 "diir.

(=1 TN I o

ORNEK : 9 cm eninde dikdortgen seklindeki bir kagit serit, sekildeki gibi D
kosesi kivrilarak [AB] kenan iizerine getiriliyor. FAE tiggeninin alam en fazla
kag cm? olabilir?
Coziim : (AEl=x, 1AFI =y denirse, IDFI = |FEl=9 -y olur. Bu durumda

S = Alan(P?E) = %xy

dir. FAE dik iiggen oldugundan

Pryl=0-yP = P+y?=81-18y+)* =

oy 2 8-
8y=8l-x" = y= R
olacaktir. Dolayisiyla
1. 81-x" 1 3
=X == (81x -x
W)= g g T g Bl )

olur. Bu fonksiyonun en biiyiik degeri bulunacaktir.

S’(x)i%(81—3lezo - x=343

bulunur. T
5" =~ % = $'(3/3) =~ —/j— <0 U
olacagindan x=3+/3 de maksimum vardur.

N _17 A _ 9 \”’g
SBV3)==5-(81343 81J§)—-—2

x " L 9 2 .
oldugundan FAE iiggeninin alani en fazla 7\/? cm? olabilir.

ORNEK : r yancaph bir cemberin igine cizilebilen bir ikizkenar iiggenin alan:
en fazla ne olur?

Coziim : 1AH = h, IBCl = a denirse
§ = Alan(AB0) = - ah

olacaktir. OHC dik tiggeninde

2=(h-r? +<%>2

olacagindan

2
Z =2rh-h? = a=2+2h-h?

bulunur. Dolayisiyla
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II,S em

24 cm 2

II,S cm

1em

¥

y+3

x+2

S=v2rh~h h
olacaktir.

. 2r-2h 3
§ =l - b =0
22k~ H*

(r—Wh+2rh-H=0 =

hr—h+2r-h)=0 =

h(3r—2k)=0= h=0 veya h:%ﬁ

bulunur. Isaret tablosu

h 0 %r 2r
| ]
S"|-0 + 9 -

s (‘) /%@ 2 ‘\?

biciminde olacagindan, iiggenin alanimin maksimum (en biiyiik) olmas halinde

h= % 7 olmalidir. Bu durumda maksimum alan 3 r* olur.

)
N L

:\.')};; poes

ORNEK : Bir kagidin 24 cm? lik kismina yazi yazilacaktir. Alttan ve iistien 1,5
cm, sag ve soldan 1 cm bogluk birakilacagina gire, bu kagidin alam en az kag cm?
olmalidir?

Céoziim : Yaz yazilacak kismun eni x, boyu y olsun. Kagidin ebatlart x + 2 ve
y+ 3 olur. Bu durumda kagidin alam

S=(x+2) (y+3) S

olur. xy=24 olacagindan y= %{4— dir. Buna gore

S:(x+2)(ﬁ+3)=3x+i8~+30
X X

olacaktir. Bu fonksiyonun minimumu bulunacaktir.

48

3=

5=3-B_0 o 3o 16)-0 = x-4
X

olur, zira.x> 0 dir.

S’ ‘—? +

min

x =4 de alan minimum oldugundan, kagidin alam en az

S(4)=3‘4+£4§ +30 =54 cm?

olmalidir.

ORNEK : Yarigapt 6 cm olan bir kiire icine yerlestirilen bir dik koninin hacmi
en fazla kag cm? olabilir?

Coziim : {AH! = h, IBH| = r olsun. ABD dik liggeninde
IBH? = |AH] . |1HD| =

P=h(12-h) =12h -4 -
olur. Buna gore koninin hacmi
Vadm?n=Lnaon- n=Lnaont-p?)
3 3 3
olacaktir.
v :—;—<n(24h— W) =0=h=0, hy=8
bulunur. 2 >0 olacagindan 4 =8 dir. Buna gore maksimum hacim
V=ga(i28-8)=20x
cm’ olur.
ORNEK : y=x+4, y=-x+4 dogrulan ve Ox— ekseni tarafindan siirlanan
bolgede bulunan, iki kégesi verilen dogrular, iki kosesi de Ox— ekseni tizerinde
olan dikdorigenin alan: en fazla kag br? olabilir?
Coziim : Ax) = 2x(—x + 4) = 8x — 242
oldugundan
A=8-4x=0 = x=2
bulunur. A” =- 4 <0 oldugundan x = 2 de maksimum vardir. Maksimum alan

A=8.2-2.4=8 br?

olur.
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ORNEK : Cevresi 36 cm olan dikdértgen seklindeki bir karton kenarlarmdan
biri etrafinda dondiiriilityor. Meydana gelen dairese! silindirin hacmi en fazla kag
cm? olabilir?
Céziim : Dikdortgenin bir kenarma x denirse digeri 18 - x olur.

Vanx® (18- x) = n(18x% - x°)
olacagindan

V'=n(36x-3x")=0= 3x(12-x)=0
=>x=0 veya x=12 olmalidir. x>0 olacagmdan x =12 dir.

V'=36-6x = V'(12)=-36<0

oldugundan x = 12 i¢in maksimum vardir. Maksimum hacim
V=max?(18~x)=mn.36.6=216x

cm? olur.

ORNEK : Bir kenarinin uzunlugu 12 cm olan kare seklindeki bir kartonun ké-
selerinden birer esit alanli kare kesilerek geriye kalan pargadan iistii agik bir ka-
re prizma yapiliyor. Bu prizmanin hacmi en fazla kag cm? olur?
Céziim : Prizmanm hacmi

Vi) = (12 - 2x)% x = 4. (36x - 12x2 + 1)

olacagindan

Vi)

4 (36 - 24x + 3x%)

1206 - 8x + 12) = 12(x = 2) (x - 6)
olur. Bunun degisim tablosu

x| 0 2 6

v‘_.(..()_
1/\0/\0

seklinde olacagindan maksimum hacim

V(2)=8.2=128 cm?® olur.

o

20 km

ORNEK : Bir sanayici, aliminyumdan dik dairesel silindir seklinde dstii agik,
64 cm® hacminde kutular yapmaktadir. En az aliiminyum kullanmas: i¢in yapa-
cag silindirin taban yarigap: ka¢ cm olmalidir?

Coziim : Kullanilacak aliiminyumun alant
A=mr?+ 2wrh

em? dir. Hacmi 64 cm® olacagimdan

64

2
i

nrth=64 = h=

olur. Buna gore alan

A(r):nr2+2nr—7-

64 _ - 128
r r

olur. Bu fonksiyonu minimum yapan r degeri bulunacakir.

2

Ar)=2mr - 128 _ 0 = 2n°=128
r

3_ 64 4
R
n e

olmalidir.

ORNEK : B koyii A koyiiniin 40 km dogusunda, C kdyii de B nin 20 km
kuzeyindedir. A ile B ve B ile C arasinda stabilize yol mevcuttur. A ile C arasi
asfaltlanacaktir. 1 km stabilize yolun asfaltlanmast 30 milyar TL ye, 1-km yeni
yolun acthip asfaltlanmast 60 milyar TL ye mal olmaktadir. A ile C arasindaki
astaltyol en az kac milyara mal olur?

Céziim : AB yolu iizerinde bir P noktasma gittikten sonra P den C ye bir yeni
yol agildigim kabul edelim. IAP| = x denirse, x = 0 olmasi halinde P ile A ¢akigir.
Bu durum A ile C arasma tiimilyle yeni bir yol agilacagmn ifade eder. x = 40 km
ise bu P nin B ile ¢akismasi demektir. Bu durum stabilize yollarin asfaltlanacag
anlamina gelir. Buna gore yolun malolus fiyati, 0 < x =40 icin

M(x) = x . 30 + /(40 - )" + 400 .60

=30 (x+2/(40 - x) + 400

milyar lira olur. Simdi bu fonksiyonun kritik noktalarini bulalim.
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X
(iiretim miktar1)

M'(x)

30(l+2

30(1—2

2040 -x)(- 1)
2(40 - x%) + 400 )

(40 - x) ) =0
(40 - x? + 400

=5 /(40 - )7 + 400 =2(40 - x)

= (40 - x)? + 400 = 4 (40 — x)?

=3 (40 - x)? = 400

= /3 (40 - x) =20

20

= x=40-—

V3

bulunur. Buna gore,
M(x) =30{x + 240 - x) + 400 )

oldugu géztniine alimirsa

M(0) = 30 .2 /16007400 = 30.2. 2045
= 12005 = 2683,
M(4O——2~O—)= 30(40— 20 5 f(—z-g)zwoo
NE) NE) W3

il

1200 + 200+/3 = 1546,

M(40) = 30(40 + 2400 )=2400

bulunur. Su halde en az 1546 milyar = 1. 546.000.000.000 TL ye mal olur.

ORNEK : x parca mal satildiginda, toplam malolug fiyati C(x), toplam gelir
R(x) ise, kir P(x) = R(x) — C(x) dir. Maksimum kérin marjinal gelir ile marjinal
mal olugun esit oldugu durumlarda dogacagim gosteriniz.

Coziim : R(x) ve C(x) inx>0 igin tiirevli oldugunu kabul edelim.

P(x) = R(x) — C(x) maksimuma sahipse P'(x)=0 dir. Dolayisiyla

P)=Rx)-C'x)=0 = R(x)=C'(x)

olur.

|

Asagidaki fonksiyonlarm artan veya azalan oldugu
araliklar1 bulunuz.

(@ f:R—-R,

fix)=x3-6x+5

foy=—%

®) f:R-R, 5
: 4+x°

© f:00,2n] >R,  f{x)=xcosx - sinx

© f:R—R, flx)=2x -x2

3
0 B

)’=f'(x)

Yukarida f: R —» R fonksiyonunun tiirevinin grafi-
§i verilmistir.

(a) f fooksiyonunun artan ve azalan oldugu
araliklari bulunuz.

(b) Hangi noktalarda yerel maksimum hangi-
lerinde yerel minimum vardir?

. Asagidaki fonksiyonlarin yerel maksimum ve yerel

minimum noktalartnt bulunuz.

(@ f:R—R, fix)=x3 - 3x

®) FiR-R,  fi)=x -4

© f:R—R, o=
1+x

@ f:R\{0} >R, f(x):x+%

(&) f:R—>R, flr)=@x-12x+2)

® fR>R, flo=xe~

Asagidaki esitliklerle verilen fonksiyonlarin karsila-
rinda yazili araliklardaki mutlak maksimum ve mut-
lak minimum degerlerini bulunuz.

(@ Ax)=x*-3x+2, [ =[-3,10]
(b) Ax)=22-3x+2, 1=1[-2,10]
© Ax)=x*-2c+1, 1=10.1]
© J0 :;2{—1 , 1=102]
@ fo=x+ ;1{— , I= Hﬁ’ 100]
(6) flx)=+3-4x, I=[-1,1]
® fo=vdex+1, 1=[-10]
@ fo=2-x-x", I=[-2.1]
(h) fix) = dsing +2cos2x, [ =[0,7]
W fix) =2, I=[-18]
@ fix)=27, I=[-15]

Lofi =P (=) .+ (=)

fonksiyonu hangi noktada maksimum degerini alur?

Asagidaki fonksiyonlarin kargilarinda yazili aralikta
bir mutlak maksimuma sahip oldugunu gosterip bu
degeri bulunuz.

(a) flx)=cotx—+2 csex, I=(0m)

(b) fix) = tanx + V3 cotx, 1:(0,%)

7. flx)=x*+2ax + 3 biciminde tammlanan f: R — R

fonksiyonunun en kiigiik degeri 6 olduguna gore, a
nedir?
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Hipoteniis uzunlugu 10+/2 birim olan bir dik ii¢ge-
nin alani en fazla ka¢ birimkaredir?

Alant 36 cm® olan bir dikdortgenin gevresi en az
ka¢ em olur?

I8 A(20) noktasmin y=+x egrisine olan uzaklhigin

hesaplaymiz.

Yukarida R yaricaplt bir yarigemberin icine bir
dikdortgen ¢izilmigtir. Dikdortgenin alani en fazla
kag br? olabilir?

“. R yangapl bir cember i¢ine cizilebilen bir ikizkenar

iicgenin alani en fazla ne olabilir?

. R yarigapl bir cember igine ¢izilebilen maksimum
alanh bir ikizkenar iiggenin yiiksekligi ne olur?

Iki kogesi Ox- ekseni iki kogesi de v = 12 — x? para-
bolii tizerinde bulunan dikddrtgenin alani en fazla
kag br? olabilir?

‘5. Sacdan hacmi 1 litre olan bir dik dairesel silindir

yapmak i¢in en az kag cm? saca ihtiyac vardir? Bu
silindirin boyutlar: nedir?
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- Hipoteniisii 3 birim olan bir

1&. Bir tiggenin iki kenart a ve b, bu iki kenarm olugtur-

dugu aginm &lglisii 6 olduguna gore, bu licgenin
alant 6 nin hangi degeri icin maksimum olur? Mak-
simum alanli iiggenin alani ne olur?

Yangapt 1 cm olan yaricember igine gizilebilen
yamugun alani en fazla ka¢c cm? olabilir?

- Cevresi aym sayiya esit olan dikdértgenler icinde

alani en biiylik olamimn kare olacagini gosteriniz.

- y=+x egrisinin (c,0) noktasmna en yakin noktas:

hangi noktadur? (¢ zé— ve ¢ < % i¢in irdeleyiniz.)

dikiiggen, dik kenarlarindan
biri etrafinda déndiiciilityor.
Meydana gelen dairesel koni-
nin hacmi en fazla kag br?
olur?

.. Igine 4 cm yaricapls bir kiire yerlestirilebilen bir dik

dairesel koninin hacmi en az kag cm? olur?

PN

Taban yaricapt R, yiiksekligi H olan bir koninin
igine yerlestirilebilen maksimum hacimli silindirin
hacmi ne olur?

Kapalr bir aralikta siirekli, bu arah§m i¢ noktalarinda tiirevli fonksiyonlarin
onemli bazi ozellikleri vardir. Bu kesimde bunlardan bazilarini ifade ve ispat
edecegiz.

TEOREM 4.5

§
£, {a,b] araliinda siirekli ve Vx € (a,b) noktasinda tiirevli olsun.

Eger fla) = fib) ise (a,b) arahigmda f'(c)=0 olacak sekilde en az bir ¢ nok-
tas1 vardir.

fspat : f nin [a,b] de aldigi en biiyiik deger M, en kiigiik deger m olsun. Eger
M = m ise fonksiyon sabit fonksiyon olur ki bu takdirde her x igin f(x)=0
olacagindan teorem agikardir.

Simdi M # m, yani m <M olsun. fla) = f{b) oldugundan fonksiyon hem M, hem
de m degerlerini aralifin uc noktalarinda alamaz. Kabul edelim ki f fonksiyonu
M degerini bir ¢ € (a,b) noktasinda alsmn. Fermat teoreminden dolay: f'(c)=0

olur. Boylece teorem ispatlanmus olur.

Rolle teoreminin geometrik yorumu sudur :

‘ SONUC 4.2: |

f, [a,b] arah@inda siirekli ve i¢ noktalarda tirevli ve fla) = f{b) ise egrinin
en az bir noktasindaki tegeti Ox— eksenine paraleldir. '

Ozel olarak, fla) = f{b) = 0 almursa Rolle teoreminden su cebirsel sonug elde
edilir:

SONUC 4.3: l |

Kapali bir aralikta siirekli ve ic kisminda tiirevlenebilen bir fonksiyonun iki

‘
|
|
I sifir yeri (kokii) arasinda tiirevinin sifir oldugu en az bir yer vardur.
!

ORNEK : flx) =x* - 5x2 + 4 olsun. f(x)=0 denkleminin kokleri igin birer
sinir bulunuz.

Coziim: flx) =x* =52 +4 = - D P -DH=@+2) @+ Dx-1) x-2)
oldugundan f'(x) =0 denkleminin ii¢ reel kokii vardir. Zira f{-2) = fi~1) =0 ol-
dugundan en az bir x; € (-2,-1) igin f'(x;)=0 dir. Benzer sekilde -1 < x, <1
ve 1<x;<?2 bagmularnni saglayan iki kék daha vardir. Gergekten

F)=4r’ - 10x=0 = 2x(2x* - 5)=0 =

LS— R _x?_:O, x3:\/5

\/ 3 5 olur.

Xp=—
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ORNEK : Rolle Teoreminden yararlanarak
Sx*—dx+1=0

denkleminin (0,1) aralifinda bir koke sahip oldugunu gosteriniz.

Céziim : fix) = x*~ 2x2 + x denirse f'(x)=5x"~4x+ | olur. Diger taraftan

f0) =f(1) =0 oldugundan f'(x)=0 olacak sekilde en az bir x € (0,1) vardur.
Dolayisiyla 5x* —4x+ 1 =0 olacak sekilde en az bir x € (0,1) vardr.

e o

TEOREM 4.6

f:[ab] = R fonksiyonu [a,b] araliinda siirekli ve Vx € (a,b) noktasinda
tirevlenebilir olsun. Bu taktirde (a,b) aralifinda )

ey L8 fla)
Flxg)= b-a

olacak sekilde en az bir x, noktas: vardir.

]'Ispat ¢+ k bir sabit olmak iizere,

G:fap] =R, G =fx)+k.x

fonksiyonunu teskil edelim. Bu fonksiyon da [a,b] araligimda siirekli ve her
x € (a,b) noktasinda tiirevlenebilirdir. Simdi k sabitini G(a) = G(b) olacak
sekilde segelim.

fla) + ka = fib) + kb
den

k= LB =fla)
b-a

bulunur. Su halde
Gt =fro) - LA

fonksiyonu Rolle teoreminin biitlin sartlanim saglar. Bu sebepten [a,b] kapali
aralifinn i¢ kisminda G'(xy)=0 olacak sekilde en az bir x; noktas: vardir.

Buradan

, b) - , b) -
f(xo)-ﬂ—;:—{}ﬂzo - f(xo):ﬂ_b)_é(a)

olur. Bu f"(x,) degerine fonksiyonun [a,b] aralifndaki ortalama degeri denir.
aile b arasmdaki bir say1 0 < 8 < 1 olmak lizere
a+9((b-a)

seklinde yazilabildiginden, teoremin hipotezleri altinda 0 < 6 < 1 sartum sagla-
yan en az bir 8 vardir ki bu © sayisi igin

a

Xo

fla+6b-a)= .__ﬂ”;:fa)

olur.
Ortalama deger teoreminin geometrik anlami sudur:

f, la,b] de siirekli ve i¢ kisminda tiirevli ise y =f{x) egrisinin A(a, fla)) ve
B(b, f{b)) noktalarindan gegen dogruya paralel olan en az bir tegeti vardir.

ORNEK :f: [-12] > R, fix)=x2+2x fonksiyonunun ortalama degerini he-
saplaymiz. Teoremde adi gegen x, noktasim bulunuz.

f2)-f(-1)

Coziim : Sxy) = (-1

- 2 2=82020 o5

= 2y +2=3 = x5= % olur.

Su halde ortalama degeri 3, teoremde adi gecen nokta % dir.

ORNEK : Herxe R icin,
ezl +x
oldugunu gosteriniz.
Coziim : x>0 olsun. flx) = ¢* seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonuna

[0,x] araliginda ortalama deger teoremi uygulanirsa

X 0

e - % .
——=x¢ 0 < x5 <x)
x-0 °

ve buradan da

bulunur.

x =0 ise esitlik hali meveuttur. x < 0 ise f{x) = e seklinde tanimlanan f
fonksiyonuna [x,0] aralifinda ortalama deger teoremi uygulanirsa

SO pi) (r <2 <0)
-x
olacagindan
lf_e':ex”(eo: 1
~-X

olur. —x > 0 oldugundan
l-ef<—x = e'>1+x

bulunur.
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TEOREM 4.7 (Genellegtirilmis Ortalama Deger Teorem) :

f veg fonksiyonlan [a,b] araliginda siirekli ve bunun i kismunda tiireviene-
bilir olsunlar. Ayrica Vx € (a,b) i¢in g'(x)#0 olsun. Bu takdirde (a,b) ara-
Iigmda

F) __Rb)-fla)
gl gb)- gl

olacak sekilde en az bir x; noktas: vardir.

Ispat : Ortalama Deger Teoreminden dolayi
g(b) —gla)=gla+8(b~-a))b-a), 0<6<1)

dir ve gla+0(b~a))#0 oldugundan g(b) - g(a) # 0 dir. Simdi k bir sabit
olmak iizere

T(x) = fix) + k g(x)
fonksiyonunu gézéniine alalim. T(a) = T(b) olacak sekilde & y1 tesbit edelim.
T(a) = T(b) & fla) + k gla) = fib) + k g(b) =

__fW)-fla)
&(b) - gla)
olur. Su halde
- fb) - fla)
T(x) = flx) - D212
() = flx) 2(6) " g(@) g(x)

yazilabilir. Bu fonksiyon [a,b] araliinda siirekli ve bu araligin u¢ kisminda
tiirevlenebilir oldugundan Rolle teoreminin sartlarini saglar. Bu sebepten (a,b)
araliginda T"(x0) = 0 olacak sekilde en az bir x, noktas: vardir. Bu durumda

oAb A
S0 = et

olur. Buradan da

glxy)=0

Sx) _ Ab) - fla)
glxy)  gb)-gla)

yazilabilir. O halde (0,1) araligindaki en az bir 8 icin

fla+6b-a) _ fib)-fia)
gla+6(b-a) g(b)-ga)

olur.

ORNEK :f 0,11 - R, fix) =x+x, g:[0]] >R , gx)=x> fonksiyon-
larina genellestirilmis ortalama deger teoremini uygulayarak, adi gecen x, nok-
tasini bulunuz.

Coziim :

Flg) _ AD-fO) | 3%+l _2-0
glxy)  g(1)-g0) 2%, 1-0

= 3x2+ 1=4dx, = 3xg -4y, +1=0

= x,= L ve xp=1
0= Yo =
“ 1.
bulunur, x, € (0,1) olacagindan, teoremde adi gegen nokta x; = 3 tiir.

Simdi Ortalama Deger Teoreminden elde edilen bazi sonuglar verelim.

1» SONUC 4.4 : f, [a,b] araliinda siirekli bir fonksiyon olsun. Y x€(ab)
icin f(x)=0 ise f sabit fonksiyondur.

Ispat : x e (a,b] olmak iizere f/ fonksiyonuna [a, x] aralifinda ortalama deger
teoremini uygulayalm. [a, x) aralifinda

LOD _ ey » 0 fla) = - ) £10)
olacak sekilde en az bir ¢ sayisi vardir. f(c) = 0 olduBundan

fix)~fla)=0 = fix) = fla)

bulunur. Her x € (a,b] icin f{x) = fla) oldugundan Vx € {a,b] icin fix) = fla) dir.
fla) =k denirse Vxe [ab] icin flx) =k olur.

SONUC 4.5: fve g, [a,b] aralifinda siirekli ve bu araligin i¢ noktalarinda
tirevli olsun. Vx e (a,b) igin f'(x)=g'(x) ise flx) ile g(x) bir sabit kadar
farklidir. Bagka bir deyisle Vx e [a,b] igin fix) = g(x) + & olacak gekilde bir
k sabiti vardir.

Ispat: A(x) =f{x) - g(x) denirse Yxe (a,b) igin W(x)=f'(x) - g'(x)=0 dr. Bir
éneeki sonuctan h bir sabit fonksiyondur. i(x) = k denirse fix) — g0 =k,
buradan da

fix) = glx) +k

bulunur.
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Konveks olmayan kiime

182

ORNEK : f(x)=3x? ve S =3 olduguna gore, flx) nedir?

Céziim :  g(x) =x* tiirevi 3x% olan bir fonksiyon oldugundan 6yle bir k£ sabiti
vardir ki

fix)=g)+k=x+k
olur. f{1) = 3 oldugu gbzéniine alinrsa
A=1+k=3 = k=2
bulunur, Su halde istenen fonksiyon

Ax)=x+2

dir.

Bu kesimde &nemli bir fonksiyon simifini tanitacagiz,

TANIM :

K < R? olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren dogru
parcasi X kiimesinin icinde kaliyorsa K ya bir konve

ne adi verilir,

Bu tanima gére tiggenlerin, karelerin, cemberlerin i¢ bolgeleri ile araliklar birer

konveks bélgedir. Simdi konveks kiimelerden yararlanarak bir fonksiyonun kon-
veksligini tammlayalim.

TANIM :
J fonksiyonu [a,b] de stirekli bir fonksiyon olsun. Eger
K={(xy):xe[ab] ve y2fix)}

kiimesi, yani fonksiyonun grafiginin tist tarafinda bulunan bolge konveks ise
f fonksiyonu ? atir veya 3 diir denir.

ORNEK : fix) = x> fonksiyonu konveks midir?

Coézim : K= { (xy) :xe R, yzx*} kiimesi bir konveks kiimedir, zira bu kiime

icinde alman herhangi iki noktay: birlestiren dogrunun tim noktalari yine bu
bolgededir.

=2
i
i

/ Konveks
/

Konkav

TANIM :

Eger bir fonksiyonun grafiginin alt tarafinda kalan bolge konveks ise egri
komkav veyaasa@ bitldimliidir denir.

/
Bir fonksiyon tanim kiimesinin bir kisminda konveks bir kisminda konkav ola-
bilir. Ornegin

flx) =5
fonksiyonu [0,») da konveks, (~,0] da konkavdir.

Yandaki sekli inceleyiniz.

f fonksiyonu [a,b] de siirekli ve i¢ noktalarinda tiirevli olsun, Yandaki sekilden
de goriildiigii gibi x| apsisli noktadaki tegetin egimi, x, apsisli tefetin egimin-
den kiigiiktiir. Tegetin egimi degme noktasindaki tiirev oldugundan f'(x;)< f'(x,)
dir. Su halde

her x; <x, igin f'Qx )< fx,) dir.

Buda f' niin [a,b] de artan oldugunu gdsterir. Artan fonksiyonun tiirevi pozitif

. olacagindan

(fY (=0 = f(x)=0dur.

Benzer sekilde, f konkav oldugunda f’(x) <0 olacag gosterilebilir. O halde gu
teorem ispatlanmusg oldu :

TEOREM 4.8 :

f:labl — R fonksiyonunun (a,b) iizerinde ikinci tilrevi var olsun.

Eger Vx €(a,b) igin f'(x)> O ise f fonksiyonu [a,b] de konveks, o< 0
i ise konkavdir.

ORNEK : y=3x"—10x egrisinin konveks ve konkav oldugu araliklar1 bulunuz.
Cémitm : y'= 15x* - 302" = »'=60x’- 60x olur.

3= 60x> - 60x = 60x(x — 1)(x + 1) ifadesinin isaretini inceleyelim.

x -1 0 1

- [ 1 I

O T T B
y konkav  konveks  konkav  konveks

Su halde (-1,0) ve (1,+0) dakonveks, (—,~1) ve (0,1) de konkavdir.
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TANIM

Bir f fonksiyonunun konvekslikten konkavliga veya konkavhiktan konveksli-
ge gectigi ve fonksiyonun siirekli oldugu noktaya déniim (bitkiim) noktas:
ad1 verilir.

Yukaridaki incelemeler gézoniine alindiginda biikiim noktasi i¢in su Snermeler
ifade edilebilir.

1) a noktas: f icin bir doniim noktas: ise ya f"(@)=0 ya da f’(a) mevcut
degildir.

2y f" fonksiyonu a noktasinda isaret degistiriyorsa @ noktasi f nin bir déniim
noktasidir.

ORNEK : fix) = ¥ — 332 — 4y + 12 fonksiyonunun konveks ve konkav oldugu
araliklari belirleyiniz. Varsa doniim noktasim bulunz.

Coziim :

Fx)= 32— 6x~ 4. f'(x)=6x—6 olur.

x| =0 1 +oo
[
@ -
Jix)t konkav 6 konveks

Fonksiyon (-=.1) de konkav, (1,+) da konveksdir. Egrinin déniim noktast
(1.6) noktasidir. Egrinin grafidi asagida cizilmistir.

v
R ]
/ x‘1‘:
/ N i
A |
/ Y
/ Y E
i s 5 (16)
i 3 ]
\ !
/ 4 ]
/ Y /
! 3 i
/ X\ 2 3]
i=2 0 1 : 7 X
N

w

(=)

Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili aralik-
larda Rolle teoreminin hipotezlerini sagladigini gos-
teriniz. Teoremde ad1 gecen ¢ noktasint bulunuz.

(@ fix)=x>-2x [0.2]

) fix)= Ox? ~ x* [-3,3]

© fo-x-x [0,1]

© fix)=520-2" (03]

@ f=l2 [-L.1]
1+x°

m, ne 2% olmak iizere, fix) = x™ (I - x)" fonksi-
yonunun [0,1] araliginda Rolle Teoreminin hipote-

8. Asagidaki denklemlerin, karsilarinda yazih aralik-
larda bir tek koke sahip oldugunu gosteriniz.

(@) xX+2x-3=0, [0,1]

(b) x'°= 1000, [1,2]

(€) x*-3x=20, [2,3]
2 _

© X~;~0, {1.3]

(d) 2x-cosx=0, [—7,m}

9, Asagidaki fonksiyonlarin kargilarinda yazil aralik-
larda ortalama deger teoreminin sartlarim sagladigi-
n1 gosterip, teoremde ach gecen x; noktalarini bulu-

zini sagladifim gosteriniz. Teoremde ad: gecen ¢

« m R

noktasimn [0,1] araligmm — oranmnda boldiigiinti
n

gosteriniz.

. fix)=1~x% fonksiyonu [~1,1] iizerinde siirekli ve

fH =f1)=0 du. (-1,1) de f(c)=0 olacak
sekilde bir ¢ var mudir? Bu sonug Rolle Teoremiyle
celigir mi?

x, 0<x<1 ise X .
fonksiyonu igin

0|

0, x=1 ise

FO)=f(1)=0 dir. Vxe (0,1) icin f'(x)=1=0 du.
Bu sonug Rolle Teoremiyle celigir mi?

Rolle teoreminden yararlanarak
P+x2+x+1=0

denkleminin bir tek reel koke sahip oldugunu gos-
teriniz.

'+ x5+ +x+1=0 denkleminin bir tek reel
koke sahip oldugunu gosteriniz.

x8 + x — 1 =0 denkleminin sadece iki reel kike
sahip oldugunu gosteriniz.

nuz.

@ fiy=x,

[-1.1]

(b) fix) =322 +6x -5, [~2,1]

() fix)=+x ,

©) flx)=x",

d fixy=+x-1,
(& Ax)=+x(T-x),
—xa L
0 fx)=x+ P
(&) flx)=sinx,
3,

16, flx)={-x"+3x+c,

mx+n,

[9.25]
(18]
[2,5]

[0.1]

(1.2]

o

x=0 ise
O<x<1 ise
1<x<2 ise

fonksiyonunun [0.2] araliginda Ortalama Deger
Teoreminin hipotezlerini gergeklemesi icin ¢, m, n
ne olmalidir? ¢, m, » nin bu degerleri icin teoremde
adi gegen x, noktasini bulunuz.
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73, fix) = x¥* fonksiyonunun [-1,27] araliginda Orta-

lama Deger Teoreminin kosullarimi saglamadigim
fakat [-1, 27] araliginda

AN-A-1

f’(xo): 27-(-D

olacak gekilde bir x; noktasinin varoldugunu gos-
teriniz.

5. [a,b] araliginda f* bir sabit fonksiyon olsun. f nin

[a,b] iizerinde f{x)=mx+ n biciminde bir fonksi-
yon olacagini gosteriniz.

i%. fix) = Ax* + Bx + C fonksiyonunun {a,b] araligin-

s
cO

X

<

. a+ <
da ortalama degerini x,= noktasinda aldig1-

ni gosteriniz.

i, ) =3 ve Vxe R icin f'(x)=0 olsun. Her xe R

icin fix) = 3 olacagmi gdsteriniz.

iZ, Rolle Teoreminden yararlanarak cotx = x denkle-

minin (O,%) de bir koke sahip olduunu gosteriniz.

[YG: (0,323) araliinda f{x) = xcosx fonksiyonuna

Rolle Teoremini uygulayimz.)

-, Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) Vx>0 igin x+—-i—>2

(b) O<x<% igin tanx > x

(€) x>-1 ve O<a<l igin (I+x)*=s1+ox

.. X
(¢) x>0 igin - <arctanx<x
I+x”

(@ x>0 icin —=
T+x

<In(l+x)< x

<

i7, Asagidaki esitliklerle tanimlanan egrilerin konveks

ve konkav oldugu araliklar: belirtiniz. Varsa dontim
noktalarini bulunuz.

@ y=2¢+1 () y=x-3x2+4

3 2
@ y=2 L ocrd

— 43 X
(©) y=x"—x 5 3

4
() y:%-—2x2+4 (f) y=x5-5¢~240

() y=x+1+ M) y=—*

x* 1+x*
® y=e‘"x2 i) y=xvx~1
(G) y=sin2x

12, Asagidaki fonksiyonlann karsilarinda yazili aralik-

larda Genellestirilmis Ortalama Deger Teoreminin
hipotezlerini sagladigin gosterip teoremde adi ge-
gen xg noktalarini bulunuz.

(@ f=x%  g)=x*+2x, -1,
®) fo)=— go‘):'}:‘f’ [12]

. y=x>+bx>+ cx+d erisinin x = | de bir doniim

noktasina sahip olmas: icin b ne olmalidir? Burada
b, ¢, d birer sabit sayidir.

S.y=ax*+bx + ¢ (a#0) egrisinin bir doniim nok-

tasina sahip omadifini gosteriniz.

y=ad + b’ +ex+d (a#0) erisinin daima bir

tek dontim noktasina sahip oldugunu gosteriniz.

27, n € N* olmak tizere, y = x" egrisinin en fazla bir

ddniim noktasina sahip olabilecegini gosteriniz.

5. f ¢ift ve f nin grafigi (0,%) tizerinde konveks ise

(-2 ) iizerinde de konveks midir?

"¢ y =l egrisini ¢iziniz. Bu egri konveks midir?

Bir f fonksiyonunun x = a npoktasindaki limiti arastirilirken, belirsiz sekiller
denilen

o (1] 0 @
'&‘300_005 0-009090091

ifadelerinden biriyle karsilagabiliriz. Bu tip limitler tiirev yardimiyla kolayca
hesaplanabilirler.

0
0

Bu belirsizlik hali agagidaki teorem yardimiyla kolayca hesaplanabilir.

TEOREM 4.9 (.

fveg, a dasiirekli, a nin bir delinmis komgulugunda tiirevli iki fonksiyon
ve bu komsguluktaki her x igin g'(x) = 0 olsun. Eger |

lim flx) = lim g(x) =0 ise
X =4 X-—a

A F® ;
e L |

dur.

fspat : fve g fonksiyonlan a noktasinda siirekli olduklarindan
fla)= il}‘na fx)=0 ve gla)= }19}1 g(x)=0

dir. Buna gore

S0 _ @ -fla)
gl) gl -gla@)

yazilabilir. x > a olsun. Genellestirilmis Ortalama Deger Teoreminden

f-fa) _ )

2= gl@) ~ glx)
olacak sekilde bir x4 € (a,x) vardir. Buna gore

o SO SO -fa) L )
o, glx) =i g(x) - gla) e g'(xy)

olur. x—»a igin xy— a olacagindan yukandaki ifade

F) i L)

lim = lim =
Y—a g(x) x—a g'(x)

bigiminde yazilabilir. x < a igin ispat benzer sekilde yapil.
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Eger }151}1 %:% seklinde ise, yani belirsizlik devam ediyorsa L Hospital

Kural bir kez daha uygulanir. % belirsizlik halinden kurtuluncaya kadar kural

tekrarlanabilir.

ORNEK : lim %— limitini hesaplayimiz.
=12x*-3x+1

0

Coziim : Ah{nl Inx= Jlflm] 2x%-3x+1=0 oldugundan 0

belirsizligi vardir.
1 !

; Inx : 1
Hm =1 X -1
=10y 34 ] -3

olur.

ORNEK : lim 22282 Jimitini hesaplayimz.
= X

Coziim : }1_% x-sinx= &1—% x*=0 oldugundan % belirsizligi vardir.

. x-sinx _,.  1-cos i

lim = lim X 2 lim SIE oy SO5X - L

=0 )C3 =0 3x2 x50 6x =0 6 6
bulunur.

Teoremin ispatindan da anlagilacag gibi, L” Hospital kural sag ve sol tarafli lim-
itler igin de gecerlidir.

ORNEK : lim In(sinx) limitini hesaplaymniz.
x—0* [n(tanx)

Coziim :
cosx
In(sinx) = bm Sinx . |y COSX __tanx
x-0" In{tanx)  x~0" | 4an?x x-0° SINX | 4tanlyx
tanx
tanx . [¢] .
= lim lim —S98% . |y l80X

%0 SINX x 0" | 4tan?y x-—-0° SiRX

2
= i Lttan X:J+O:1
x-0"  COSX 1

olur.

L’ Hospital kurah cesitli sekillerde genisletilebilir. x sinrsiz olarak biiyiittildi-

giinde, yani +c a yaklagtinldiginda éc%c% oranmm% belirsizlik seklini aldigim

kabul edelim. 7 2 0 olmak iizere x :% yazilirsa x — +% icin t — 0" olacaktir.

Bu durumda herhangi bir F fonksiyonu i¢in lim F(x) =L ise limO F (%) =L
X — o0 [

olacaktir. Buna gére su sonucu ifade edebiliriz :

!

SONUC 44 : fve g fonksiyonlar bir M reel sayisindan biiyiik her x nok-
tasinda tiirevlenebilir olsunlar. Ayrica

lim flx)= lim g(x)=0
X+ X =400

i ve her x> M icin g'(x)#0 olsun. Bu takdirde

! i L) i L0 ‘
ey T

dar.
Ispat : f(%):F(’) ve g(%)=G(t) olsun. t — 0* igin ————ggg ifadesi% for-
mundadir. Buna gére
i S8 i PO FO
Rl D el
’ 1 1 1
A0 o LT B
o dim N gy DA gy SO
(0" ,(_1_) IR (_1) x=oo g'(x)
& t I g ! .

olur.
x = —® i¢in % belirsizligi elde edildiginde aym yontemin uygulanabilecegi
aciktir.

. cosL
ORNEK : lim - xx limitini hesaplaymz.

1+x*
i 1 1
sin; cos— 7
fziim : lim = lim
C X—00 X X0 1+x2_2x2
1+ x? 1+
242
= lim cos——l—. lim —%
X -~ X Y- (l—x)

: 4 2
lim cos—l—‘ lim A2l gy
Koo X x—o x4

2
- X
bulunur.
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minde yazilabilir. Bu durumda == belirsizligi % belirsizlige doniisir.
xR

2 . In(sinx) . ...
ORNEK : lim ===l
| i[l;l) In(tans) limitini hesaplaymiz.

e e . . . o .. . .
Céziim : Belirsizlik — bicimindedir. Buna gore
0

cosx
In(sinx)} - lim sinx . p, COSX _ tanx
x—0 In(tanx)  +-0" ] 4tanly x—0° Sinx (1+tan’x)
tanx
1

= lim ﬁT——:I
x=0" 1 +tan”x

esiiligi yardimiyla 0. % belirsizligi % veya =2 haline getirilebilir.
xR

ORNEK : \llfr%) (1-cosx)cotx limitini hesaplaymiz.

Cézitm : cotx = cosx : sinx yazilarak

lim (I -cosx)cotx = lim (1 - cosx)-césx
=0 ¥=0 sinx
. l-¢ . . -
= lim -—ﬂ.hm cosx = lim L__EQS_JL
X0 sinx x—0 x=0 Sinx
= lim Sinx
x—0 cosx
bulunur,
1 1
Bu belirsizlik hali, u —v =Y T K esitligi yardimiyla % belirsizlik haline
W

doniistiirtilebilir,

ORNEK : lim (cotx—%) limitini hesaplayiniz.

Coziim :

. 1 . cosx | . x.cosx-sinx 0
Iim (cotx~-—) = lim (2% - 2= lim 22— —
X0 x ¥~0\sinx x/ x=0 x.sinx 0

. COSX - XSiNX - COSX . xsinx
= lim - =~ lim —
Y- 0 sinx +xcosx ¥~0 sinx +xcosx
. sinx + xcosx 0
= -lim —————="—— == =0

x>0 cosx+COosSx—-xsinx 2

bulunur.

x sonlu bir deere veya =0 degerlerine yaklastigmda y=[u(x)]"™ bigimin-
deki fonksiyonlar bu belirsizlik hallerinden birini verebilir. Bu durumda her iki
tarafin logaritmasi alinarak

Iny = v(x) Inu(x)

esitligi elde edilir. Sagdaki ifadenin limiti, 0. % belirsizligine sahip olur. Bu limit
bilinen yolla hesaplanir.

limlny=A ise limy=e
X~ X—a

olur.

ORNEK : Lim (1-¢)™"" limitini hesaplayniz.
=0

Coziim : 0° belirsizligi vardir. Logaritmasinin limitini hesaplayalim.

sinx . .
lim nQ-¢¥)" = lim vinx In(1=e*) (0.0)
X0 Y0
—_ e'\‘ _
. In(1-¢" . et
= lim ( ) - fim L=e
x=0 x--0° —COSX
sinx sin”x
. sin " x . 2sinxcosx
= lim . =1, lim ==——=——===0
x—0" COSX -0 ]-g* x=0 -
oldugundan
sinx
lim (-9 =el=1]
x—0
olur.
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L
ORNEK : lim* (cotx) ™ limitini hesaplaymniz.

x-0

Coziim : Bu limit «° formundadir. y = (cotx)™ denirse

Iny = ﬁ.lncotx = i%lny:}%ﬁ.lncotx
-1
sin’x _ 1 sinx
= lim ln(lﬁitx»:i% coltx =~ lim SinzxI cosx
’ x x

BT SN Y
x=0s8Inx cosx

olur. O halde

)I/Inx: -1

lim (cotx e
x—0

dir.

. i

ORNEK : rh-{no (I+3x)* limitini hesaplayinz.
. L

Coziim : y=(1+ 3x)7\_ den(i{Se Iny=

In(l+ 3x) olur.
X

lim Iny = fim 2201+ 307
x—-0 x—0 X
oldugundan
i
lim (1 +3x) " =¢

olur.

ftAcC R — R fonksiyonu x € A da tiirevlenebilir olsun. ALimO &£=0 olmak iizere

%: S+ i);%ﬂx) =f) +e
yazilabilir. Su halde
Ay =f(x)ax + e.ax

yazilabilir. Buradaki f(x) Ax terimine f fonksiyonunun sabit x noktasina ve
degiskenin Ax artimipa gére diferensiyeli denir. Bu diferensiyel dy veya dffx)
seklinde gosterilir.

f: A~ R fonksiyonu y = f{x) = x seklinde alisak dy =1 . Ax olur. Diger

taraftan dy = dx olacagmdan Ax = dx dir. O halde ifadede Ax yeter derece kiigiik
ise

Ay = f(x)dx
olur, Yani dy= Ay dir. O halde y=f{x} in diferensiyeli
dy = f'(x)dx

olur.

Diferensiyel tiirev ile dx in carpimu oldugundan tiirev alma kaideleri burada

aynen uygulanir. Ornegin
y=x® = dy=mx™ dx
y = cosx = dy = - sinx dx
y=fglo) = dy=f1(glx) g'x}dx
olur.
f fonksiyonunun ikinci diferensiyeli de soyle hesaplanir :
&y = ddy)=d (Gdx) = (F(x)dx® + 0.f (x)dx
= fr0dx’
Benzer olarak k. diferensiyel
diy = 9 (x) di

olur.

Simdi diferensiyel yardimiyla baz1 sayilarin yaklagik degerlerinin

abilecegini gorelim. Ax ¢ok kiigiik ise
Ay = fix + &) - fix) = Ax. f'(x)
oldugunu biliyoruz. Buradan
S+ M) =fix)+ AL fx)

yazilabilir.
ORNEK : 5 sayisinm yaklagik degerini bulunuz.

Céziim : fix)= Jx seklinde tammlanan f fonksiyonu igin

, |
NX+HAX EVX +AX

2%
yazilabilir. x=4, Ax=1 alinirsa
R i 1_9
/5 =+ = =24 ==
Vi=d+l =241 75 2+4 a 2,25

nasil bulun-

bulunur. Daha yaklagik bir deger bulmak istenirse Ax daha kiigiik secilmelidir.

Ornegin x = 4484 ve Ar=0,16 secilirse

V5 =2,2+0, 16.—1* =2, 2A+ 0,0363636 = 2,2363636

2.(2,2)

bulunur.
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Asapgidaki limitleri hesaplaymiz.

3
. x+5x°-6
lim =—————
x—1 x° -

.__arctanx
lim ————
=0  sinx

. Inx
lim I a—
ol xti2x-3

. xsinx
lim —=iie
x=0 1~-cosx

. x(l-cosx
lim Mﬂl
x—0  x-sinx

n
7 —arctanx
m +—— e
X~
x
oS
fim e
X—a xX-a
lim L=cos Vx
x—0"  sinx
. 4X - 3.\' .
lim 4-3 -1
-1 x-1

lim

x—0 )Cz
X X

.oa -

lim b

x—0 X

l_iml 1-x
T l—sing—x

lim Y2.cosx- 1

i
x—% I~tan~x

. 3tandx - 12tanx
}% 3sindx~ 12sinx

lim
ooy

ln(1+i)
X

tanhx - sinhx

x~0 In(coshx)

-~ 2arctanx

Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

(a)

(©)

(e)

(@

(Y]

lim ln(S{nIZLx_) ) lim e +lInx
x~0 In(sinnx) Yoo Yy
X 2
lim In{x+e*) (@ tim 3x7+7xi_17
Rk R T 2T+ 5K+ 2
lim L% () lin 2R
0t 1127 e secx+ 1
)
lim % () lim A20+2)
x—o Inx X—oo Inx
_Inx
x—-o In(lnx)

Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

(a)

(b)
(©)
©
(d)

(e)

. 1
lim -76"
X = 0G x»

. .3
lim xsin=
Y- X

lim Inxin(x—-1)
x—1

lim (7 - 4xMtanx
s
P

2

lim x'/*sin
x=0

—

Vx

lim 1# (5 arctan\/—x— 4 arctan
=0 xafx 5

Agagidaki limitleri hesaplayiniz.

(2)

(®)

(©

©)

(@

lm(i__l_

=0V X WX

Ii (—1‘—;1

=0 x e

fim (x* \/xz—;i)

. 1 2
lim f——-

=0\l -cosx giplx

@ lim( x -J—)

o mft- ]

X  sinx

(g) Ylim (\/X +1 - \/f;)

ty tim (VT x -V x)
X— 0

Asa@idaki limitleri hesaplayiniz.

B
@) lim (1 +o00)*

() lim x5
x—0"

() lim x*
x- 0"

1
(&) Jim (In)"

(1) lim (%» arctanx)m

X —ce

() lim (tanx)@>
T

X —

4

(b) lim (1 _ 9% )Sin.\'
x=0

)

(d) lim (lnx)T
x=0

=

(H lim (sinx)***
X0

(h) lim (x + sinx)*
x—0*

(1) lim (sinx)®nr

==

2

RS
@ lim (e +i)
X X

-

Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

1

. (1+x)7—77§
@ im0

1
. sinx \ T-cosx
® i [2)

1

© i (e
x=0 X

a, > 0 olmak iizere

lim (
x—0 n

oldugunu gosteriniz.

!
X h X\ oy
GGt ety )

a, b>0 igin
L
X

lim (@*+ 5"~ 1) " =ab

oldugunu gosteriniz.

In(1+x)-In(l-x)
fx) = * !

x#0

a, x=0

bigiminde tanimlanan f: (-1,1) — R fonksiyonunun
stirekli olmast i¢in @ ne olmalidir?

. Asagidaki limitlerin hesaplanmasinda L’ Hospital

Kuralinm yararh olmadigmi gosteriniz. Bu limitleri
bagka yollardan hesaplaymiz.

. /Ox + 1 . secx

a)  lim 2T by 1 -

@ ) NP ®) \_”E‘ tanx
)

-2 x ;
) = x+2, x=0 ise
0, x=0 ise

x+1, x#0 ise
glx)= olsun.
0, x=0 ise

lim -ffi)zl fakat lim S =2 oldugunu gos-
x=0 g(x) x—0 g(x)

teriniz. Bu sonug L” Hospital Kurali ile ¢eligir mi?

fonksiyonunun [O%] aralifinda Ortalama Deger

Teoreminin hipotezlerini saglamasi i¢in m ne
olmalidir?

5. Asagidaki sayilarin yaklagik degerlerini bulunuz.

(a) 7 b) 28 o VT
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lim' Ax) = co durmu

i—a

lim_flx) =+ oo durumu
t-a

lim Ax)=+ oo
s~a

AcCRve f:A— R bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun grafigi sonsuz ¢okluk-

ta nokta icerebileceginden, bu noktalari koordinat sisteminde isaretlemek
miimkiin olmayabilir. Bu nedenle fonksiyonun ozelliklerinin (artan, konveks, vb)
bilinmesi ¢izimi kolaylagtirr.

Egri ¢izimlerine gegmeden once, efri cizimlerine yardimc: olan ve asimtot
denilen dogru ve egrileri tanitmaya cahsalim,

¥ = fix) denklemiyle verilen f fonksiyonunun tanim veya goriintii kiimelerinden
en az biri smirsiz bir kiime olsun.

1) Eger
lim f(x}=+o00, lim_f(x)=- oo
x~a x—da
lim flx)=+oc, lim fix)=- o0
X~a x—a

esitsizliklerinden en az biri saglanirsa x = a dogrusu y = flx) egrisinin bir
: dur denir. Bu durumlarr agiklayan grafikler yanda cizilmistir. Eger

lim fx)= lim fix) =+ o0
X—a X—a

ise efri x = g dogrusuna yukan ucunda iki tarafli teget olacakmus gibi davranr,

lim f00 = lim fx)=- oo

xX—~a
ise, egri yine x = a dogrusuna alt ucunda iki tarafli teget olacakmig gibi davranir.

Diigey asimtotlar, karsimiza daha ¢cok y = —S—E)% bigimindeki rasyonel fonksiyon-
X

larda ¢ikar. Bu tip fonksiyonlarin diisey asimtotlarini bulmak i¢in Q(x) = 0 denk-
lemi ¢oziiliir. Bu denklemin X1, X5, o0y X kOkleri P(x) = 0 denkleminin kokleri
degilse

X=X, X=Xy ,...,X
Px)
Ox)

lerden bazilari P(x) = 0 denkieminin de bir kokii ise o zaman bu noktadaki limite
bakmak gerekir.

=X,

denklemli dogrular y =

egrisinin birer -

xdur. Eger bu kok-

. 2 —
ORNEK : y= L%Sx 14 egrisinin diigey asimtotlarin1 bulunuz.
x° - 4dx

Coziim :
Pdr=0= (P -H=0= 2(r-2) x+2)=0=
X=-2, 5=0, x=2 )

olur. Bu kéklerin x* + 5x - 14 =0 denkleminin kokii olup olmadigini aragtiralim.
x=-2 i¢in 4~10-14=0=>-20=0 bulunur ki bux=-2 nin k6k olmadigm

y

gosterir. x =0 igin ~14 =0 bulunur ki bux =0 1n da kok olmadign gosterir.
Su halde x =-2 ve x=0 denklemli dogrular birer diisey asimtotturlar. x =2
icin 4+ 10~ 14=0= 0=0 bulunur. Bu durumda x = 2 hem paywn hem de

paydanim kokii olur. x = 2 noktasindaki limite bakmak gerekir.

2
lim = +5x-14 2x+5 _9

=2 Pogx Izog 8

oldugundan x =2 diisey asimtot degildir.

1
ORNEK : y=2" egrisinin diisey asimtotunu bulunuz.

Céziim : x=0 diisey asimtot olabilir.
1
lim 2¥=2"%=0, lim2*=2%=c

x—0 x—0"

1
x

oldugundan x =0 bir diisey asimtottur.
ORNEK : y=Inx egrisinin diigey asimtotunu bulunuz.
Coziim :

lim lnx=-
x-0*

oldugu;ldan x=0 diigey asimtottur. y =Inx in grafigi yanda verilmistir.

itur denir. Benzer sekilde

lim fix)=b ise y = b dogrusu bir
X - o0

lim f(x)=c ise y = ¢ de bir yatay asimtottur.
X - 00
Bu durumlar yandaki sekillerde gosteritmigtir.

3x%+ 1

ORNEK : y= 3 egrisinin yatay asimtotlarin bulunuz.
X

Coziim :
2 .
lim f(x)=lim 3exl 3 oldugundan y =3 dogrusu yatay asimtot-
X —Eo ,\atxxz,_zl
tur.

ORNEK : y= Inx egrisinin yatay asimtotunu bulunuz.
X

Coziim :
1

D% _ i X0
x—xoo |

x—to X

oldugundan y = 0 dogrusu (0x— ekseni) egrinin yatay asimtotudur.
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V=4

2
X

x+1

ORNEK ; y= egrisinin yatay asimtotunu bulunuz.

Cozitm :
2
. X~ . 2x
im = lim =40
¥—*o x4 ] x—te |

oldugundan yatay asimtot yoktur.
y=f{x) egrisi i¢in
lim [fx) - p(x)|=0 veya lim |f(x) - p(x)=0
X o0 X —~ -0
olacak gekilde bir p(x) polinomu varsa y = plx) egrisine y = fix) egrisinin bir

=dur denir. Eger p(x) polinomu ax + b biciminde ise bu asimtota
»¢ adi verilir,

3
ORNEK : y=2 +i\ egrisinin egri asimtotunu bulunuz.

x—
Coziim :
Prx
=Xt X+ 24
x=-1 x-1

oldugundan p(x) = x>+ x+2 dir. y= 2+ x+2 egri asimtottur. Ciinkii

2 = lim

X— oo

+x+2)

3
lim ii%-(x

X—oo| X -

2 -
e

dir,

Bu 6rnekten de anlasilacag: gibi, bir rasyonel fonksiyonun egri veya egik asim-
totunu bulmak icin, pay paydaya boliintir. Boliim kismi istenen p(x) polino-
mudur.

Egri asimtotlar i¢inde en ¢ok kullamlanlar
gx) =mx +n

tipindeki egik asimtotlaridir. Simdi asimtotun bu tipte olmast halinde m ve n kat-
sayilarinin nasil hesaplanabilecegini gorelim. Once g(x) = mx + n dogrusunun
egriye x>0 bélgesinde asimtot oldugunu kabul edelim. Bu durumda

o,

YIHTolo [Ax) - g(x)] = \hj& [fx)-mx-n]=0= rli“rrolc .

x-n=0

olmalidir. Bu limitin meveut olmas: icin

lim [M - m]: 0

x—oo| x

olmas: gerekir. Aksi takdirde Emit meveut olmaz. Glinkii ikinci ¢arpamn limiti
+o¢ dur. Su halde

. X
m= lim Sx)
X—x X

olmalidir. m igin bulunan bu deger

n= lim [fx) - mx]

esitli§inde yerine konularak » bulunur. Buna gore

n=lim | fx)-x Yli_’rr;@

olacaktir,

x <0 bolgesindeki asimtot icin, benzer olarak,

m=_lim [l(—x—)}

X — -0 X
- i -x L M]
nfxgrpm[f(x) xxlwnzlOO p
bulunur.

- M3 e
ORNEK ¢ y=+vx"-x egrisinin egik asimtotunu bulunuz.

Coziim :
[of, 1)
Fr il )
m; = lim 2= fim = lim
X=X X—x X X = oo X
o1 1
xl 1 -—= x\}l—— 1
= lim —V % - |im X fim -+ =1
- X x—~co X x—eo ¥ X
n, = lim (y-mx)= lim (Vxl—x -x)
X -0 X =00
2 2
X mX-XT -X - 1
= Xh—ngo 2 N thr'loo 1 2
Xoxtx xfJl-=+1
Voox
oldugundan, e§ik asimtotlarindan biri
—xe
yEETS
dir.
Benzer §iekilde m, ve n, hesaplanarak, ikinci egik asimtotun
—x+l
YETES

olacag: gosterilebilir.

NOT: a>0 iny= Vaxt+bx+c egrisinin egik asimtotu

y=+a

x+i’
2a

TR — b .
dir. x = ® i¢in y:\@(xir%), x> - icin y=-+a (x+§g)dog1ular1 kul-

lanilir. @ < 0 i¢in egrinin asimtotu yoktur.
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ORNEK : y=+dx>+8x+1 egrisinin egik asimtotunu bulunuz. ‘ ; y 5) Degigim tablosn

5
1
- \\ x | —oo -2 \/5 -2 0 2 2 \/-i 4+
Coziim : \ I ‘ ‘ ‘ | "
z - y . — - + - +
g’ y=+a x+—b—|=\@x4r§‘:2|x+1\ «zﬁ\l 27 0 0 0
sy=2leen] 2a 8 NN * v | o 0 16 0 -16 0 +0
b ———— egik asimtottur. Bu asimtot ve egri yanda gosterilmistir. ZA\ \ ‘/ 6) Grafik yanda ¢izilmistir.
=424 8y +1 AN / 3 /
Daha 6nce de belirttigimiz gibi, bir egrinin cizilebilmesi icin o egrinin cesitli \\J/ _____________________ A4
ozelliklerinin bilinmesi gerekir. Simdi bunlarin belli bash olanlarint vermeye ¢a- -6
- lisalim. Bir egriyi ¢izmek i¢in su yolu takip etmek yararlidir. 2
' ORNEK : y= _z_x egrisini ¢iziniz.
1)  Tamm kiimesi bulunur. x4 2t
2)  Asimtotlar bulunur. Coziim :
3)  Egrinin koordinat eksenlerini kestigi noktalar bulunur. Bunun icin v = fix) . L TR
s i — =0 denkl kokleri
esitlifinde x =0 yazilip y bulunur. y nin bu degeri egrinin Oy— eksenini kes- 9] Tamm kilmesi R\ {1} dir, zirax* + 2x + 1 =0 denkleminin
tigi noktanm ordinatidir. y = 0 konularak f{x) = 0 denklemi ¢oziiliir. Bu =1 di
denklemin kokleri, egrinin Ox— eksenini kestigi noktalann apsisleridir. Y =H=-Lan
4)  Tirevi ahnip isareti incelenir. Béylece fonksiyonun artan ve azalan oldugu 2) x=-1 diigey asimtot, y = | yatay asimtottur. Zira
araliklar bulunur. Maksimum ve minimum noktalar tespit edilir.
. . 2 2_ .
5)  Ikinci tiirev bulunur. Isareti incelenir. Boylece fonksiyonun konveks ve lim _x-l4—2 =-00 , lirP x -4 _ 1 dir.
konkav oldugu araliklar tespit edilir. Fonksiyonlarin biiylik cogunlugunda =ol(x+1) TER x4 D)
bu durum, ¢izim esnasinda kendiliginden olustugundan cogu zaman bu o
maddenin incelenmesine gerek kalmaz. Bu nedenle cizimlerin bir¢ogunda 3) x=0 iciny=~4, y=0 igin
bu maddeyi atlayacagiz. .
e e e A F-d=0=2 @+ x-2)=0 =x=-2, x=2dir
6)  Degisim tablosu yapilir. Degisim tablosu yukaridaki bilgilerin yeraldig: bir
tablodur. Bu tabloya gore ¢izim yapilir. Buna gore egri Oy eksenini (0,-4) , Ox— eksenini (-2,0) ve (2,0) noktalarinda
7)  Tabloya gore ¢izim yapilir. keser.
Simdi birkag egrinin grafiklerini cizelim. 4 y= 2 (2 20+ 1) = Qx+ D(x°— 4) _ e+ 1)(2x +8)
) (x+1? @+ D*
ORNEK : y = x%~ 8x? egrisini ciziniz.
. - a =4
Coziim : Y=0=2x+8=0= x= 4=>y—3
1) T'=R = (-2, o) bulunur. (x + 1 = 0 oldugunda payda da sifir olacagindan x = -1 in kék olarak
2) Asimtot yok. alinmadi8ina dikkat ediniz.)
¥
3) x=0i¢in y=0 dir. y=0 igin 5) ~ Degisim tablosu
B8P0 = 22 -8)=0 = x;=x,=0, 322242 , x, =247 P 473 x| - 4 - 1 0 2 +o0
7 Ay 1 e T 1
olur. \ - % + Q - | - + ‘ + | +
4 year - l6x=4x(x’- 4) DR W x v 1 T A 0 Nl o T Ty 7
Y=0=x=0, x,=-2, X3=2 \ - ’
I\ Grafik yanda gizilmistir.
bulunur.x; =0 igin y; =0, x,=-2 i¢in y, =-16, x3=2 igin y= 16 olur. g / 6 ratit yanda & }
i
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ORNEK : y:x+% ve y=

x+ %] egrilerini ciziniz.
Coziim ¢
D T'=R\{0}
2) x¥=0 digey asimtot, y = x egik asimtot
3) X = 0. da fonksiyon tammsiz oldugundan, egri Oy— eksenini kesmez.
9 y=1-L ye0m 2120 = x=-1, n=1 our.
X
Buna goére y{;(éz, Ya :édir.

5) Degigim tablosu

X | 0 [ X 1

£ 0 - ~ 0 4 v
kTG e e G

6) Grafik yanda ¢izilmistir.

Bolim 1 de anlatildig: gibi

y=Iflx)l in grafigi gizilirken y =flx) in grafigi ¢izilir, Ox— ekseninin tistiindeki
parcalari aynen birakilir. Eksenin altinda kalan pargalarin eksene gore simetrigi

alinir. Buna gére y=|x+ % in grafigi yandaki sekilde verilen grafik gibidir.

x+1

ORNEK : y=c¢ * crisini ¢iziniz.

Coziim :
)  T=R\{0}
x+ 1 x+1

2) lime * =+c0, lime ¥ = ®=0 oldugundan x = 0 bir diigey asim-

x—-0" x -0
tottur.

x+1
lirP ¢ " =¢ oldugundan y=e yatay asimtottur.

Y-t

3) x¥=0 datammsiz.e * >0 oldugundan ¥y =0 olamaz. $u halde egri ne

Ox~ eksenini ne de 0y— cksenini keser.

x+1

4) y=e ¥ (— %) <0 oldugundan, fonksiyon tanimlh oldugu araliklarin her-
x°

birinde azalandir.

5) Degigim tablosu

X |~ 0 +
¥y - 1 -
yie Ty 0 4 T e

6) Grafik yanda ¢izilmistir.

ORNEK : y=vx>-2x-3 egrisini ciziniz.
Cozitim :

D x*-2x-320 = x=-1 veya x= 3 olmal

Tamm kiimesi T = (=, —=1] W [3,4+%) olur.
2)  y=+va
lim Vi - 2x;_§:+oo dur.

Tk x

3) x=0 igin fonksiyon tammh degil. y =0 icin

e L‘ = y=lx- 1 egik asimtot
2a

P-2x-3=0 = x;=-1, x,=3 olur.

y=0=x=1 olur.

; 2x-2 _ x=-1
vy 2 Tz
2Vx*-2x-3  Nx"-2x-3
x=1 de fonksiyon tanimh olmadigindan tiirev de yoktur. x < 1 igip tiirev
negatif, x > | igin tiirev pozitif olacagindan, (-e, —1] araliginda y'<0 , [3,+%)
araliginda y> 0 dur.

5) Degisim tablosu
x |~ I
T ;
T +00 T 0 0—" +®
6) Grafik asagida ¢izilmigtir.
y
-1 |0 .1 3 X




@ 7

(@2 @)

(fib) 8 (0))

Pl

T
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ORNEK : y=1In*= } egrisini ciziniz.

X+
Coziim :
x-1
1) x+1>0 =x<-1 veya x>1 olmali T=R\[-1,]]
2) xlimaoln i; % =In1=0 oldugundan y =0 yatay asimtot
li x=-1_ ; x=1__ 4
. _erz]]‘[n ] + 0, Xh_rri‘ln YIS oldugundan

x=-1vex =1 birer diisey asimtottur.

3) x =0 da fonksiyon tanimh degil, y =0 = X } =l =2x~1=x+1
X+

olur. Céziim kiimesi bogtur. O halde fonksiyon her iki ekseni de kesmez.

. 2
4) y—H(x+1)2(i;L> >

0 oldugundan fonksiyon tanimhi oldugu araliklarda

+1
artandir.

5) Degisim tablosn

¥ | = — +0G

0 — 7 4o o 7

6) Grafik yanda verilmistir.

X0y~ diizleminde hareket eden bir pargacig: gozoniine alahm. Bu pargacigin ¢iz-
mig oldugu efrinin (yoriingenin) denklemini x ve y cinsinden ifade etmek cok de-
fa miimkiin olmayabilir. Hareketlinin bulundugu noktanin koordinatlar: t zama-
mnin fonksiyonu olacagindan, f ve g birer siirekli fonksiyon olmak iizere,

x=ft), y =g
bigiminde ifade edilebilir. Buna gére, ¢ bir arahg: taramak iizere
x =), y=g®

den.k.lemlveri bir efri tamimlar. Bu denklemlere egrinin parametrik denklemleri ad:
vi:r?ll-r. Eger ¢ nin taradig1 aralik [a,b], yania << b ise (fla), g(a)) noktasma
eg“nnm b2i§1'ang1g noktasi, (f{b).g(b)) noktasina egrinin bitim noktas: denir.
Boylece egri iizerinde bir yon de tanimlanmig olur.

Bircok uygulamada t zamam gosterir. Fakat bunun diginda bagka seyler de gos-
terilebilir. Ornegin bir aginin dl¢iisiinii, bir noktadan uzakhgim da gosterebilir.

Simdi bazi egrilerin parametrik denklemlerini elde edelim.

ORNEK : Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi x* + 3 =1 olan cem-
berin bir parametrik denklemini yazimz.

Coziim : P(xy) noktasini O(0,0) noktasina birlestiren dofru parcasinn Ox-
ekseni ile yapmig oldugu agumn Slgiisii ¢ olsun. P nin koordinatian

X =CO0St, y = sint
olacaktir,
P(x)y) noktasmnmn ¢emberi ¢izmesi i¢in A(1,0) noktasindan hareket edip yine ay-

ni noktaya geldigini diisiinelim. Bu durumda ¢ parametresi 0 dan 27t ye kadar de-
gisir. Su halde gemberin parametrik gosterimi

X=Cost
y=sint

olacaktir.

O=<t=2m

22
ORNEK : Kartezyen koordinat sistemindeki denklemi —)% + % =1 olan elipsin
a

bir parametrik gosterimini yaziniz.

Coziim : O(00) merkezli ve a yaricaph asal gemberi ve b yaricapli yedek gem-
beri cizelim. Elips izerindeki P(x,y) noktasindan Ox— eksenine gizilen
dikdogrunun uzants: asal cemberi Q da kessin. OQ ile Ox—ekseninin olusturdugu
acinin $lciisiine t denirse

x=acost, y=bsint

olur. P tiim elipsi dolandiginda ¢, 0 dan 27 ye kadar degisir. O halde sézkonusu
elipsin parametrik denklemi

=i1=2n

xX=acost
y=bsint

olur.

ORNEK : Bir yatay dogru iizerinde kaynaksizin yuvarlanan a yarigaplt bir ¢cem-
ber iizerinde alman bir P noktastnin geometrik yerinin (ydriingesinin) denklemi-
ni yazimz. .

Cozitm : Cemberin yuvarlandigi dogru Ox— ekseni olsun.
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P(x,y) noktasinmn hareketin baslangi¢ aninda orijinde bulundugunu kabul edelim.
P noktasiyla gemberin M merkezini birlestiren MP dogru parcas1 ve M noktasini
¢emberin Q degme noktasina birlestiren MQ dogru parcasinin olusturdugu PMQ
agisinin lctisii ¢ olsun.

'@| =at , O0I=IPQOl=ar oldugundan

=
i

IOKI = 100! - IKOl = |0Q| ~ |PN! = at —~ a sint

a(t — sint)

bulunur. Benzer gekilde

¥ IPKl = INQI = |MQ! — \MN| = a - a cost
= a(l - cosr)
olur. Buna gore sikloid denilen bu egrinin parametrik denklemi
x=alt~-sinn
y=a{l - cost)
olur.
ORNEK : r yarigaplt C merkezli bir cember 0(0,0) merkezli, a = 4r yarigaph
bir gember i¢inde kaymaksizin yuvarlanmaktadir. Yuvarlanan bu cember iizerin-
de igaretlenen bir P(x,y) noktasinin ¢izmig oldugu egrinin denklemini yaziniz.
Cozitm : P noktasmnmn baglangic aninda A noktasinda bulundugunu kabul ede-
lim. Iki ¢cemberin /rr\lerkezlerini birlestiren dogrunun Ox- ekseniyle olusturdugu
agim Slgiisii 1, MCP agisimin Slgiisii o olsun.
7= 7l
olacagindan
drt=or = o =4t

bulunur. Diger taraftan

m(@)+o¢:~§~+[

olacagindan

m(L/C\P):-TZE—H—oc:%H‘4t=%~31

dir.

P(x,y) noktasinin x ve y koordinatlarim hesaplayalim.

x = |OKl = |0H| + |HK| = |OH! + ILPI
= 3rcost+rsin (L/CTJ)
= 3rcosf+rsin (%~3r)

= 3rcost+ rcos 3t
= 5 (3 cost + 4 cos’t — 3cost)
= 4rcos’t = acost

bulunur.

y = |PKl = ILH = I|CH| - ICL}
o~
= 3rsint - r cos (LCP)
= 3rsint —r cOS (—5— - 3!) = 3rsint — rsin3t
= r (3sint - 3sinf + 4sin’) = 4rsin’t = a sin’t

olur. Su halde Astroid (yildiz egrisi) denilen bu egrinin parametrik denklemi

3
= “f
*x acos , 0= r=2n

y= asin’t

olacaktir, Bu denklemlerden

1 .
()} omr- 2]
a a

_l B
(X>3:sinl:> (X> "= sint
a a

yazilabileceginden

)

olur. Su halde Astroidin kartezyen koordinat sistemindeki denklemi

ol

2
=cos’’,

1o

X3 4§23 = g2
olacaktir.
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Asagida denklemleri verilen egrilerin asimtotlarin:

bulunuz. M y=—=* @ y= :Y_z yx-1 y=x- x? egrisine x = 0 absisli noktasmcvlan cizilen 1
x+1 -3 1 ° (- 1) tegetin Ox— ekseniyle yapmig oldugu agin |
= -3x e

@ vy 1 () y= Y M e Paxel " i olciistinii bulunuz. -‘
Tox-1 vor=s 7 |

- x-1 |

© vy xz_ ii% ©) y= 271 (i y_,*Q : ( 1 ) 12, Myt = am™n egrisine (xg,yp) noktasindan cizilen ‘
T x-3 G y=—g— \ tegetin denkleminin :

@ y=—* 3 2x x"-4 ‘ Merkez agisimin Slgiisii o, yarigapt R olan bir daire | ‘
771 +1d @ y= x-1 &) y= ) O y=— 3 5 | myo(x - Xo) + 1 X (v ~ ¥o) =0 diliminden, taban yaricapi r, yiiksekligi 2 olan bir ‘

Jx + 1 o x* ; (- 1) \ . L koni yapiliyor. Bu Kkoninin maksimum hacimli |

® y= Nl (8) y=x"- 4x m) y= WE'T @) y=x- 1 | olacagin gbstermiz. olmasi igin o ne olmalidir? |
x- P ‘ !

(0) y=x2+£ ©) y= -8 } 4x? + y? = 72 egrisinin (4,4) noktasinda kesigen i

B x* . x 2 i tegetlerinin denklemini yaziniz. |
S g CErisinin diisey asimtotlari arasin- ® y- 222 o . % |
. S 3 - !
daki uzakligin 5 birim olmas icin  ne olmaldir? 2+l YTV l‘ 4. Bir f fonksiyonu igin i

2x* : ,

© = ® y=L-1 AT ECEECERIEED : |
_ x? x° X i ) 40cm \
. 2’1?-2 egrisinin diisey asimtota sahip ol- M y=2x-4 ) y= NP | dir. f fonksiyonunun yerel ekstremum ve doniim Sekildeki hamur teknesinin boyutlari lizerine yazﬂ-
mama * , } noktalarm bulunuz. mgtir. Bu teknenin hacminin maksimum olmast !
$1 i¢in m ne olmalidir? () y=uxlnx ") y=In i;ﬁ) 1 igin 8 kag derece olmalidir? |
1-x2 i

f ¢ift ve f nin grafigi (0,+%) iizerinde konveks ise

1 L 67] =x1-x% —e© ' N s |

y:‘-l-_ej efrisinin asimtotlart hangi noktada ’ @ y=e ‘\ (-=»,0) tizerinde de komveks midir? 2. Sekildeki pencere bir dikddrtgen i

kesigir? o ! i o o ) ) ile bir yarimgemberden olugmus- b

8. y=2rarctanx egrisinin egik asimtotunan denklem- | ¢ Belli bir lacm etkisinde tutulan bir bakteri toplu- tur. Pencerenin cevresi 40(w + 4) f

ini bulunuz. : Jugunun gelisim fonksiyonu, ¢ saat olarak zamant, y cm olduguna gbre, pencerenin en i i

_xi—dx=5 .. Xoordi | de sayy: gostermek fizere fazla 131k gegirmesi igin boyutlar: i
=" efrisi i ; ‘ g ‘

Podeea E s1 koordinat eksenlerini hangi ‘ = (1007 + 10% + 2104 ne olmalid? y

noktalarda keser?

2
_X—bx+d o i
“x2+ 4-— egrisinin Ox— eksenini kesmemesi

i¢in b ne olmalidir?

Asafida denklemleri verilen egrilerin grafiklerini
ciziniz.

fe)

(x ,y}), (x3:y,) noktalanndan gecen dogrunun para-
metrik denklemini yazimz.

- b yarigapli bir merkezil gembere igten teget ve ya-

ticapt ala < b) olan bir ¢ember veriliyor. Kiigiik
gember biiyiik gembere teget olacak sekilde hareket
ettirildiginde, kiigiik ¢ember tizerindeki sabit bir
nokta bir efri ¢izer. Hiposikloid denilen bu egrinin
denkleminin

ile verilmektedir.

a) Baglangigta toplulugun kag tyesi vardi?

b) Kacmcr saatten sonra toplulukta azalma
baglar?

¢) Kag saat sonra topluluktaki tiim balkteriler
oliir?

R yarigapli bir kiireyi iginde bulunduran bir dairesel

;. Asagidan yukariya dogru atilan bir cismin yiiksek- |

ligi S metre ve 7 saniye olmak lizere |
S=112 + 96t - 16

ile veriliyor. i

a) ¢=0 amndaki ivmesini bulunuz.

b) Cikabilecegi maksimum yiiksekligi hesaplay1-
niz. |

i

l
(@ y=xt@x-1 ) y=x5— x> x={a—b) cost + b cos a-b, ‘ dik koninin hacmi en az kag br’ olur? T . i
y=x"~x b ‘ ¢) S§=0 icin ivmesini bulunuz. 5
() y=3x-x © y=-—% . ~b ' |
y= = (a - b) sint - b sin% | s |
, x-1 y=( ) sint — b sin b ‘ ‘i %, Hacmi V olan bir koninin yanal yiizey alani en az ( ) |
! i 1 i
@ yv x s olacadint edsteriniz. b = ] ) i kag birimdir? [Taban yarigapt r, yiiksekligi 7 olan Jim x2leX = ¢¥¥7) limitini hesaplaymz. :
= - (&) y= — 1_ in 12 . gbsteriniz. b = 4q olmasi durumunu ince- ‘ koninin yanal yiizey alam S=gr/r +h” dir ] X |
|




G. W. LEIBNIZ (1646 - 1716}

| Temmuz 1646 da Leibzig’de dogdu. 6 yaginda ahlak
ilmi 6gretmeni olan babasm: kaybetti. Leibzig’de bir
okula devam etti. Babasin kiitiiphanesindeki kitapla-
11 siirekli okuyordu. Ozelikle Tarih bilgilerini hevesle
Ogreniyordu. 8 yaginda Latince 6&renmeye baslad. 12
yagina geldiginde Latince siir yazacak kadar bu dili
ilerletti. Daha sonra kendi gayretiyle Yunanca §gren-
di. Bu devirde zihinsel faaliyetlert ¢ok iyi igliyordu.

15 yagima gelmeden, klasiklerin ve hiristiyan bityiikle-
rinin ortaya koydugu Iskolastik mantigi diizeltmek
icin “Characteristica Universalis™ adli caligmasini ya-
yinladi. Ingiliz matematikeisi Boole'nin de sdyledigi
gibi, sembolik mantik Leibniz’in Characteristica’sinin
bir pargasidir.

Leibniz 15 yaginda Leibzig Universitesine bir hukuk
Ogrencisi olarak girdi. Fakar tiim zamanr hukuka
vermiyordu. 11k iki yil birkag felsefe kitab1 okudu. Za-
manin filozoflarr olan Kepler, Galile ve Descartes’in
kesfettigi yeni dinya hakkinda bilgiler edindi. Sonug-
ta matematik 6grenmeden bu ilimleri kavramanin im-
kansiz oldugunu gérdit. 1663 yihmn yazint Jena Uni-
versitesinde gegirdi. Orada taninmug bir matematikgi
olan Erhard Weigel’in derslerini izledi.

Leibzig’de déniince yine hukuka bagladi. 1666 yilinda
hukuk alamnda Doktora smavina hazirdi. Bu ddnem-
de Newton diferensiyel ve integral hesap ite ilgili dii-
stincelere dalmisti, Cok genc olmas) ve tiim profesor-
lerden daha iyi hukuk bilmesinin yaratug kiskanglik
nedeniyle ona doktor iinvans verilmedi.

Leibzig Universitesinde egemen olan tutucu diisiince~
den nefret eden Leibniz, dogdugu sehri birakip
Niirnberg’e gitti.

Kasim 1666 yilinda Alfdorf Universitesi ona doktor
iinvam verdi. Leibniz hukuk derslerinin diizeltilmesi
icin bir¢ok yazilar yazdi.

1666 dan itibaren olasilik kuramn ile ilgilenmeye bag-
ladi. Bu siralar hukuk 6grencisiydi ama olasihk kura-
mi hakkinda eserler veriyordu.

Matematik Leibniz'in zekasinin figkirdig1 bir sahadir.
Bundan baska hukuk, tarih, din, siyaset, mantik, meta-
fizik ve felsefe konularinda ¢ok sayida eser vermistir,
Bundan dolay: kendisine “evrensel deha” denilmekte-
dir. Onun matematige en biiyiik katkisi diferensiyel ve
integral konusundaki siirekliligi, olasiliklar kuramin-
daki siireksizligi analize sokmasidir. Zaten Newton’la
anlasamadig1 konu da olasilik kuramudir. Soyut olasi-
liklar kuramunin Snciisii Leibnizdir.

Leibniz matematik ve mantk alaminda gaginm iki
viizyll ilerisindeydi. Diferensiyelin geometrik yoru-
munu verdi. Bu matematige en biiyiik hizmetti.

Stireklilik ve siireksizlik ya da analitik ve olasiliklar
gibi, matematik diigiincenin iki karsit alaminda fikir
ylirlitmiis bir matematikei daha olmamigtir. Leibniz’in
olasihiklar kuramuyla ilgili cahgmalart yagami stiresin-
ce deZerlendirilememigtir. Ancak 19. yiizyilda
Boole’nin ¢aligmalanyla bu eserler hakettigi degeri
kazanmigtir,

Leibniz son 40 yilin1 matematikten uzak, Brunswick
ailesine hizmette gegirdi. Eger tiim hayatinl matema-
tikle gecirseydi, bu giin ¢ok farkl: bir yerde olacakt1.

Ne hazin bir cagda yagiyoruz. Bir ényargmv ortadan kaldirmak, bir atomu

parcalamaktan daha giic.

Albert EINSTEIN

Bir bakima tiirev alma igleminin tersi olan integral alma islemi, hemen hemen
tiim bilim dallarinin ¢ok ihtiyac duydugu matematik konularinin baginda gelir.
Biz bu boliimde temel fen ve iktisat derslerinde karsilagilmast muhtemel olan,
biitiin integral tiirleri i¢in ¢6ziim yollarint detayl olarak ele alacagiz.

TANIM :
Jfix) tammli oldugunda
F'(x)=fx)

bagmtisini saglayan bir F fonksiyonu varsa bu F fonksiyonuna f nin bir

a idir denir.

ORNEK : flx)=2x bigiminde tanimlanan f fonksiyonunun baz1 antitiirevlerini

bulunuz.

Coziim

Flx)=xt+1, G)=x-3, Hx)=x= /5
olacagindan

Ax)=x2+1, Gx)=x"-3, Hx)=x* -5

bigiminde tanimlanan F, G ve H fonksiyonlari f nin birer antitiirevidir. Bunlar
gibi daha sonsuz ¢oklukta antitiirev bulunabilir. Bu antitirevlerin ortak dzellik-
leri, aym apsisli noktalardaki tegetlerinin paralel olmalaridir.

TEOQOREM 5.1: I=(g,b)agik aralifinda F’'(x)=f(x) ise,/ lizerinde f nin
herbir G antitiirevi, C bir keyfi sabit olmak iizere
Gx)=flx)+C

bigimindedir. Bagka bir deyisle, iki antitiirev arasindaki fark sabittir.

|
|
|
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Ispat : Tiirev konusunda goriildiigii gibi, her x € 1 i¢in g'(x) =0 ise, g(x) =

yani sabit olur. G de bir antitii
lizerinde rev oldufundan G'(x) = fix) dir. Buna gore, 1

(G&) - Flx)) = fix) - fix) = 0

olL_lr. O halde G(x) - F(x) sabittir. Bu sabite C denirse
Gx)-F(x)=C

buradan da
Gxy=F(x)+ C

bulunur.

Boylece £ nin herhangi bir F antitiirevi bilindigi i i
0yle ilindiginde, t i
bigiminde olacaktir. y o antrevler fo + €

TANIM ;

S bir fonksiyonun turev1 olsun f nin tiim antlturevlermm sinifina #

siyonunon x degisk beli

/ﬂx)dx

ile gosterilir, / simgesine int

integrasyon «

i ad1 verilir.

Bu tanima gére f fonksiyonunun bir antitiirevi F ise,

/f(x)dx:F(x) +C
olacaktir. Su halde,
Fx)=fx) o /ﬂx)dx:F(x) +C

olur. Integrasyonu sabiti denilen bu C sayist herhangi bir sabittir.

/ fix)dx integralini hesaplamak demek £ nin antitiirevierinin sinifim bul-

mak demektir.
ORNEK : / 3x%dx integralini hesaplayiniz.
Coziim : (') =312 olacagindan

/ 3x%de=x3+ ¢

olur.

Bir integral alma igleminde, integrali alinacak olan ifadenin hangi fonksiyonun
tiirevi oldugu gériilebiliyorsa, bu fonksiyona keyfi bir C sabiti eklemek suretiyle
integral alinmuig olur. Buna gore, tiirev konusunda gordiigiimiiz bagmntilar
yardimiyla agagidaki integral formiilleri yazilabilir :

m+l
1) fx"’dx— —+C (m#-1) 8)/ =tanx+ C
+1 cos’x
2) /—di:ln\xHC 9) / =zarctanx+C
x 1+
3) /a*dx:a—x+C (a>0) 10)/ X —arcsinx+ C
lna 3
4) /e"dx:e"#(,‘ 11) /sinhxdx:coshx+(,‘
5) /sinxdx:—cosx+C 12) fcoshxdx:sinhx+()
6) /cosxdx:sinx+C 13)/ nx+\/1*+7x_) C
V1 +x°
dx 2
7 _/~~—:—cotx+C 14y | —Z e+ VP2-1)+C
‘/\xz—l

s x
]

Simdi belirsiz integrallere ait bazi 6zellikleri inceleyelim.

(zeltil 1 : Hera reel sayisl icin
[aﬂx)dx:a/ﬂX)dx

dir. Yani integral icindeki sabit ¢arpan integralin digma ahmabilir. Bu 6zelligin
saglandigim Boliim 4 deki

d gL
E;[aF(x)LadxF(x)

tiirev alma kuralim kullanarak gosterebiliriz.

(zeliik 2 : Sonlu sayida terimlerin toplamindan olusan bir ifadenin integrali, bu
terimlerin ayri ayri integrallerinin toplamina esittir :

1o+ sde= [ o+ [ g

dir. Ozellik 1 ve 2 gbzdniine alimirsa, a ve b gibi reel sayilar olmak iizere,
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/[a Ax) +bg(x)]dx=a ff(x) dx + b/g(x) dx

yazilabilir.

ORNEK :
1:/(6x2— ax +3) dx

integralini hesaplayiniz.

Coziim :

3 2
1:6/x2dx-4/xdx+3/1.dx=61‘3~-4x7+3x+c
=25 - 2x% 1 3x4C .

ORNEK ;

I:/(2sinx+10\/;3—+5)dx

X
integralini hesaplayimz.

Coziim

l:2/sinxdx+ 10/x3/2dx+ s/idx
X

5/2
=2(-cosx) + 1015‘77+ 5inlxl+C

~ZCosx+4\r"F+51nlxl+C .

ORNEK :

4 .2
[—/(—T+3e“— 7)dx

cos” x L+x*

integralini hesaplayiniz.

Coziim :

1=a [ L dev [erde-2 [~

cos”x 1+x*

=4.tanx+ 3¢ - 2arctanx + C

ORNEK :

[ 2 |

2
Vx Vi+x?

integralini hesaplaymiz.
Coztim ¢

I= /(sz"éé+ L2 ’)dx

JrooWx o Nx eyt

= 5/x3/2dx—6f,x”2dx+3fx’”2dx+2/

5/2 372 1/2
X
X X 3

577037 T2

+ Zln(x-;‘\fﬁﬂ—x—z)

N [ra—
- 2x5/3%4X>/3+6x”2+21n(x+\/1 X )*C

. . - J—
= 2% —4x® +6+x 2l T+ C
olur.

ORNEK :

IZI[(?’sirmer26"*“'_57 )a’x
sin” x

integralini hesaplaymiz.
Coziim :

. d
I = 3/5inhxdx+2f€"dx+5f : f
sin”x

= 3coshx + 2¢° - Scotx + C

olur.
ORNEK :

f (P+3%dx
integralini hesaplaymiz.
Coziim :

X

4
_ 3
1= [Ra [asdpegsec

bulunur.

dx
[ 2

V1 +x”

+C




216

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

(b) /(1 - 22w 35 dx

6 372
( ——+ 2% "~ 1)d
c) /(x2+ X ) x
© _/(3\/'x2+ )dx

4 4.3
@ [Bode5
3x”

4
i

(e) /(sinx+ 4 = )dx
VI-x

@ [t ea

N/I—(—xz
)] /(*—3;‘ '47 )dx
cos ™ x Sin~x

) f V(1= 3 e
(h) /(xz- D -1%dx

(0 /(*,i_ + ,L)dx

2
VIi-x*  Vi+x?

) /(3 coshx - 2cosx)dx
0) / (x+ 1)ax
dx

& | ———
/(x_s)l()

(1)) /vg(l - x)dx

(m)/(2"+x2)dx

(3x + 2)2

(n) ]—\E‘—dx

(0) f @) ax

() /(x3)72dx

@ / (4x®~ax+ 3ax M

Gt

® /‘(x -2y dx

don
(r) /(nx) " odx
(s) /X(x +a)(x + b)dx
s /(a +bx%) dx

® /(02/3-—,v2/3)dx

@ / (xm _ xn)' i

Jx

— 4
(i) f Wa-x)”
~ax

(v) /tan Zxdx
) / 3 e dx

@ [(F+ D=7+ Dar

2

/sinxcosx:%sin x+C

/sinxcosxdx:—%coszx +C,

esitliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.

2

Fl(x):%sinzx. Fz(x):—%cos x

icin F(x) - F, (x) ifadesini hesaplayiniz.

1
Fi(x)=——— =X
I<) 1-x FZ(X)~1—X
fonksiyonlarinin her ikisinin de
S = — >
(I-x)

fonksiyonunun birer antitiirevi oldugunu gosteri-
niz.

Fi(x) ile Fy(x) arasinda hangi bagmi vardir?

PN

U

"(;:7

i

3
/xzﬂx)dx:—);—(3lnx~l)+c

esitligini saglayan flx) ifadesini bulunuz.

/xzexdxz(Kx2+Lx+M)ex+C

esitligini saglayan X, L, M sayilarini bulunuz.

6
/xslnxdxz-gfé-(Alnx+B)+C

esitligini saglayan A, B, C sayilarini bulunuz.

f(x)=2x+3 ve fI)=2

bagintisint saglayan f{x) ifadesini bulunuz.

Tiirevi kendisinin iki katina esit olan pozitif bir f
fonksiyonu i¢in A0) = 1 oldugu biliniyor. fix) ifa-
desini hesaplayiniz. '

Her noktasindaki tefetinin egimi o noktanin apsi-
sinin iki katina egit olan ve (-1,4) noktasindan ge-
cen egrinin x = 1 apsisli noktasindaki tegetinin
denklemini bulunuz.

Her noktadaki tegetinin egimi, o noktanin apsisi ile
ordinatt carpimina esit olan ve (0,2) noktasindan
gecen egrinin denklemini bulunuz.

Jast
.y

i, Tiirevi kendisine esit olan negatif bir f fonksiyonu

icin f-1)=-1 ise, f(0) nedir?

fvmesi sabit @ degerine esit olan bir hareketlinin
t =0 amndaki hizt v, , baslangigtan uzakligs s,

olsun, Bu hareketlinin t anindaki hizinin
V=V +at,
aldig: yolun

1
s=30+v0r+7a12

olacagini gosteriniz.

13, Hareket halindeki bir aracin frenine basildiginda,

ara¢ tamamen duruncaya kadar 40 metrelik bir fren
izi meydana geliyor. Frene basildiginda hareketin
ivmesinin 20m/sn”> oldugu bilindigine gore, frene
basildig1 an aracin izt kag km/saattir?

Yiiksek bir kuleden serbest birakilan bir cismin ¢
anindaki v hizim ve S yolunu veren formiilleri bu-
lunuz.

(Cismin kiitlesi m, yercekim ivmesi g oldugunda,
cisme etki eden kuvvetin ' = mg oldugu bilinmek-
tedir.)
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[ele]

Bazi durumlarda, integrali alinacak ifadenin (integrantin) hangi ifadenin tiirevi
oldugunu gormek, ¢ok zor olabilir. Bunun i¢in bazi integrasyon yontemleri gelis-
tirilmigtir. $imdi bu yéntemieren en kullamgl olanlarini verecegiz.

¢ strekli titrevlere sahip bir fonksiyon olmak iizere x = o(r) doniisiimii
yapildiginda, dx=¢'(f)dt olacagindan

[ e = [ g

integrali bulunur. Integral hesaplandiktan sonra = ¢~1(x) doniisiimi ile tekrar x

deiskenine déniiliir. Bu nedenle ¢ fonksiyonu, tersi olan bir fonksiyon olmali-
dir.

ORNEK :
/ (1-4x°dx

integralini hesaplayiniz.

Coziim : | — 4x = ¢ denirse, 4ddx=dt = dx = —% dt olur. Bu degerler integ-

ralde yerine yazilirsa

7
40 dx :/6(-i) i
/(1 x) t 7] dat 7] 7+C
=L _ayy
= 28(1 1)+ C
bulunur,
ORNEXK :

/ (4+Inx)’ e
X

integralini hesaplayiniz.

Céziim : 4 + Inx = ¢ denirse %dx:dt olur. Bu degerler integralde yerine
konursa

5
/Midx:/tsdl:iz%r C:i(4+lnx)6+C
X 6 6

olur.

ORNEK : / —e/\; dx integralini hesaplayimz.
VX
Coztim : x =7 denirse, dx =2t dt olacafndan
Y ' -
/£~dx:/8—21a’t:2/e’dz=2e’+ C=2" +C
Jx t

olur.

ORNEK : f tanxdx integralini hesaplayniz.

ise cosx = f_denirse —sinx dx = dr olacagindan

/tanxdx:f—sm—xdxz —ﬂz—lnlzh C=-1Inlcosxi+C
cosx 1

bulunur.

ORNEK : f dx integralini hesaplayiniz.

4
X

10

X

1+

Coaiim : x* = ¢ denirse, Sx*dx = dt olacafndan

f E dx:l[ dt :%arctanHC:%arctanxﬂC
5 B :

1+x'0 1+
olur.
ORNEK : / u'((x)) dx integralini hesaplaymiz.
u(x
Coziim :

u(x) =t denirse, #'(x)dx =d! olur. Buna gdre

W) oo fd = c
/de—./ . =Inltl+ C = Inlu(x)| +

bulunur. O halde

/E(L) dx = lnfu)f+ C
u(x)

esitligi, tiirevienebilen her fonksiyon i¢in dogrudur.
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sinx - cosx ORNEK : / e™dx integralini hesaplaymiz.
ORNEK : / Sinx - cqsx dx integralini hesaplayimz.

cosx +sinx
Coziim : ax = denirse adx=df olur.

éziim : Paydamn tiirevi (cosx + sinx)' = — sinx + cosx = - (sinx — ¢ !
Co y (cosx ) (sinx — cosx) /e“‘dx:/e'ldt:%{e'+ c
a

oldugundan, yukaridaki formiilden

sSinx - cosx (sinx - cosx) olacagmdan
/ - dx:—/ - dx=-Inlcosx + sinx|+ C 1
cosx + sinx cosx + sinx puy /gaxdxzwe +C

bulunur. bulunur. Buna gore

‘/e’”dx:‘e‘x+ C
ORNEK : 0% -1 olmak iizere / [u(x)] “w'(x)dx  integralini hesaplayiniz.

Coztim : u(x) = denildiginde u' (x) dx = dr olacagindan /ez"'dx B % 2 C
/[u(x)]fx u'(x) dx:/za d[:?t::ll vOe (Xi 1 k()] s C slacakir.
bulunur. O halde tiirevlenebilen  fonksiyonu icin . / N R
A /[u(x)]“ W(xyde= ai ; ] ** '+ C ..

Cibziim : x = ar denirse dx = a dt olur. Buna gore

olur. / dx /_a.dr 1 _ﬂT:Larctant+C
P+t d+a’? ) 1+t @

x o
. —— fur. == oldugundan
ORNEK : f\/sin >x cosxdx integralini hesaplayimz. © a
o /»fdx— -1 arctan =+ C
I sz 2 ai+xt @ a
Coziim : [ (sinx) ' “cosx dx7~7-(smx) +C

olur. Benzer sekilde
olur.

O /———d‘x—-—:arcsini+c

ORNEK : /cosax dx  integralini hesaplaymiz. -
oldugu gosterilebilir.

Coziim : ax =1 denirse dx= —l—dt olur.
a

dx

V3-2x-x

/ cosax dx= / costldz = i(sint) +C ORNEK : f integralini heseplayiniz
a a

olacagindan Coziim: 3-2x—x2=3- P+2)=4- (P +2+ D=4 (x+1)?

< /cosax dx =%sinax +C oldugundan

olur. Benzer gekilde

Lox+
= arcsin +C

dx
/\/3—?;—)3 :/ﬂ-(x+1)2 2

bulunur.

r /sinaxdx:——};cosaﬁc

oldugn gosterilebilir. \

221
220




222

A

=

ORNEK : ]x2 ~x -2 dx integralini hesaplaymiz.

Coéziilm : x—2=¢ denirse dx =dr olur. Bu durumda

_/xzw’x—2(]x = /(H2)2r1’2d1=/(r2+4r+4)1”2511
= /(r5/3+413’2+4t"2)d1:2r7/2+§—r5’2+§z3’2+C
7 5 3
= %(,\‘—2)7/2—%—2—(,‘(—2)5/2+§(x—2)3/2+C
bulunur.

Yukaridaki 8rneklerden de gordiigiimiiz gibi, herbir integrale ayr bir degisken
degistirmesi uygulanmaktadir. Fakat bazi 6zel tipte olan integraller vardir ki bu
integrallere uygulanacak degisken degistirmeler bellidir.

Bu ¢zel degisken degistirmelerden birkagini verelim :

1. Va® - x* den baska kéklii ifade ihtiva etmeyen fonksiyonlarm integ-
ralinde
X = asint, ——72t—<t<%

degisken degistirmesi yapilirsa, trigonometrik fonksiyonlarm bir rasyonel
ifadesinin integrali elde edilir.

ORNEK : ]ﬂde integralini hesaplayimz.
Vo -x*
Céziim : x = 3sins degisken degistirmesi yapilirsa dx = 3cost dt olur.

Buna gore,

x+8 3sinr+8
/ﬁdx = /————— _z_3costdt
VO -x V9 -9sin-¢

3sint+8

3cosldl:/(3sin[+ 8)dr
3cost

= —B3cost+ 8t +C

= -3 cos(arcs'm %) + 8:1rcs‘m% +C

olur. Simdi siniisit 3 olan yaym kosintisii, yani cos(arcsm?) ifadesini

hesaplayahm. Bunun i¢in bir dikiicgen ¢izelim. Dar acilardan birinin Sl¢iisiine 6

diyelim. Bu‘acmu?l karstkenar uzunlugu x, hipotentis 3 birim olsun. Komsu kenar
uzunlugu V9 -x* olur.

o 2
cosf="" ks 3 X
oldugundan
Cx. o2
cos(arcsm—qj) s

olur. O halde

x+8 _ _Jo_2.8 n=+C
f-v_,_def 9 - x" +8arcs 3
VO -x

olacaktir.

2 Ji2- 4" den bagka kokli ifade bulundurmayan fonksiyonlarn integ-
ralinde

T F
x=asect, 0<i<= veya -2-<t<7t

degisken degistirmesi yapihirsa koklii ifade bulundurmayan integraller elde
edilir.

ax

ORNEK : | — integralini hesaplayimiz.

_xalx? -9

sint "
Céziim : x = 3 sect denirse dx= 3——2—l—dt olur. Buna gore,
cos

T s

cost \ . nst

- f__MLd[:ledrz%HC:%arccos%+€
3 \/'ii—coszl 3 ’

cost

olur.

3 Jat+x* ifadesinden bagka koklii ifade bulundurmayan fonksiyonla-
i integrasyonunda

i T
x = a tant, '—2—<l<d2_

degisken degistirmesi kolaylik saglar.
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ORNEK : ] integralini hesaplayiniz.

&
x4

Céziim : x=2tant denirse dr=2(1 + tan®) dr olur. Bu degerler yerine
konursa

/ dx - / 2(1 +tan” t) /Vl+tan
2 x%+ 4 4tan?2 1 + tan?s tan“t
= I/COSt :i/(sinr)’zmstdt
sin~f 4
1
= C=-~
451nl * *C

4 ( t i)
Smarcanz

olur. Simdi sin(arctan —)26—) ifadesini hesaplayalim. Tanjanti % olan 6 agisinin
sinisii ‘_x_7 olacagindan

4+x°
X

V4 +x?

sin(arctani) =

olur. Buna gore,

/ de x| .

bulunur.
4, Yax+h bicimindeki ifadeleri bulunduran fonksiyonlarm integralini

hesaplamak icin, 7; kok kuvvetlerinin en kiigiik ortak kati p olmak iizere,
ax+b=r

degisken degistirmesi yapilir,

ORNEK : / x+l+ 2 dx integralini hesaplayiniz.
§xrl

Coziim : 4 ile 6 mn en kiigiik ortak kati 12 oldugundan
x+ 1 =42

degisken defistirmesi yapilmahdir. dx = 12¢!'dr olacagindan

/—‘— 3
/\ 142 0 = fl—;——z~]2t“a’t:12/(t12+219)dt
\/X‘Fl ¥
_ 24 A0 12 13712, 12 576
= z = =
13 10 +(C= 3(x+1) +5(x+1) +C
bulunur.

o

5.

Trigonometrik fonksiyonlarn rasyonel ifadesi olan fonksiyonlarn inte-

grasyonunda yarmm acl yontemi denilen

X
tan=-=1
2

degisken degistirmesi yapilirsa

X 1
Smizfi_ cos ==

2 J1+¢ ’ 2 1+£

olacagmdan
2t
sinx= 251n m \/f— 1+4
2
e N
= fL-1=2 -l=—
cosx=2c0S 5 1+ 1+
2dr
X ~arctant = dx=—
2 1+¢°

bulunur. Doniisiim sonunda bir rasyonel fonksiyonun integrali elde edilir.

1 +sinx . .
_—dx integralini hesaplayimz.
ORNEK : /(1 +cosx)smx &

Céoziim : tan% =1 degigken degistirmesi yapilirsa

1+
Itsinxe__ g - f.____li-’i————‘w—z
(1 + cosx)sinx <1+1—12> u  Lte
1+ 1+1°

2
= L(14+2t+lnlt\)+(3
212

-}‘:tan2%+tan%+%ln tan =+ C

bulunur.
NOT : tan> =¢ doniigimi ile integral rasyonel fonksiyonlarm integraline
: 2 : .

doniigiir. Rasyonel fonksiyonlarin integralleri 5. 2. 4. kesimde aynntili olarak

iglenmistir.
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KISl INTEGRASYON VONTEMI

o1
il
o

Asagidaki integralleri hesaplayiniz. 7. Asapidaki integralleri kargilarda yazih dontgtim- g ile v, x degiskeninin birer fonksiyonu olsunlar. Bir carpimin diferansiyelin-
en,

(a) / xe' dx
5
() /Ll_n_;i dx
(d) fsin4xcosx dx

(p [arctan g,
1+x°

M In2x dx

© Jax %
o / 3 r‘gnx dx

N2x*+ 5

@ /Sin(2x+ D dx

3
W f ‘x dx
V1 -x*

-X

- dx
© | —
f 100 + 9x°

V2r x?

(s)/ 2% dx
()/ )c-+—]2)4

™ /sm x

Cos ' x

(b f 2 -2 dx

0 [52

W +dx+3

dx
) | ———
/(1 + 2x)

(k)/ sin 2x

4+ coszx

(m)/ 1++x) dx

~ X

(o) /es”‘"cosx dx

@ [—E—

x V4 ~1
(s) /%dx
N1 -sintx
© /\f —1+I
x1
W [
V16 -2
e™ dx
(y)./ 7(1\

ler yardimuyla hesaplayimz.

X \IX
dx
w [ R
) x = -Ins
d
@ [EE L epn
Vs
[ix 2
@ [~ Cx=m(e)
Vel 1
@ [E—ax . aewl-1)
Ve'+l
® / L8ty X = arccotx
sSin-x

Asagidaki integralleri hesaplayimniz.

dx
@ /5+3cosx ® /m

dx
© / 1 +sinx © / 2 +sinx-cosx
(d) _dx
/ (1- Coox)z © sinx

/ﬂx) dx=F(x)+C oldugunda
/ﬂax«l-b)dx:%F(axdrb)ntC

olacagini gosteriniz.

dw.vy=du.v+dv.u =

w.dv=du.v)y—v.du

oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin integrali alinirsa

fu dv:uv—fv du

bulunur. Eger [ vdy integralinin hesab / u dv integralinin hesabindan daha ko-

lay ise bu yontem oldukea fayda saglar. Demek ki bu yontemi kullanmak i¢in
integral icini u ve dv diye Oyle iki carpana ayumahdur ki, fv du integrali

/ u dv integralinden daha kolay olsun.

Eger integrant, bir polinom ile bir iistel fonksiyonun ¢arpimm ise, polinoma
u, diger kisma dv demek kolaylik saglar.

ORNEK : f x & dx integralini hesaplaymiz.
Céziim: u=x, dv= e dx denirse du=dx ve

v:/ei"dx:—l—

olur. Buna gore,

[x &idx = x%e3xf/%ei"dx:%xe}‘——;ﬂ%eﬁJrC

olur.

Integrant, bir pelinom ile bir trigonometrik fonksiyonun garpmn ise, poli-
noma u demek yarar saglar.

ORNEK : f x sin2x dx integralini hesaplayimz.

Coziim : v =X, dv=sin2xdx denirse du=dx, v= / sin2x dx=- %COS 2x

olur. Buna gore
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/x sin2x dx = x.(—%cos2x)-/—%0052x dx

——%x c052x+%/cos2x dx

il

~%x cos2x+—isin2x+c

olur.

ORNEK : / X integralini hesaplayimz.
col

ST X

Coziim : u=x, dv=

denirse du = dx, v =tanx olur. Dolayisiyla
cos“x

x dx —si
/f— = xtanx-—/tanx dx:xtanx-»/ﬂdx

COS 2 X COSX
= xtanx + In lcosxl + C
olur.

Eger integrant, bir polinom ile logaritmik bir fonksiyonun carpumi ise
logaritmik fonksiyona u demek yarar saglar. )

ORNEK : / x*lnx dx integralini hesaplaymiz.

Coziim :

6
u =Inx, dv=xdx denirse dlt:*)l?dx, V= % olur.

Bu durumda

f Inx dx= (ln\c) = /—-——~*~1x 6fx dx

lnx—-lg 64

|
cvxiX

6(6lnx-l)+C

bulunur.

Eger integrant bir fonksiyondan ibaretse o fonksiyon #, dx= dv almr.

ORNEK : j arctanx dx integralini hesaplayimniz.

Coziim : u = arctanx, dv = dx denirse, du= dx, v=x olur.

1+x°
Buna gore,

/arctanx dx = x arctanx - /x-rjcbc

= xarctanx——v_/- x dx
1+x

= x arctanx - %ln(l +xB+C

olur.

Bazi hallerde karsimiza hesabi istenen integral ¢ikabilir. Bu durumda bu
integrali esitligin soluna alip isleme devam etmek gerekir.

ORNEK : f e“cosbx dx integralini hesaplayiniz.
Coziim :
u=e®  cosbxdx=dv denirse du =ae™dx, v= %Sin bx
olacagindan

/e”" cosbx dx= % e™ sinbx - %/e"“ sinbx dx
olur. Son integrale ayn: yontem tekrar uygulanirsa

2
/e‘“ cosbx dx =L e sinbx + —%e”" cosbx - %—/e“x cosbx dx
b v b
clde edilir. Son integral hesaplanmast gereken integraldir. Bu integral esitligin
soluna gegirilirse,

2
a+ b

~ fe“"cosbx dx:%eaxsinbwr-;%e‘”cosbx
B

ile boliniirse

2,12
bulunur. Her iki taraf a+h

bsinbx +a cosbx
/e”cosbx dx=e® ——F——— % C
a“+b”

olur.
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ORNEK : / xe > dx  integralini hesaplaymiz.
x+ 1)

Coziim : u=xe', dv=

de denirse, du = (1 + x)e“dx,

(x+1)

1 ~
v=--—— olacagindan
x+1

/ X _dx = xe* -1 —/— 1 (1 +x)e"dx

(x+ 1) x+1 x+1

X X

xe xe ‘

= - +/exdx:~ +e'+C
x+1 x+1

x+1

olur,

ORNEK : /xfxz +m dx integralini hesaplayiniz.

P 2 .
Coziim : u=~x>+m , dv=dx denirse du=—=——dx, v=x olur.
VXT

Kismi integrasyon formiilinden

2
VxPem de = xx - X 4
m = XVx“+m X
NxT+m
/2 Pem-m
= xvx“+m -/*ﬁ:dx
NXT+m

il

o fET
XNXT+m - fNXrmde+m

Vxt+m

bulunur. Ortadaki terim esitligin soluna gegirilirse

[ 2 7. dx
2/ FXC+F = X+ /-—————-—
N n dx xxtem 4 m =
Vxt+m

{2 - 1)
= xvx +m+mInlx+vx +m

olur. Her iki taraf 2 ile béliinerek

esitligi elde edilir.

Baz fonksiyonlarin integralini hesaplamak icin kismi integrasyon yontemi-
ni birka¢ kez uygulamak gerekir.

ORNEK : / x2¢ " dx integralini hesaplaymiz.

Coziim @ u = x}, dv=e"dx denirse du=2xdx, v=—e* olur.

Buna gore,

/xze""dx=—xze"‘+ Z/xe"“dx
olur. Son integralde u =x, dv=¢*dx denirse du=dx, v=-e* olur
Bu durumda

/x e dx = —xe'x+/e'xdx

olacagindan

/xze""dx: e r2lxe -+ C

= —e (Pt 2x+2)4C
bulunur.

Yukaridaki yol izlenerek P,(x), m— ninci dereceden bir polinom olmak iizere

/ P (et du=e* [P, (0~ P () + Py ) + v (= 1P, ()]

n m m
oldugu kolayca gosterilebilir.
Ornegin :
/(x3+2x)exdx = e“[x3+2x7(3x2+2)+6x—6]
= (-3 +8x-8)

olur.

Kismi integrasyon metodu yardimyla, yitksek dereceden bazi ifadelerin integrali
daha kiigitk dereceden bir ifadenin integraline dontistiiriilebilir. Bu yolla yiiksek
dereceli integral kolayca hesaplanabilir. Simdi bu indirgeme formiillerinden s
bazilarini ¢ikaralim. |
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ORNEK : ne N igin / cos” x dx integrali igin bir indirgeme bagintismi bu-

lunuz.
Coziim :

In:/cos”x dx:/cos"'lx cosx dx

integralinde u = cos"'x, dv = cosx dx denirse, kismi integrasyon formiiliinden

- . -2 .2
I, = cos” 1x51n)c+/(r1—1)cos” “xsin”x dx

= cos" 'xsinx+ (- l)jcos”’zx (1~cos’x)dx |
= cos" 'xsinx+(n- 1)/cos""2x dx-(n- 1)/005"x dx
bulunur. Son integral, hesabi istenen integral oldugundan
n[”:cos”'lxsinx+(n— 1)/cos’1'2x dx

olur. Her iki taraf n ile bdliiniirse

3 1 _ . n—
ﬁ\ /cos”xdx:—cos" Yy sinx+
- n

indirgeme bagintisi elde edilir.

1/cos"“zxalx

ORNEK : Indirgeme bagintisindan yararlanarak
/cossx dx integralini hesaplaymiz.

Coziim : Indirgeme formiilinde n =35 yazilirsa
fcossx dx:%cos4x sinx +%/cos3x dx

bulunur. Indirgeme formiilinde » =3 konursa

/cos3x dx = é—coszx sinx+%—/cosx dx

1 2 2 .
5 c0s X sinx + Zsinx

elde edilir. Bu deger yukarnida yerine konursa

. 4 2 . .
/cossx dx:%cos‘;x Sinx +—=cos"x smx+718?smx+C

15

bulunur.
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ORNEK : n>1 olmak iizere, / integrali i¢in bir indirgeme formiili

sin” x

bulunuz.
Coziim :
dx  _ L dx
l —
L cn Lon=2 -2
sin” x sin X sin“x
cosx
= ———1—7~cotx-fcotx(iz~7) ; dx
sin " x sin” " 'x
o cosx —(n- ,))/ws X,
sin”” sin" x
o __cosx z)fl-sm X gy
sin”'x sin” x
- cosx1 _ _9)/ +(n—2)/ EE
sin"” ' x
oldugundan
cos X cix
(1+71—2)I”=—————1 + (- 2)[ —
sin” sin” "% x
buradan da
N dc 1 cosx  n=2 [ dr
L T -1 nely o2
sin” x sin sin" " x
bulunur.
n=1 igin
ix— =1Inlcscx - cotxl+ C
sinx

olacag: ileride gosterilecektir.

ORNEK : f dx integr.lini hesaplayiniz.
sin x
Coziim ¢
/ . _ 1 cosx_ 2/ dx
sintx 3 sin’x sin?x
= —L—Coﬁc—vg—cotXwLC
3 sin’x
_ _cosx _ 2 cosx
3sin’x 3 sinx
olur.
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ORNEK : / tan” x dx  icin bir indirgeme formiilii bulunuz.

Céziim : n=1 igin
/tanx dx:/ﬂnid)mA Inleosxl+ C
cosx

olur. n>1 olsun.

/tan”xdx = /tan"'zx tan®x d.x:/tan"'Zx(l +tan’x~ Ddx

1]

tan” 'x -
= —‘—T/Lt—l‘-” tan” zde

bulunur. O halde

/tan”x dx:

tan /tan 2

olur.

ORNEK : / tan®x dx integralini hesaplaymiz.

Coziim :  Indirgeme formiiliinde n =6 yazilirsa

/tan(’x dx:%tansx—/tan“xdx

bulunur. indirgeme formiiliinde n =4 yazilirsa

/tan4x dx

1f

—;}-tan3x—/tan2x dx

= %tan%—/(l +tan?x-1dx

1
= ?tan3x~tanx+x+C

bulunur. Bu deger yukarida yerine konursa

6 1
/tan xdx:gtansx—%tan3x+tanx—x+C

olur.
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/tan”"zx(l +tan2x)dx—/tan”’2x dx

ORNEK : / e integrali igin bir indirgeme bagntisi bulunuz.
2 2 n
a +x

Cozitm : n=1 igin

/’d{-—z Al—arctani +C
( a " a

a +x%)
oldugunu biliyoruz. n>1 olsun. [ ~—-—di—7j integralinde
(a*+x%)
2 -+l .. " B
w={a*+x%) . dv =dx almi, kismi integrasyon yontemi uygulanirsa
o E (- 2)/ x* dx
(a*+x) (az+x) (@2+x)"

I S 7)]x,+_a_—a_dx

n-1 n
(a®+x) (@ +x%)
2 dx
= +(2n—2) ‘—ﬁ—(2n—2)a _—
(a®+ xz) +29) (g% + %)
bulunur. Son integral gekilirse
/ e x 203 /f de
n n-1 2 n-1
(g +x%) 2n- 2)czz(a2 +x%) (2n~2)a {a®+ %)
bagintisi elde edilir.
ORNEK : / & integralini hesaplayiniz.
(4x* + 4x + 10)
Coziim : 4% + 4x + 10 = 2x + 12 +9
esitligi gozOniine alnr ve  2x + 1=t deyisken degigtirmesi yapilirsa
ottt
2
(4x2+4x+10) [(2x+l) +9 (i +9
integrali elde edilir. Indirgeme formiilinde n=2, a=3 yazilisa
/ d_ _ [ U X
([24_9)Z 18(2+9) 187 249
! 1 1
Bl +——Aarctan—+C
1807+ 9) 18 3 3
= ——————3'\.+ L + L arctan 2X+ Lic
18(4x? + 4x + 10)
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olur. Buna gore

/ dx = 2x+1 1 2x+ 1
(4’ +4x+10) 36(4r*+4x+10) 108 aretan =g+
olacakfir.

ORNEK :

(1 +x?

Coziim :

x=tanr i¢in dx=(l+tan’?) dr olacagindan

dx 2
— = [ +tan”t dt:f dr
(1+x%) {(1+tan?s)

2
- cos”¢ 2
= / ﬁ—dl:/cos“fdt

cos f+smTr

(S

1+tan’s

- 1/ (.1
= — f{(l+cos2i dt=~—( Zsi )
> ) Sl 2sm2l +C

= —%(Hsint cost)+ C

= %(arctanx +

1
/ 3

)+C
Visx? A1+

1 x
= ? arctanx + 7)Jr(j
| +x°

bulunur,

— integralini x = tans doniigtimii yardimiyla hesaplaymniz.

[y

[

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

(@) | arcsinx dx=x arcsinx + -2 +cC

®) fln(x + \fl_ﬁ-.;z—)dx:xln(xﬂu \/T:?) - \//:;’7 +C
«©) /x cosx de=xsinx+cosx+C

(d) flnx dx=xlnx-x+C

(e) /x arctanx dx:learctanx +%arctanxr% +C
6] /sm(lnx)dx 2 [sin(Inx) - cos (Inx)]+ C

(2) /x3 e dx= —% et o 1 & HC

(h) /xzsinx dx=—x’cosx+2xsinx+2cosx+C

(1) / x dx =- xcotx+In(sinx)+ C

sin?x
i) fx'lnx dx:ix3lnx-ix3+ C
3 9

Asagidaki integralleri hesaplaymiz.
(a) /e" sinx dx (b) /x arcsinx dx
«©) jxg Inx dx () /(lnx)3 dx
() f x*cosx dx (e) / x 2% dx
® [£orax @ [ a

E

(h) /log5xdx @) /xln(x+1)dx
G) /x(x~ 1% dx
M / arcsinx .

(m) fe"x sinbx dx (n) Md\:

o) /xz(lnx)zdx
k) /cos(lnx)dx

(©) /x sec’x dx

+x)dx
-x

() /x 27 dx

(o) /x n{x?+ Ddx

(p) f (—l—r;i)z dx () f x* ln(i

(s) ’/(x2 + D™ dx

Asagidaki indirgeme formiillerinin dogrulugunu gos-
teriniz.

. 1 . n- -1 -
(a) /sm”xdx:——sm” "ycosx+ 2 sin” " *x dx
n
inx n=2
(b)f dx 1 Snl N 2 dx Lo
cosx -1 cos” 'x n-l cos”?

(©) jcot”.Yd.x:——iT cot”“lx-/cor”’zxdx . n>1
-

n=2
COS X - COos X
(@ [£5° 5 gratcos” e [0S

dx
sinx 1 sinx

T
(e) /Sm X dx:—fl#8111 'x+/5m X dx
COoSX ! cosx

() /(az—xz)”dx:MJr 2na’ /(az-xz)nildx

2n+1 Ml

WA
(g) fx”(ln.x)”dx: ;+ : (1;1x>”~p—’iT/.\»/’(1nx)”"dx

o
x"dx 1 w12 n-1 X'

(h) / s=x""!Nx+a - a | dx
Jitea T n

sinnx 5 . L
I, :/f_’ dx olduguna gore, nz=2 igin
sinx

2sin(n-1
[n: Sln,,f’_? 1 )x +ln—'l

esitliginin varhgim gdsteriniz.

[,,N/ﬁg'\% olduguna gére, n>1 i¢in
x"-1
111+11172: -1

oldugunu gosteriniz.

Asagidaki integralleri hesaplayimiz.
(a) /sin4xdx ()} /cos7xdx
() /tan Sx dx

@ / (100 dx © [ x

COS X

(c) /(x Inx)*dx
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B
B

4
P

SIT KESIRLE

P(x) ve Q(x), x in polinomlarini gostersinler. P(x) polinomunun derecesi Q(x)
polinomunun derecesinden biiylik ise,

Plx) _ R{x)
o ~E9 50

yazilabilir. Burada R(x) ve K(x) birer polinom olup R(x) in derecesi Q(x) in

PEX; seklinde bir rasyonel fonksiyonun inte-
X

REX; seklinde

derecesinden kiictiktiir. Su halde

grallenmesi, paymnin derecesi paydasinin derecesinden kiigiik olan

bir rasyonel fonksiyonun integrallenmesine indirgenir. DiZer taraftan OEX;
Olx

ifadesi, /2 —dac < 0 ve n>1 olmak iizere, basit kesir denilen

M N Ax+ B Cx+D
ve

(ax?+bx+¢) i

px+q’ (px+¢q)" Taxtibrec

P(x) .
06 dx seklin-

bi¢imindeki bazi kesirlerin toplami olarak yazilabilir. O halde /

de bir integral, n € N olmak tizere,

/K(x)dx, dx / d
px+q (px+¢q)"

Ax+B dx | f Cx+D

3 dx
ax“+bx+C

(ax*+bx +¢) §

seklindeki integrallerin hesabima indirgenmis olur. Bu integrallerin nasil hesap-

landigini ormeklerle gérelim.

ORNEK :
/ s integralini hesaplayinmz.

Coziim :
Paydanun tiirevi 3 oldugundan

de 1 [ 3dx

3x+2 3/ 3x+2

:%lnl3x+2\+C

olur.

dx integralini hesaplaymiz.

ORNEK / G +1)

Cozitm : 5x + |=1 denirse, dx= —;— dt olur. Buna gore,

/ (SXi_l-)gdx 2/ )

—%(5x+1)‘2+C=*

+C

z_n\x\)

_2
f
__1_._2_+c
5(5x+ 1)

It

olur.

2x+5
P +4x+13

ORNEK : f dx integralini hesaplayimz.

Coziim s x2 +4x+13=(x+27+9 ve (P4 4x+13)=2x+4

oldugundan
/ PRI P / a4+l
e+ dx+ 13 W +dx+13
B B B
P+dx+13 x“+dx+13
1
2
= 4 13)+/-——-——dx
infx?+4dx+ (x+2)2+9
= 1n(x2+4x+13)4-~;—arctan 3 Z.ic 7
olur. - R

ORNEK : / __dx_? integralini hesaplaymz.
4+x%)"

,dv =dx abmp kismi integrasyon

integralinde u=— !
4+x

Céoziim : / dx =
44 x°

ybntemi uygulanirsa

2 4+’ —4
/ dx2: x4+2/—f£—7 _/ dx

4+x 4+x (4+x2)° o (4+x%)

fdx — +f
4+xt  4+x? 4+ x*

> integrali cekilirse,

bulunur. Buradan / —
4+ x)
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dx o x 1 d
(4+x2)2 8(4+x) 8 4+x* dc+ | —=—d
(x— 1)' - 17
= #Jrl Larctan£+c
2y 82
8(4 +x%) 2 = 2hlx-1U- 2 .e
= e I arcta +C -1
- T n
s(a4x7) 16 2
olur.
bulunur.
ORNEK : [ 24 g fini hesapl
3 4dx . ) 5 dx integralini hesaplayiniz.
ORNEK : _/ 3 integralini hesaplayiniz. (o= 1)
- ~2x+4 A B Cx+D
Coziim 3 i + = -
(QexD-1 _x'_} (x-1 x“+1
(x- DxF+ 1) ( 1):

Coziim : Integranti basit kesirlerin toplamm bi¢iminde yazahm :
e )

4 _ A B

2 =57t =4=Alx+2)+B(x-2)

-4 x-2 x+2 5 , ,
x+d=Ax-DE+1D + B+ 1)+ (Cx+D) (x ~ 1)7

esitliginde x = 1 yazilsa, 2 =28 =B = 1 bulunur. Buna gore,

olur. x =~ 2yazilrsa 4 =—4B = B=-1 bulunur. x =2 yazlirsa

4=4A = A=1 olur.
ox+d4=Ax-1DEF+1 2414 (Cx+D)(x—-1)
Su halde 2% + G-DE+ D+ +1+(Cx+ Y (x—1)
4 1 1 yazilubilir.
-4 x-2 x+2
x=0 icin —-A+D=3
olur. Buna gore ¥
4 1 | x=-1i¢in A+C-D=-1
e [ deemnbe-a-
g A b A e 2 € x=2 icin SA+2C+D=-5

denklemleri elde edilir. Birinci ve ikinci denklem taraf tarafa toplamirsa C=2

x-2
bulunur. Ugtinci denklemde C = 2 yazilirsa 5A + D=-9 denklemi bulunur.

+2

bulunur.
-A+D=3
{5A+D:~ 9

= In +C

3 . 2x+1 . L
ORNEK : / -——~——2—dx integralini hesaplayimz.
(x-1)
=1 bulunur. Buna gore,

denklem sistemi ¢oziilerek A=-2,D

- 2x+1 A B
Coziim : = + _
TR R f__:l’ﬁii——dx =f - dx+f : dx+f‘2iﬂdx
(1+x)x-1? x=1 - 1) x4
olur. x =1 yazilirsa 3 =B bulunur. x =0 yazilusa
=—2lnbc~1l—u—1 Ty dx+/ L
l=—A+B =>1=-A+3 = A=2 x-1 2l P e
bulunur. O halde
=-2lnlk-1- +ln\x + 1+ arctanx+ C
2x+1 - 2 N 3
k-1 -1 (x-1) 2+l ]
:ln( 1)7_x 1—+arctanx+C
T 1) ~

yazilabilir. Buna gore,
olur.
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2.\‘14( 633+ 7xr -2y -2

— 2x -6t 6y -2y
—_— e ——

o2

242

ORNEK : 7= [20-6C+7x% - 2x-2
-3+ 3x- 1

Coziim : Payin derecesi paydanin derecesinden biiyiik oldugundan 6nce pay pay-

daya béliintir.

Bolim 2x, kalan x*—-2 ve x°—
integral,

)
- -2 2
Iﬁ/[m(;]f]dx:h/ s

(x-1)°

olur. Simdi son integrali hesaplayalim.

2
x-2_A+ B c

Go 1 G e

¥-2= Ax-1D?+Bx-D+C =
= AW-2%x+1)+Bx~B+C=

—2= A+ (-24+B)x+(A-B+O)

oldugundan
A =1
-2A+B =0
A~-B+(C =-2

olmalidir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse A=1, B=2,

bulunur. Buna gore,
I=x*+ /

T=x?sml-1--2 L __L¢
x-1 20 1p

1 N 2 _ 1
o1 o1 -1y

olacaktir.

UYARI : Payda (x —a)" bigiminde oldugunda, kesirlerin
L _JZ An

_ PR
xX—-a (x—a)‘ (X—-(Z)”

biciminde olacagina dikkat ediniz.

integralini hesaplayimz.

322 +3x—1=(x-1) olduundan verilen

)

()/ 4 9x
Sx +3
® ‘/(7x+1)(x +4)
. x dx
0 | ritezaes
(l)/x+2
x+ 10
dx
()f +5x 3{
— ——dx
(r)/ ©+2xt 4 x
<S>f::;
(u)/ xdx

(x+ D+ 1)

P -x+1
<y>/—xx~3j‘—l+~dx

(x+ 2x+ 1)
m )[(x+l);c(lj+2)‘
®] 1{3‘:&
(p)f 4x5x +4

X
@
(S)f(uzf .
(t)/ x+4

+4‘(

xtde % dx
)j S D+ 20+ 1)

()f’?,\ +5%° +8v+4d
(x +2v+2)“

Asagidaki integralleri dnce bir degigken degistirme-
siyle rasyonel fonksiyonlarm integraline doniis-
tiiriinilz. Sonra integralleri hesaplayimiz.

fdt
(a) /_e__f‘
e 3’ +2

1- \M

-d

(C)f . u
@ [— sin6 do

cos?0 +cosH-2

b/ cosvdy
sin y+smy 6

© / du__

\/u + \/LL
(e) f

dt

e4f
(¥ -1)°

f)/_ Leint (g)] sec’t dr

13+ 21n1)?

") / sin®u cosu du du 0 /‘e" do
1+sin’u 1-¢

tan r+tan’t

» / ld'; » / e i:i?%rz
(k)/ %? ® /\z(1+\r)
mf [FLa o [FEta

Asagidaki integrallere dnce kismi integrasyon yon-
temi uygulaymiz. Sonra elde edilen integralleri he-
saplaymniz.

(a) /7 arctant df (b) frs arctant dt

© f1n(1+z3>dr fﬂn(l + 0 dr

Asagidaki integralleri 8nce

X
n-—=
ta f

doniigiimii ile rasyonel fonksiyonlarin integraline
déniistiiriip sonra integrali hesaplayiniz.

do
®) / 7+ sin0 + cosB

tan % =¢ doniisiimil yardimiyla

@ /51119+c086

1+tan =
fsecx dx=1In 2l.c

1-tan>

2
oldugunu gosteriniz. tan ;—\Ji—;’%ﬁ)ﬁ% ozdegli-

ginden yararlanarak
/secx dx = Inlsecx + tanxl+ C

oldugunu gosteriniz.

Problem 5 den yararianarak

/csdx dx=Inlescx - cotx|+ C

oldugunu gosteriniz.
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TRIGONCMETRIK i

=

T'rigonometrik integraller, integrant1 trigonometrik fonksiyonlarin cebirsel kom-
binasyonlari olan integrallerdir. Buniarm baglicalar agagida verilecektir. Her tip
orneklerle agiklanacaktir.

/ sinax sinbx dx, / sinax cosbx dx, / cosax coshy dy tipindeki integraller

/smax sinbx dx, /sinax cosbx dx, /cos ax cosbx dx integralleri

£
sinax sinbx =

% <7 sinax cosbx =

[cos(a™b)x —drcos (a+b)x]

rol—

.

[sin(a + b)x -+ sin(a — b)x]

cosax cosbx =

BOf—

[cos(a+ b)x+ cos(a—b)x]
bagntilarindan yararlanarak hesaplanir.
ORNEK : /sin 4xsin7x dx integralini hesaplayiniz.

Cozilm :

fsin 4x sinTx dx

il

%/(cos 3x-cosllx)dx

D () 1.
2(351n3x—ﬁsm11x +C

[ 1.
= - 3x — ——
6sm X 22smllx+C
olur.

ORNEK : /Sin 5x cos3x dx integralini hesaplayiniz.

Coztim :

/Sin Sxcos3x dx = %/(sin 8x + sin 2x)dx

11 _ L
= 2( 80058x 20032x>+C

- L L
= e cos 8x 1 cos2x+C

bulunur.

ORNEK : / cos 4x cos3x dx integralini hesaplayimz.

Cozilm :

H

/cos 4x cos3x dx %/(cos Tx + cosx) dx

= %(%s'm%w sinx)+ C

= isin7x+%sinx+€

/ sin™ xcos” x dx Tipindeki Integraller

/ sin” x cos"x dx integralleri, m ve n dogal sayilarnm durumuna gore, farkls

yollarla hesaplanir.

(a) m tek ise, cos x =t, ntek ise siny = ¢ doniigiimil ile integral, bir polino-
mun integraline déniigiir.

ORNEK : /Sin5 x cos®x dx integralini hesaplayimiz.

Cozitm : m =15 olup tekdir. cosx =1 denilirse —sinx dx = d¢ olacagindan
2

/s‘msx cos®x dx = /sin4x cos? x sinx dx:/(sinzx) cosx sinx dx
( 232 2 232 .2
= J(1-cos?x) cos?x sinx dx=~ (1-¢3) "2 dr

= f/(zz—214+16)dt=—%t3+%15~%r7+c

= ~%c053x+—§—cossx—%cos7x+(f

bulunur.
ORNEK : _/ sin¥x cos?x dx integralini hesaplaymiz.

Coziim : cosx in kuvvetl tek oldugundan sinx = f  deBigken degistirmesi
yaptlmalidir. cosx dx = dr olacagindan

/sin4x cos’xdx = /sin4xcos2xcosx dx:]sin“x(l—sin%)cosxdx
= ft4(1—f2)dt=/(t4vt6)dt

= Llps Ly 1.5

1 L7
3 7 +C—Ssmx 7S1n x+C

olur.
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ORNEK : /Singx cos®x dx integralini hesaplayiniz. /sin4x costx dx = %[f(l —cos2x) dx — fcosz2x dx + fcosslx dx]

Coziim : Her iki kuvvet de tek oldugundan sinx =7 de cosx =1 de denebilir. 1

Kuvveti bityitk olana ¢ demek iglemi kolaylastirir. Bu nedenle sinx =7 doniigti- -
miinii yapalim. cosx dx = df olacagmdan ’

x—%sin2x-—/cosz2x dx+/cos32x dx]

L9 3 - 2 olur.
sinx cos x dx = [sin’xcos”xcosx dx

2 _Lf __1.( 1y )7L Ly
/cos 2x dx = 2 (1+cos4x)d)<~2 x+4sm4x _2x+83m4x R

[singx(l - sinzx)d(sinx)

= /z"(l—tz)dr:f(z9—z1‘)dz fcos32xdx = /(l~sin22x)c032x dx:%f(btz)dt
1 10 1 12 1 .10 1 .12

= e C=——sin Y x-——sin “x+C = _1_( 1 3)_L i X n?
10 12 10 12 = 2r 32 -251n2x 6sm 2x

bulunur.
degerleri yukanda yerlerine konulursa

ORNEK : / cos®x dx integralini hesaplayiniz.

/sin4x cos’x dx= %(x—%sinbc—%x~%sin4x+%sin2x—-é~sin32x) +C
Coziim : m=0, n=35 oldugundan sinx = degisken degistirmesi yapumalidir.
Buna gore, 1 | 1 ]
= Tg(x—zs'mélx - gs‘m Zx) +C

5 2
/cos"x dx = /cos4x COSX dx:/(l _sin?x) cosx dx
bulunur.

/(1~12)2(1¢=/(1—2z2+z4)dz P

_ 23,15 e / tan™ x sec” x dx Tipindeki Integraller
= [~ ?I + ‘gt +C
. 2 .3 | Bu integraller de m ve n nin tek veya cift oluguna gore, farkh yollardan he-
= sinx - Zsin"x+osin x+C saplanir.
olur. (@ n ciftise, tanx = + doniigimil yapthr.
seclx = | +tan?x ve d(tany) = seciv dv
(b) mve n sayilarmin her ikisi de ¢ift ise,
’ bagntilarindan yararlanarak bir polinomun integrali elde edilir.
2 1, .2 1 &
cos x:7(1+c032x), sin x:—2~(1—0032x)
dbniigiimil yardimiyla kuvvetler diigiiriiliir. ORNEK : / tan®x sec® x dx integralini hesaplayimiz.
ORNEK : fsin4x cos?x dx integralini hesaplayimiz. Céuiim : /tanéx secix de = /tanﬁx sec?x sec?x dx
Coziim :  sinx cos®x dx = (1 - 035 2x ) (1 + C;S 2x> = /tanéx(l +tan” x) d(tanx)
= %(1f—2cos2x+c0322x)(l+cos2x) = /t6(1+tz)dt:](r6+zs)dt:%t7+éf9+C
= %(1—-cost—cosE2x+c0532x) = %tan7x+étan9x+c
oldugundan olur.
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(k) m tekise, secx = ¢ doniigiimi yapilir.
tanx = sec?x - I, d(secx) = tanx secx dx
bagmtilarindan yararlanarak bir polinomun integrali elde edilir.

ORNEK : /tansx sec’x dx integralini hesaplayimz.

Coziim : secx = ¢ degisken deZistirmesi yapilirsa

5 3 2
/tvan xsec xdx = /tan4xsec X tanx secx dx

i

(tan? )2 2
tan”x) sec”x tanx secx dx
2
= f(seczx* 1) sec’x tanx secx dx

= _/(rl— l)lzzdr:](t"—zﬁﬂz)dz

17 2 13

= = -2P2P4C
7075 TElT
= %sec7x—%secsx+%sec3x+0

bulunur.

(¢) m cift, n tekise, tan’x=sec’x—~ [ bagmust yardimiyla, integrant sa-
dece sec x in tek kuvvetlerinin toplamu gekline getirilebilir. Bu nedenle &nce sec
x in tek kuvvetlerinin nasil hesaplandigim gérelim.

ORNEK : / secx dx integralini hesaplayalim.

Coziim : Integrant secx + tanx ile carpilir ve béliiniirse

2

/ sec” x +tanx secx

SSF AT AR SRR O
secx +tanx

bulunur. Pay paydanm tiirevi oldugundan integralin degeri paydanm logaritma-
sina esittir. Buna gére

/secx dx =1Inlsecx + tanx|+ C

olacaktir.

ORNEK : / tan’ x secx dx integralini hesaplayiniz.
Coziim :

[tanzx secx dx:/(seczx— secx dx:/sec3x dxA/secx dx

olur. Bir énceki drnekten [secx dx degeri bilinmektedir. Simdi /sech dx in-
tegralini hesaplayalim.

3 2
fsec’x dx:/secx sec” x dx

integralinde u = secx, dv = sec’x dx denirse, v =tanx ve du = tanx secx dx

olacagindan

/seczx dx = tanx Secx —[tanx tanx secx dx

2
tanx secx —/tan‘x secx dx

tanx secx —f(seczx - Dsecx dx

= tanx secx —/SGC3X dx+/secx dx

bulunur. Esitligin sag tarafinda bulunan / sec’ x dx esitligin soluna alinir ve her

iki taraf 2 ile boliiniirse

Il

/sech dx %tanx secx+%/secx dx

#

—é—tanx secx + %ln lsecx +tanxl+ C
bulunur. Buna gore,

/tanzx secx dx = %tanx secx +%ln\secx +tanx|- Inlsecx + tanx|+ C

= %tanx secx—%ln\sec;ﬁ tanxl+ C

olur.
/ cot™ x csc” x dx Tipindeki Integraller

Bu tip integraller bundan nce inceledigimiz / tan” x sec” x dx integrallerinde
izlenen yolla hesaplamr. Burada
cscZx = 1 + cot’x

bagintisindan yararlanilir.
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ORNEK : f cot®x csctx dx integralini hesaplaymiz.

Coziim : fcot3x cselxde = fcoth esc?x ese?x dx

il

/cot3x(1 +cot2x)esc?x dx

-/t3(1+z2)dz:-/(z5+z3)dr

= ——é—t ———t +C-~6cot xm‘lfcot x+C

olur.

Bir fonksiyonun pay ve paydasi degiskenleri sinx ve cosx olan birer polinom ise

‘bu fonksiyonlara sinx ve cosx in bir rasyonel fonksiyonudur denir. Ornegin,

1
sinx +cosx+3

fo= sin®x + sinxcos’x
I +sinx +cosx

, 8x)=

fonksiyonlart sinx ve cosx in birer rasyonel fonksiyonudur. Bu tip fonksiyon-
lari kisaca R (sinx, cosx) ile gosterecegiz.

/ R(sinx,cosx) dx Tipindeki integraller

(a) R(=sinx, cos x) = — R(sinx, cosx) ise cosx =t

R(sinx, - cosx) = ~R(sinx, cos x) ise, sinx =t degisken degistirmesi yapiidi-
gmda ¢ nin bir rasyonel fonksiyonunun integrali elde edilir.

ORNEK : / sin’ x dx integralini hesaplayiniz.
cos®x

i3 03
- . - sin” x .
Coziim ¢ R(-sinx, cosx) = L—S%li =- 22— R(sinx,cosx)
cos‘x cos“x

oldugundan cosx =t degisken degistirmesi yapimahdir.

3 2

sin”x sin“x [-cos’x

/ﬁ = / 3 sinx dx = /A—z sinx dx
cos“x cos” X cos“x

2
—/sz—dzzf(u%)dzzﬁlw
{ r !

cosx + secx + C

H

bulunur,

ORNEK : / cos®x tan” x dx integralini hesaplayiniz.

Coziim : Bir dnceki drnekte verilen yol izlenerek

/cos3x tan’ x dx = /cos X == sin’x ——dx /sm X
cos’x cos“x

- /(sm x) sinx dx = / 1-cos” x) sinx dx

COsS™x cos 2 X

/I—t /1~2f+t

—/(t‘2—2+r2)a’z:%+2r~%r3+c

"

1 a
+2cosx-—cos x+C
cos X 3

1
secx + 2cosx—?cos3x+ C
bulunur.

(b)  sinx ve cosx isaret degistirdifinde, integrant isaret deZistirmiyorsa, yani
R (—sinx, —cosx) = R(sinx, cosx)
ise, tanx = ¢ veya cotx = t degisken degistirmesi yapildifinda bir rasyonel

fonksiyonun integrali elde edilir.

ORNEK : / integralini hesaplayiniz.

sm X COS4«\

Coziim : sinx yerine -sinxy, cosx yerine -cosx yazildifinda integrant degis-
mediginden,

tanx =1

degigken degistirmesini yapalim. Bu durumda

sinx = ) COSX ==z, dx = S dt
NS N1+12 I
olacagindan
_l
2 4 2
/ 2dx4 - [ EDE: dt:/r+25+1d[
sin“x cos®x 1 -
2 2
T+ (1449
= /(12+2+z'2)dt:—§13‘+21—%+c

= %tan3x+21anx—cotx+c

bulunur.



Asagidaki integralleri hesaplayimz.

(a) /sin 3x sin 5x dx ()} /COS 2x cos 3x dx
(c) /sm—sm-—dx (d) /cos%cos%x— dx
(e) /sm S5x cos2x dx 6] /sm = cos = dY

Agagidaki integralleri hesaplaymniz.
(a) /sin3xcoszdx (b) /sin4x cos’x dx
©) /Sin4,x cos’x dx ()] /sinzx cos?x dx
(e) /Sin7xdx ) /cos"lxdx
Agagidaki integralleri hesaplayimz.

(a) /tan3xsec4xdx (b) /tan3xsec3xdx
(©) /tan4x sec®x dx (d) /tan *x secx dx

(e) /tan4sec(’x dx 8] /tansx dx

Asagidaki integralleri hesaplayimiz.

(a) /cot3xcsc4xdx by /cotjxcsc3xdx
(<) /cot4x csc®x dx (d) /cot“‘x cse’x dx
(e) /cot%scxdx () /Cot3x dx

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
3
@ / sin 4x_ d

(C)/ sin’x dx (d)/ sin®x

[0} /sin3x cos’x dx

1+cos?x 4+ cos? X
(e)/ dx () /cosDxtan’xdx
sin’x
(2) /Eﬂgid (h) /cos4xtanx dx
cos x

(1) _/tan4x cosx dx

SR

D

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

(a) /Sinzx cos2x dx

(b) /sin 22x cos¥2x dx

©) [Sinx cos*3x dx

(d) /sin3(1 —x)cos (1 -x) dx

(e) /sinx sin2x sin 3x dx

) /sinx cos 2x cos 3x dx

1 - cos2u = 2 sin>u bagnusindan yararlanarak
/\.1 - cosdx dx

integralini hesaplayiniz.

1 + sin2u = (sinu + cosw)’ oldugunu gosteriniz.
Bundan yararlanarak

/x./l +sinbx dx
integralini hesaplayiniz.

/\/1—?665 6x dx integralini hesaplaymiz.

£8. /vl - sin4x dx integralini hesaplayimz.

Asagidaki integralleri hesaplayimz.

@) /\'I sinx . (b)/

cos”x (sinx+ cosx)2

/ R(sinhx, coshx) dx bicimindeki integraller

tanhx =t
degisken degistirmesiyle hesaplanabilir.

Agagidaki integralleri bu yolla hesaplayiniz.

sinhx coshx
() / """" <b>/ T
smhx coshx sinh ? cosh x
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(1) /___L‘.’E__
Vaxt+ bx+ e

Integralinin Hesain

Bu integralin hesabi a, b, ¢ sayilarna gore degisir. Eger b* — 4ac >0 ve

a<0

ise karekok igi, k bir sabit ve u bir lineer ifade olmak tizere, k% — u? haline

doniistiiriilebilir, Bu durumda

/,i—: arcsin%+ C
Vit -y

esitliginden yararlamli.

Eger a>0 ise, karekok igi u>+p veya u?-p bigimine getirilebilir. Bu

durumda

/—/im—:ln(u +\/L¢24_rp)+C
umEp

bagintisindan yararlantlir.

dx

—— integralini hesaplayiniz.
Vex?+2x+3

ORNEK : /

Cozitm : -2+ 2x+3=-[~2x-3l=-[(x- 1)~ 1-3]=4 -

olur. x - 1 = u denirse dx =du olacagmdan

VexT+2x+3 \‘/4—(x~1)2
= arcsinZ + C=arcsin 22 L
bulunur.
ORNEK : / —___———___- integralini hesaplayiiz.
Jax?+4x +3

Cozitm : 40> + 4x+ 3= (2x + )2 + 2 oldugundan

f dx _f dx Al/ du
2 - Iy 2 2 2

NA4x©+4x+3 N@Rx+ 1) +2 Nut+2

ln(u+\/;¢2+-2)+C

1
2
= —é—ln(2x+l+ﬂ/4x2+4x+3)+c

olur.

(x—1)?
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/ LS R [ntegralinin Hesab1

Vax®+bx+ ¢

n
mx+n m 2ax+2a m
——[_;dx = - F_q.t~dx
Nax*+bx+c ~47 JaxT+bx+c
m 2ax + b b )
= o) dx +{n -~ -— S S
3 —
7 Naxt+bx+c AT Naxt +bx+ ¢

m T h
= Naxt+bx+ ¢ +(n———’;l)/~—dx
! 2
a @7 Nax* v bx+c

olur. Son integral (1) tipinde bir integraldir. Bunun nasil hesaplandigin biliyo-
ruz.

ORNEK : /_x;_Q_‘ dx integralini hesaplayiniz.

Nxtrdx+l
Cozitm :
. 2x+4 - 4+—
/7:73,\+2 dx:fi/ 3/ éﬂﬁjdx
Nx+dx | 2 ¥ +4x+1 Vxltdr+1
W]
= i/(x2+4x+1) T(2x + 4)dx - 4/ ——
2
Validx+1
= 3/x? +4x+1~4/:
(x+2)'—3
T PR
= 3V edx+ 1 ~dln{x+2+4(x+ 27 -3)4 C
= 3V v drt 1l -dnlxs 24Vl +4x+ 1) C
olur.
(3) dx Integralinin Hesah

/ (px+ @)Vax®+bx+c

Bu tip integrallerde

1 el
px+q

degigken degistirmesi yapildiginda (1) tipinde bir integral elde edilir.

ORNEK : /

2
L _Wf—“—_—#d[ :Af_————————
: =
f iyt 1 424 20+ 1 1V, 3
___5~_.._+3 2t+2 1
Y -

dx

— % integralini hesaplaymiz.
(x-1Vx*+3

Coziim :

! :[sz—[——;-lf:dXZ%l-df
t

déniistimil yapildiginda

_a
dt

uz+é)+C

f /iA :’%m(“J 4

_%ln(21+%+x/4t2+ 2ty 1)+C

B 2 1, [ —T: c
= ln 2 (xAl) GoD

2(x-1)

3l
[x+'5+2\/—+3]

1

Ly

2

1 x+3+2Vx” +3}
__2_ C,

x-1

buiunur.

: P (x) B -
4) / ———n=" __ dx Integralinin Hesabi
Jax?vbx+c

Bu integralde P,(x), n. dereceden bir polinomdur. @, (x) ,n— 1. dereceden bi-
linmeyen katsayih bir polinom ve A bir reel sayi olmak tizere

[ aceg wlarbiee o |
ax +ox+<C

yazilabilir. Bu esitlikte her iki tarafin tiirevi almir ve ayni dereceli terimlerin kat-
sayilan esitlenirse @, ()} in katsayilart ile A bulunur. Geriye esitligin sagm-

daki (1) tipindeki integrali hesaplamak kalir.

ﬁ____
Nax“+bx+c¢
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ORNEK : / x — dx _integralini hesaplaymniz.

- X

Coziim :
/

esitliginde her iki tarafin titrevi alinirsa

2
X e (Axe BV - 40 [ &

1-x* 1-x*

2
= 2*=A\1—x2— (Ax+B)+ =
1-x l-x 1-x*

X=Al - -x(Ax+B)+A =

=242 -Bx+A+ L =

I 1
A=—=— = =
3 ,B=0, A 3
olur. Buna gdore,
X 1 dx
/ de= -Lafiox L
i-x 2 27122

—%xvl -x* +%arcsinx+c

dx ;
(5) e [ntegralinin Hesabi
/ (x-p)Naxt+bx+c

Bu tip integrallerde

1 1
=I=Xx=p+—
X=-p !

degisken degistirmesi yapilisa (4) tipinde bir integral elde edilir.

ORNEK :

]:/~*,dxA~
G- 12Va% s 2x-2

integralini hesaplayimiz.
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Coziim :

iLT:t = x=1+%:> dx:—%dz‘ olacagindan
2

Y-
dr
2 dt
[:-/[2 Y L :—/ 2[
L |
{t+27t+1+2[+2f2 Nittrdr+ ]
Vo t
bulunur. Diger taraftan
f_J—f—f_— AP +4t+1+x/——-,_._——::~
Vit edrl JE 4+
~W—l._—:-:A m,TLZ__+ ’_2_.?\'_,
NiT+ 4+ ] NP4+l Nrtedred

t=At+24+h = A=1ve 24+A=0 = A=-2

bulunur. Buna gére

t dt
/————— Jz+4z+1-2[#
Vi +4r+ 1 Nt dr+ 1

=i +4t+1—2/ h_t
N+ 2)

Vvt -2l 2+ Frdir 1)+ C

_.___.2.)‘__2, 21n (ZX‘IM‘ )+C
x-1 -1 i

bulunur. Su halde

/ dx :_\/x2+2x:2—+2m(2x—1+\/xzj;2x—2)+C
(x- 1Px*+2x-2 x- x-1
olur.

(6) / %" (@ + bx? )" dx integralinin Hesabi

a,be R ve p,g,re Q olmak iizere
/x" (a+bx") " dx

bicimindeki integrallere Binom Integralleri ad: verilir.
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Bu integraller, p, g, » rasyonel sayilarinin durumlarina gore, farkli degigken
degistirmelerle hesaplanabilir.

(a) ¢ tamsay ise, r ile p nin paydalaninin en kiigiik ortak kan &k olmak iizere,
=

degisken degistirmesi yapilusa, integral rasyonel bir fonksiyonun integraline
dontigtir.

(b) tamsay1 degil, fakat r+l tamsay: ise, ¢ nun paydast n olmak lizere
q g P q P

a+bxP=m

doniisiimii yapildiginda, rasyonel bir fonksiyonun integrali elde edilir.

r+1

() gve rtl tamsay1 degil, fakat +¢ tamsay1ise, ¢ nun paydasi

n olmak lizere
axP+b=m

doniisiimii yapildiginda rasyonel bir fonksiyonun integrali elde edilir.

ORNEK : [i/? (+24x) dx integralini hesaplayiniz.

Cozitm :

1

g =2 olup tamsayidir. = R :é— sayilarinin paydalarinin en kiigiik ortak kat

6 oldugundan x = degisken degistirmesini yapalim.

dx = 6£dr olacagindan
3 2 2 N2, s 3?7
f\/x(1+2ﬁ) dx = /t 1+2% 6 dt=6/(1+2t) dr

- 7,240, 413 o3 8 24 1 12 1
= 6f(z+4z + 4t )dt74z+”z L e

= 3,24 e 12 s o
4 11

bulunur.

.. +3%
ORNEK : /ll;%dx integralini hesaplayimz.
Vx©

q= % oldugundan

el =1eZ

L
3
olur. g nun paydasi 2 oldugundan
2
x =2 = 2= ) s ax=62- 10 dr

olur. Buna gore,

3 2 -2 2 0?2
/ﬂ;;l/lc_dx =[x e R T

Vx

_\312
= 6/12dr:2r3+c:2(1+3w"x) +C

bulunur.

ORNEK : f /j% dx integralini hesaplayiniz.
Vi-x

. Tx o [anq_5""
Coziim : /\"Irx3 dx—fx (1-x9 X

1
oldugundan r:%, p=3, q=-%5 dir.

i ) ]
rel Loy e '_+_1+q:7

,i =0 e Z oldugundan
p 2 p 2

qe Z,

degigken degistirmesi yapilirsa,

-172 ~4/3
-1/2 116 1 2 £
/x1’3(1~x3) P —% (1+2) (1—1+t2 (1+7) id
- L2 'd[_q:-zarctanHC
351487 3
Lo 12
= —garctan(‘ _f) +C
3 X

bulunur.
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. ' dx . : dx

y [ o [—E— ® ]
e (x+ DVx+1 Jax-x°
i, Integralleri hesaplayarak agafidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

— 2 dx
(a) /——_L_—zln(x~l+\[x2~2x+3)+C 0 /_.i_ﬁx___ (m)/ X dx ) f_————:(A
Vx®-2x+3 Jitox+1 e+ PV -x+ ]
3 v ! vy iy
(b) xr 2% 2+21n()v+1+\x +2x+2)+C / X d 5 / » e —
j[\/x +2x+A ©) NN * © S s /(x+1)\\—2x+2
(C)/ dx Ll 1—x+3«f2(x2+1) ‘C N — dx ) / (s) /x3(1+3x2)_2dx
e+ D+ 1 2 x+ 1 (r+ P VxP=x+ 1 (’c—l) NI
xhan® = K +2x /2 T 31 w2 P (i) ax
(@ /7 T—/x +4-2In{x+ /% +4)+C () [x'\+2x e ,1”
Jxt+ 4
—— 3%
© / b Nx e —larcsin(—l‘)JrC ) / — %) /f’_\/f;___ dx 1, = —7
(x+1)3 [eax 2 xe1) 2 el Jx /+4\ ¥ VLA Xt

0 / dx s L6

+3arctan{x'/%+ C

13
Nl +3\E)2 Lex
/ 713 Y
(g)f\l“x %(n‘*\f}) -30+9%) e
a 9/2
(h)/ :2( i’?,) +C
\j1+vx 3 L+Vx

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

dx dx dx
(a) —_— ) | ©)
/\f.r-zst wa2—4x+5 /V4x —dx+5
dx x+3 x+1
@ | (&) H
f\/15~4x—4xz / Vax? 4+ 4x -3 / J2x-x°

(g)/ ) /\/SMM 8 /

¥ 20435 \f—l)\x-2x+7
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L. Asafidaki integralleri hesaplayiniz.

1+x
@ [

@ [
d

® /\/:+9Je(

&) /wSln—cos -~ dx

) / W},L_,__ dx

(1 +tan? x)cosix

)’
(r) /ex Va5 o™ dx

cosx dx
(t) /“’f}—‘:
. =
sin“xv1+sin“x
/ X COSX dx

Sln X

™)

@ /1+3sm2;\

N T
© /sinx(l +sinx)

) [—&
xV2x+ 1

@ [—SinZx .
V1 -sintx

o Jnot i+ ey &
X

()] [XSV'/XT—T dx
) (- S
/ Yo o? vz
3/*
© / 1+% ;/_
© [T ax

(W) /XSarctanx dx

] /ln(\/l —x +VT+x)dx

4. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

(b) /,ﬁ..dx_—
Cosx +2sinx+5

() / - S
sin2x + tan 2x

0 ]
{cos?x+4sinx - 5)cosx

@ /xdx

1+

A1
0 /Ai%d

Klex
@ [ Ax s g

(1) / I SlD)L

+sinx

2
N
[

m &
tan” x
O
I+x
(m) tanx + sinx
secx
e
©) | ——=m——dx
V16x2+9

sin? x cosx
() f - -

sinx + cosx

@[5
Vdx - x*

(e) /M
AT+ sinx

(h) _/Sinx 5% dx

0 [sinx~eowx dx

2

X dx

\’fxﬁ_l

(n)

P /V’4+9x2 dx

(S) / méﬁ dx

(i) /3‘ cosx dx

(2) /Sinx In(tanx) dx

sinx dx

© / 1 +sinx

© / sinx
1+sin? v

1) ;ﬂ_o
(1+x)”

) cosx dx

LT e
sin?x+1+sin’x

372
(n) /Sm "2y cos?x dx

©® /smx+1

cosx+ 1

(3) /M

1432~

n

=N

E}@

Asagidaki iniegralleri hesaplaymiz.

dx
(a) / _——, (a.bz0)
a?sin’x+brcos?x

® /1+acosx (@>1

©) |— dx——~—~— , (@a=0)
(asinx+bd cosx)
a+tanx

© / atanx

x = cos2t deBigken deBistirmesi yaparak
1-x
-] [
Vit+x

integralini hesaplaymz.

sint — Scosx = a(sinx + cosx) + b(cosx — sinx)
esitligini saglayan a ve b sayilarmi bulunuz.

Bundan yararlanarak
sinx - 5cosx
I= / - =
sinx + cosx

integralini hesaplayimiz.

Kismi integrasyon yontemini kulanarak agagidaki

® / —"

(x sinx + cosx)?

integralleri hesaplayiniz.

() f e+ 1) +xl2)5: dx

d

L dx R, G k)
/x(x+l)“.(x+m) ‘AZ%( D= -

oldugunu gosteriniz.

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
2dx
(x N [ a
o [ o
(x- Dix+ DVxP+x+1
© / X d(g_:_—_k_
(x* —3,\+2 jx"—4x+3

Asagidaki integralleri kargilannda yazili doniigtim-
ler yardimmyla, hesaplayiniz.

(a)/“'\x +Vx dx . x=4
2-X 43
7+3 d" PR
L2 2 )
© fwl-m Unl +x )fZIn.\)dX L
x* x”
) [4\/(x—1)3(x+2)5 dx i—i%:#

2 2 2 .2
—, acos x+ b sin"x=t

d / sinx cosx dx
hie 2 .2
atecos x4+ b sin"x

(e) /———v ax” +b) dx, ax+—§~:r

! _all
(f) / ’771 2 ’ /\”>-t—
(@ / lax’ - b)ds ax+%:r

cx—ax+b)

—
ntegrant x ve v ax’ + bx + ¢ ifadesinin bir rasyo-
nel ifadesi ise Euler Déniisiimieri denilen agagida-
ki degisken degistirmeleri yapilir ;
. T —
a>0 ise, Jaxi+bx+c =t xa
c>0 ise, Jaxl+ bx+c =ix o
a4+ bxtc=alx—o)(x~P) ise
Naxl+bx+ve =(x-o)t
Buna gore, agagidaki integralleri kargilarinda yazili
dniisiimlere gore hesaplaymiz.

@ [——E

1+xx +2x— 2

AT
NxT+ 2+ 2 =X

Nil-x+l=mx-1

M- ==t
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L. Asagidaki egitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) _/(QQ'xz)”dx:M*‘M/.(a2—x2)w]dx

2n+ 1 2n+1
b /ax n ™ ! ( 1)
H — F : " -~ ¢ - -
(by | e“sin"x dx e sin””  x(a sinx - n cosx) + —7—-;/e”“sm” Uy dx
+n a +n”
H —_——
X R T n-1 2
(c) /—/ > dx-;x VxT+a - T-a —’7———~dx (n=0)
Nx“+a VxT+a
L H S 1 o1 n+l n-1 . -
(d) /sm xcos™ dx =~ sinxcos" x4+ L0 fsin® 2x cos"x dx  (m—n)

m+n im+n

i3
© /cos X e cos" +n~m~2j[ cos”x
e dx = — X nzl
sin'x (n-Dsin® 'x n-1 sin" %x ( )
m -
® fcos X e cos™ lx m-1 fcos" %x
— ———+ : dx (m#n)
sin"x (m~-n)sin" " 'x Mm-n sin” x

11. sorudaki bagintilardan yararlanarak asagidaki integralleri hesaplayiniz.

. 23 372 S
(a) _/(4 -x%) ax (b) /(9—)(“) dx © /an e @ /ez“'sinsx i
s
© /7 S dx () [sin’xcos*xd cos’x 4
2 X (g) e A h COS "X
el J Jee ) [ L

/ tersi olan bir fonksiyon ve y = f!(x) olsun.
Jriwas=x ;- [ foay
oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak asagidaki integralleri hesaplayiniz.

(a) /arctanxdx (b) /10g7xdx

14. f tersi olan bir fonksiyon olsun.
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[f"l(X) dx=x f‘l(x)-/x(—;;f‘l)dx

oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak agagidaki integralleri hesaplaymiz.

@ [arcsiny v ®) [inx de
Agagidaki integralleri hesaplayimz.
15x° - 4x - 81 .
@ / T e d] f o xtax
G- -1 ey

Asagidaki integralleri hesaplayimz.

2 2-
(@) / 3! X dx ) dx y T+x 2 1
2 ————— > -2} dx Xt i
(2-x) \/2+x /i,(x~1)3(x+2)5 ©) /(x )\'l—x (d) /\ EP) dx

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

(a) /(3)52 +6x + 5)arcianx dx (b) /(x3+ Deosx dx (c) /fs‘mx In(tanx) dx (d) /_;\_r____csinx dx

—
~l+x

-]

Bu béliimde, mantifs M.O. 300 yillarinda Arsimet tarafindan kurulan fakat Ma-
tematik diinyasimna malolusu 16. yiizy1l ortalarinda Newton ve Leibnitz tarafindan
gerceklestirilen, belirli integral ad: verilen yeni bir integral kavramini vermeye
caligacagiz. Daha sonra bu kavramla belirsiz integral arasindaki iligkiler ortaya
konacaktir.

Belirli integral kavramu, bix y =flx) efrisi, Ox ekseniile x=a ve x =5 dog-
rular tarafindan simirlanan bolgenin alamm hesaplamak igin gelistirilen bir kav-
ram olmakla beraber, daha sonralan birgok alanda kullaniimaya baglaniimisgtir.

Simdi Arsimet tarafindan ortaya konulan, bir bolgeye cokgensel bolgelerin alan-
lart yardimiyla yaklagma diigiincesine bir gozatalim.

Arsimet, » yarigapl bir dairenin alanini hesaplarken o dairenin igine, koseleri
cember tizerinde bulunan, bir n— kenarh diizgiin gokgen ile kenarlars gembere te-
get olan n— kenarh bagka bir diizgiin cokgen cizmig; dairenin § alanimn bu iki
cokgenin alantary arasinda bir say1 oldugunu séylemistir. Cokgenlerin kenar say1-
st arttmidigmda cokgenlerin alanlarmin daire alanna yaklagsacagim ifade etmig-
tr.

fcteki ¢okgene P, distaki gokgene Q, diyelim. Cokgenlerin bir kenarinin
yarisini goren merkez aginin olgiisit o, derece olsun.

360 _180°
" 2n  on

olur.

Archimedes (M.O. 287 — 212) Yunan Matematikgisi
Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646 ~ 1716) Alman Matematikcisi
Isaac Newton (1642 — 1727) Ingiliz Matematikgisi
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[\

[@))

Alan (P,) = 211%—[0C\ JCBl=nr cosa,r sina,

2 : n o2 .
r*(2sinoy, cos o, ) = > r¥sin2a,,

=

no2.. 180") noa . (360°
—rosin{2———|=—
5! m( p 5 7sin|l = )

ve

Alan (Q,) = 2n—é—10M[ AMN|=nrrtana,=n rtan o,

= n rztam(—lgoo )

olacagindan, dairenin S alani

. [ 360° o
%r%m( )<S<nr2tan(180 )
n 1

bagm'tls_ml saglar. Bu baginuda n yerine ne kadar biiytik deferler verilirse, S igin
daha iyi yaklasimlar elde edilir. Ornegin, trigonometrik cetveller yardimiyla )

n=6 i¢in 2,598000 2 < § < 3464102 r*
n=12 igin 3,000.000 2 < § < 3,215390 2
n=24 igin 3,105829 1 < § < 3,159660 12
n=48 igin 3,132629 12 < § < 3,146086 r*
n=96 icin 3,139350 2 < § <3,142715 #*
n=180 igin 3,140955 2 < S <3,141912 2
n=360 igin 3,141413312 < S < 3,141672 12
n=720 igin 3,141553 2 <5< 3,141613 /2

bagmuilan elde edilir. Bu degerler, bugtin ¢ok iyi bilinen S = x 2 sayisina ol-
dukca yakin sayilardir.

Bir egri altinda kalan bolgelerin alanlarina gecmeden dnce bazi kavram ve sem-
bolleri tanitmaya cahsgalim.

6.2 ARALIKLARIN PARCALANMAS]

Integral teorisinin temel kavramlarindan biri. parcalanma kavramidir. Simdi bu
kavrami tantyalim.

TANIM

[a,b] aralifim

a<x <Xy <. <X <D

6zelligini saglayan xy, Xa ... s Xy noktalar! yardimtyla i tane alt araliga bo-
lelim. Uygunlugunu saglamak i¢in & say1sint xo. b sayisim da x, ile gOste-

relim.

P={xg . Xpy X, coos Xpots Xt

|
|
kiimesine [a,b] araligimn bir pargalanmas: veya bolintiisti denir. \
IEEA I SIS P L %)
aralikiarma [a,b] nin P parcalanmasima karstlik gelen kapali alt aralidlars,
(x> x1) - (X}, Xa), e (Rpois %) N
araliklarina da agik alt araliklar adh verilir.
Axy = Xy — Xy
sayistna [x_), % aralifinm boyu veya slciisii denir. Alt arahklarm boy-

larimin en bilyiigiine P parcalanmasimn normu veya maksimal capr denir, ‘
1Pl ile gbsterilir. Su halde,

IPIl = maks {Ax,, Avy, ..., &x, }

dir. Eger tiim alt araliklann boylart birbirlerine esit ise bu pargalanmaya
diizgiin pargalanma ad1 verilir.

Yukaridaki tammdan da anlagilacags gibi, bir [a,b] araliginn sonsuz coklukta
parcalanmas: vardir. Bu parcalanmalardan bazilarint kargilagtirmak miimkiindir.

—

TANIM ‘

[a,b] araligmn iki parcalanmasi P, ve P, olsun. Efer P| © P, ise P,

parcalanmasi Py den daha ince veya daha sikur denir.

ORNEK : [1,2] araliginm iki parcalanmasi

L2 - i}.l‘}
P"{1‘3'2}’ Pz‘{1'4‘2‘4’

olsun. Bu iki pargalanmay1 ve bu parcalanmalarin normlarmt karsijagtiriniz.
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Cozitlm : P, c P, oldugundan P,, P, den daha incedir. ”PlH:% , HP2||:71
oldugundan, |7 = [Py dir.

Bir [a,b] arahi@imin Py, P,, ...... , P, parcalanmalan icin,
PlcPyc...... c P,
ise
[ R e e &

olacag1 aciktir. Yani parcalanma inceldikce normu kiiciiltir. 1Pl nin sifira yaklag-
masi demek her bir alt araligin boyunun sifira yaklagmasi ve dolayisiyla alt ara-
Iiklarin sayisi olan 7 nin smursiz olarak bilylimesi yani, +¢ degerine yaklagma-
st demektir. Bunun kargiti dogra degildir. Yani n — 4o olmast 1Pl nin sifira

yaklasmasim gerektirmez. Ornegin,

_ l ——LZ _lk 7(L)”—l }
Pf{(),z,] (2),....,1 (2), ..... i 3 , 1

parcalanmasi g6zdniine alindifinda Vn =2 igin 1PI=L otur. Dolayistyla
1 -+ icin HPI?:% 20 dir. Eger P parcalanmasi diizgiin ise bu taktirde

WPl —0 e n—+x

onermesi dogrudur.

ay, ay, ..., a, sayilarinin toplams, kisaca, ZaL sembolii ile gosterilir. Buna gore,

k=1
i
Za/c:al+a2+
k=1

olacaktir. Burada Z , toplama sembolii olup "sigma" diye okunur. Bu semboliin

sudlachdr cebirsel kurallar sunlardir :

1) Z(ak +by)= ng + Zbk (toplama kuralr)

k=1 k=1 k=l
n i n

2) Z(ak -by)= Za,\.— Zbk (¢ikarma kuralt)
k=1 k=1 k=1

(c herhangi bir sabit)

H n
3) Zc ak:czak
k=1 k=1
i
4) ZC‘:HC
k=t

(c herhangi bir sabit)

Bu boliimde kullanacagimiz temel toplam formiilleri agagida verilmistir. Bunla-
rin dogrulugu tiimevarim yontemi veya bagka cebirsel yontemlerle gosterilebilir:

a X)Xy X3 Xgxs b

\’\

Alt toplam

X

0 g X} ¥ X3 X4 x5 b
Ust toplam
¥
0 a \1 \2 *3 x4 x5 b

Riemann Toplami
(x%, olarak[xy, _ 1., 1
araliginin orta noktalari
almmugtir

5 Nko1e243s en=trl

k=1 2
2 2 s> nln+ D2+ 1)
b) Zk =1+2%+3%+ .40 =
2
3 3,43 3_ n(n+1)]“
c) Zk 1427+3 + ... +n 4[4-—2

n

S U 1 __n
9 k}:—;lk(k:ﬁ IWZ 3+""+n(n+1) n+1

10
ORNEK : Z(3k2 - 2k) toplamini bulunuz.
k=1

i0
Coziim : ), (3k* - 26) = 3Zk'—22k
k=1

k=1

10.11.21 10.11

= 3 ——"" 2 ———=1155-110=1045
6 2
TANIM ]
f:lab] — R fonksiyonu siirekli olsun. [a,b] aralifinin
P = {xg, %y, ..., X, paralanmast igin \
M, = maks { flx) 1 X S X=X}
my = min { fix) : ¥ Sx<x}
olsun. ‘
i n ‘
ARPY =Y mox,  ve  UGP)=2 Mox,
k=1 k=1
toplamlarina swasi ile, f fonksiyonunun P parcalanmasima kargilik gelen
ve ads verilir.
. [ >3] alt araligmda alman herhangi bir nokta olmak tizere '
R(E,P) = ) o,
k=1

denir.

‘_‘toplamma f fonksiyonunun P parcalanmasina kargihk gelen bir

. o . ) P o .
Riemann toplami, x; nokialarmm secilisine baghidir.
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I
/]

302
7

Py i¢in alt toplam

Py igin ist toplam

270

Her P parcalanmasi igin
A(Py < R(f.P) = U(f.P)
olacagi agiktir.

Kolayca gosterilebilece8i gibi parcalanma inceldikce alt toplamlar artar, list
toplamlar azalir. Bazi fonksiyonlar icin tst ve alt toplamlar farks sifira yaklagir.
Bu durumda U(f, P) . A(f,P) ve R(f,P) toplamlari aym bir / sayisma yaklagir.

fx) >0 oldugunda, y = flv) edrisi, Ox — ekseni, x = a ve x = b dogrulan
arasinda kalan bolgenin alani alt ve tist toplamlar arasinda bir sayidir.

” . g 3

ORNEK : fx) = x* fonksiyonunun 7, :{I. —2—2} parcalanmasina karsihik gelen

alt ve list toplamlarin bulunuz. y = x> egrisi, Ox — ekseni, x=1ve x=2 dog-

rulart arasinda kalan bolgenin alani hangi sayilar arasindadir. Ayni sorular

= l%%%Q} parcalanmast i¢in cevaplandiriniz.

Céziim : fix) = »° fonksiyonu [1,2] araligmda artan oldugundan [ka =

aralifinda en kiiciik degerini x, _, en biiyiik degerini x, noktasinda alir.

AER)=r Ot p DL ar) Ly L

4
_ I( 25 .9 49) 63
=il =
4 16 4 16 327 1.968
olacagindan bolgenin § alani icin
1,625 < § < 3,125
yazilabilir. P, parcalanmas i¢in
I o, 5.1 ,.3 701
A(LP) =F D+ F2) -+ f2) 4 f ()=
(f-Py)=f (1) 4+J‘(4)4+f(2)+f(4>4
1 25 9 49\ 63
~glie B g gl =

U(f,Pz)zf(%)%ﬁ‘(%)%)d(—})%+f(2)%

_ I 25 9 49 _87
~4(1+ + =+ +4)_32:2,718

16 4 16
olur. Buna gore,
1968 < §<2,718
yazilabilir.

Yukaridaki 6rnekten de goriildiigii gibi pargalanma inceldikge alt toplam artmalk-
ia, iist toplam azalmakta, dolayisiyla her ikisi de Riemann toplamina yaklagmak-
iadir. Eger alt ve list toplamlar ayni bir [ sayisina yaklagirsa Riemann toplam1
da ayn1 / sayisina yaklagi.

6.3 BELIRLI INTEGRALLER

© Coziim 2 [0,1] ar

TANIM
fo{a.b} {izerinde tanmmly, sinirli bir fonksiyon olsun. Eger

lim Zf(xf Jax, =1

Wl 42
limiti varsa, bu limite f nin @
b
| s as
a

ile gosterilir. Bu durumda f, [a,b] Gzerinde inte

dan b ye kadar integrali denir ve \

Yukardaki limit su anlamdadir.
VYe>0 icin 36 >0 oyleki PN < & bagmusint saglayan herbir P parcalanmast

igin

<E

1
\Z Sy =1
k=1
olur.
i
ORNEK : f x*dx integralini hesaplayniz.
i
aligim esit uzunluklu #1 pargaya bilelim. Bu durumda herbir
t=}

alt arahi@in boyu

=

1 _2 x:k Xy =1
Xo=0, x=_- . T Ty "

. - T il de-
olacakuir. [x, x] araliginda fonksiyon en kiiciik degerinl Xy, €n biiyiik

gerini Xy noktasinda alir. Buna gore,

"

7 ]__1 2 1
Alf,P) = Zf(xk—l)ukzz((n ) n
k=1

k=1

n

s LY ke e 2t (1= D)
3 n

o=t

(n-Dn2n-1) _ (n-1D2n- 1)
- 6 6n°

2
~J
[

_
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- aln+ D@2+ 1)
k= 1” k=1 n 6

1
;i_.
P\N
o
=
=
o
=

- (n+D2n+1)

on*
olur. Su halde

(n-1D2n~1) <R(fP) < (n+ D2n+1)
6n* . 6n°

yazilabilir. Par¢alanma diizgiin oldugundan
Pl—-0en—>w
dir. Buna gore

”lgr;uz—”"—ll< lim R(f,P)< 1mM:
6n 6n’

1 / s 1 /1 5 1
o< < = = —
3~ M dx__3 = Ode_§

bulunur.

Simdi integrallenebilen fonksiyonlar karakterize eden teoremi ifade edelim:

integrallenebilir olmast igin gerek ve yeter sart, her €> 0 igin,

U(f,P) - A(f,P) <& (Riemann sari1)

kalacak sekilde [a,b] araligimn bir P parcalanmasinin varolmasidir.

TEOREM 6.1 : f:[ab] — R fonksiyonu sinirli olsun. fnin [a,b] lizerinde

Su ana kaglar tanidi§imiz fonksiyonlarin hemen hepsi integrallenebilen fonksi-
yonlardir. Integrallenebilen fonksiyonlar ile ilgili detayh bilgileri [1] ve [2] kay-
naklarmda bulabilirsiniz. Bu konunda agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

TEOREM 6.2: f [a,b] lizerinde smirl bir fonksiyon olsun.

(a) f siirekli ise integrallenebilirdir.

(b) f parcal: siirekli ise integrallenebilirdir.

Fc) f monoton veya iki monoton fonksiyonun farkl geklinde yazilabiliyorsa
integralenebilirdir.

Integrallenemeyen bazi fonksiyonlar da vardur. Ornegin [0,1] tizerinde

e 1, x  rasyonel ise
X)= . .
x irrasyonel ise

bigiminde tanimlanan fonksiyon integrallenemeyen bir fonksiyondur. Gergekten
[a,b] arahigmn her P parcalanmasi i¢in

"
A(FP)= 9 ymy b5 = Zo.ukzo
k=1 k=1

TP = ) My ax,= Dlax=1-0=1
k=1 k=1
olur.e = % alinirsa U(f,P) ~ A(fP) =1 olup € :% den kiiciik kalmaz.

UYARI : Integrahn varlig1 bagka sey, degermm bulunabilmesi bagka seydir.

Ornegin f ¢* dx integrali vardir, zira ¢ siirekli bir fonksiyondur. Fakat bunun

degeri elemanter yollardan bulunamayabilir.
Simdi belirsiz integral ile belirli integral arasindaki iligkiyi veren teoremi ifade ve
ispat edelim.

(TEQREM 63

—

l f,[a,b] tizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

Her x € (a,b) igin

|

1

\

F' (=10 \

olacak bicimde siirekli bir £ : [a,b} — R fonksiyonu varsa, \

| \

| ’ |
| [ s = Fo) - F@

a

\

| dir. Bu esitlige Newton — Leibaitz Formili adi verilir. |

L e -

Ispat : [ab] aralifimmn herhangi bir parcalanmasi P = { xg , X, ..., X,; olsun.
Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi geregince

Flo) - Fo ) =F" (&) (o~ %)

olacak gekilde en az bir g € (X, %) noktast vardir. Hipotezden, F '(x) = f{x)

oldugundan, herbir k=1,2,...,n igin
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F()Ck)—' F(xk, 1) :ﬂék)AXk

olacak bigimde en az bir &, € (x, _,x,) vardw. Buradan

n

D [Fe) = Fl, )= 2 (&) o,
k=1

k=1

yazilabilir. Birinci tarafta gerekli sadelestirmeler yaplir ve x; = a,
yazilirsa

X, = b

n

Fb)-Fla)= Y £ (&) Ax,
k=1

elde edilir. f integrallenebilir oldugundan IlPIl — O icin sagdaki toplam f nin

[a,p] arah@indaki integraline yaklagir. Sol taraf ise P parcalanmalarindan ba-
gimsizdir. Su halde

b
F(b)—~ Fla) :/ Flx)dx
[

olur.

NOT : F'(x) =fx) esitligini salayan F fonlisiyonunu bulmak demek fnin belir-
siz integralini bulmak demektir. Su halde [ Ax)dx integralini hesaplamak i¢in

a

dnce / JSx) dx belirsiz integrali hesaplanacak sonra bulunan F(x) ifadesinde x
yerine dnce b list siniri, sonra @ alt sinur konulacak ve F(b) — F(a) farki hesapla-

b
nacaktir. F(b) — F(a) ifadesi F(x) bigiminde de gosterilebilir. Yukaridaki F

a

fonksiyonuna f nin ilkeli de denir.

Zaman zaman karsilasacagimiz iki integral sdyle tanimlanir.

TANIM

Integrallenebilen f: [a,b] — R fonksiyonu icin

1) /:ﬂx)dx:o

2) /b ’ Sx)dx =- j{ l}(x)dx

Simdi yukaridaki teoremin basit bir sonucu olan bir teoremi ifade edecegiz.

Bu teoremin ispat1 ¢ok kolay oldugundan, bir ahstirma olarak okuyucuya
birakilmustir.

TEOREM 64 :
£ lab] de integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

(1) Integralin degeri integrasyon degigkeninden bagimsizdir, yani
b b b
f ﬂx)dx:f fndt= :/ )z
a a a
ve ce {(a,b) i¢in
b ¢ b
2) fxydx = / Axydx+ f fleydx
a u <

dir.
- —

1
ORNEK : / %% dx integralini hesaplayiniz.
0

Céziim : F(x)= /de)f:i;“
olacagindan

A 3
/ x° dx =~
0

olur.

nf2

ORNEK : /0053/2 x sinx dx integralini hesaplaymz.
0

572
. 372 o _cos?Tx 2 si2
Coziim : F(x):/cos x sinx dx-*/—-sl2 == cos”' T x
oldugundan
72
Y S 2 s 294222
[ cos™? x sinx dxz——g-cos X , 7 0+ 5 1 5
Jo .
olur.

b . .
/ Sf)dx integralini hesaplamak icin, tiirevi f(x) olan F(x) fonksiyonunu bulup,
a

F(b) - F(a) farkin olusturmak gerekiyordu. Integral degisken degi§tirfne yén;e—
miyle hesaplanacaksa, degiskenler degistirilirken, eski dgg1§k?pe donmek is-
tenmiyorsa, integrasyon sirlarini da degistirmek gerekir. Ornegin:

b
[ s g
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integralinde g(x) = u degisken degistirmesi yapildigimda / fu)du integrali elde

edilir. Bu yeni integralin simrlar, # = g(x) esitliginde x yerine a ve b yazlarak
elde edilen g(a) ve g(b) sayilaridir. Buna gére,

b 3(b)
f(g(x))g'(x)dx:f flu)du
a gla)

olur.

Eger integral kismi integrasyon yontemiyle hesaplanacaksa

b

b
- / v(x) du(x)

b
/ u(x) dv(x) = u(x) vix)

bagntisindan yararlamlir.

/2
ORNEK : / —%dx integralini hesaplayiniz.
0 l+sin~x

Coziim : sinx = u denirse cosx dx = du olur.

x=0 igin u=sin0=0, x= % icin u = sin R olacagindan

2
"2 cosx U ]
/ ——dx = - > =arctany
0 l+sin”x 0 1+u 0
k] n
= arctanl ~ arctan0 = — - 0=
4 4

bulunur.

(s
ORNEK : /0 X cosx dx integralini hesaplayimniz.

Coziim ¢ u=x, dv=cosxdx denirse du = dx, v = sinx olur. Buna gore,

T T 1T
/ X cosx dx = x sinx| —/ sinx dx
0 0

[}

T
= msinw-0.sin0+ cosx

0

cost—cosO=~1-1=-2

olur.

Simdi, integrallenebilen bir f fonksiyonunun bazi ozelliklerini veren teoremi
ifade ve ispat edelim.

TEOREM 6.5 :

£, lab] tizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

|
|

|

1 b 5
‘t (2) / Sy dx] Sf]f(x)|dx dir.
‘ a o

b
(1) Herxe [ab] igin Ax) =0 ise, /u fx}ydx= 0 dur.

ispat :

(1) f(x) =0 olsun. f integralienebilir oldugundan

i b
lim o F(x)ax= [ fxydx
k=1

1Pl 0

dir. Toplamdaki herbir terim pozitif veya sifir olacagindan
b

/ flx)dx =0 olur.

@) )+ fixy = 0 oldugundan
b b

J i oyax=z 0= - f R < / | dx

olur. | fx)l —fix)z 0 oldugundan
b b
[(-fe)arz0= [ swans [ ilas

bulunur. Bu ve yukaridaki esitsizlikten

\ / ’ foods| < / " ool

bulunur.

| TEOREM 6.6:

‘ f:[-aa)l - R fonksiyonu stirekli olsun.

d
(a) f tek fonksiyon ise _[ af(x)cbc: 0

| (b) f gift fonksiyon ise [ . flo)dx =2 /0 fx)dx
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ispat :

« () ”
[:/(f(x)dx:/f(x)dxwhf fods=1+1, olsun.
—a —u 0 2

I, integralinde x =~¢ deisken degistirmesi yapilirsa, integralin degeri degigkene
bagl: olmadigindan,

0 0 a
]lzl{f(x)dx:~-/(l ﬂ-[)d;:/o f=x)dx
bulunur, O halde

I= /jlﬂx)dx: /Ouf( - x)dx +/0Hﬂx): /Ou[ﬂ - X)+ flx)] dx

olur.

(a) f tek oldugunda f(-x) = —fx) olacagindan
1= [ e [ o0 e poas= [ oax=o0

bulunur.

(b) f cift oldugunda fi-x) = flx) olacagindan
I:X‘I_ﬂx)dx:[) [f0) + )] dx= 2/0“_f(x)dx

bulunur.

" r 3 .
ORNEK : [:[ L COSE gy integralini hesaplaymniz.

© 1+sin'Ox
Coziim :
3 3
ﬂ_x):(vX) .cos(-x) X' cosx )
1 - == JU
1+sin'(-x) 1+sin'®x

oldugundan f tektir. Su hailde /=0 dur.

6.4 INTEGRALLERIN TUREVI

Simdi integrali almadan tiirev almamiza imkan tanryan bir teorem verelim.

TEOREM 6.7:

f:lab] — R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [a,b] tizerinde

X
Fe= [ fodr
u
esitligiyle tanimlanan F fonksiyonu f nin stirekli oldugu her noktada tiirev-
lidir ve
F'(x) = flx)
l dir.

I
-

{spat : f fonksiyonu x noktasinda siirekli olsun 2 >0 icin

. X+ h X
Farh=F) g = ]i?{ f Flyde - [ ,f'(r)dr}—,f(.r)

h
1 x+h
- —{ [ s
h|Jy

1 x+h 1 X+ h -
olur. f dx = 1 oldufundan f(x) = " [ f)dr yazilabilir.
X CanY

Bu durumda

F(x+h)—F(x) ) = _f f(f)dr———f Flodt

- %f (70 - fC0 ] di

olur. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

X+ h fx
ﬂﬁi%’—ﬂx—)—fx.\-)i:H f SR Er ) M - oo dr

h

yazilabilir. f, x noktasinda siirekli olduundan Ve >0 igin, 38 >0 &yleki

It —xl <d sartm saglayan her t € {a,b] igin |f(t) - flx)<e kalw. h< & secersek,
It - xl < d olacagindan

x+h
F(H-h) Flx) _ 1/ cdi=e

bulunur ki, bu
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. Flx+h)~ F{x)
lim Foth-F
h ing* h _ﬂX)

oldugunu gosterir. Eger h <0 ise, benzer yolla

lim
h—0"

F -
Flx+ h}i Flx) _ Ax)
oldugu gosterilebilir. Bu iki bagintidan

Fix) = flx)

bulunur.

" Xy
ORNEK : F(x) :/0 e"dr olduguna gore, F'(x)=¢ denkleminin ksklerini bu-

lunuz.
Cozitm ¢
. . ¥ = e
F(x)=¢" olacagindan e =¢ = x*=1=x=+1 olmahdur.

y=flu), u=_g(x) oldugunda, zincir kuralindan

ey A du s
& " dn T We)
yazilabilir. Buna gore,
uin) ) , d 1 (x)
F(x)= fyde ise F'(x)= Ef foyde=f (W) w'(x)
a

a ]

olur. Eger

ret )
G(x):/\‘((\)f(t)dr ise G’(x):—j;{-/ﬂ ﬂl)dt]:—f(v(x)),v’(x)

olur. Diger taraftan

1(x)

u(x) a
[ Jwdi=[ fwar+ [ e

14
yazilabileceginden

d t(x)
T S RO =F @) () = £ (G V)

olur. Bu bagintiya Leibnitz Formiilii adi verilir.

[

ORNEK : F(x)= / sindr icin F(x) nedir?
X

Cézitm : Leibnitz formiilinden

F'(x) =sin (xY 2x-sin (x2.1
=2x sin(x?) - sin(x?)

bulunur.
2

ORNEK : lim — | —F—dr=?
=02 Jo e

Coziim : Verilen limit 0.« belirsizligine sahiptir. L'Hospital kuralindan

X 12 x2

1t d 4
tim L [ <F = g 2t fim +1
=02 J0 44 x—0 X2 -0 2x

bulunur.

Bilindigi gibi ay, as, ..., a, sayilarmin aritmetik ortalamasi

sayisidir. Bir [a,b] aralig: tzerinde tammb bir fonksiyon, genel olarak, sonsuz
coklukta f(x) degeri aldifindan, bunlarm aritmetik ortalamasmi bulmak bu kadar
kolay degildir.
Bir fonksiyonun bir araliktaki ortalama degeri kavrarmini vermeden, belli bir
aralikta 6lgiilen sicakliklarm ortalama degerini bulmaya ¢alisalm. 24 saatlik bir
zaman aralifinda, havanm sicakhig

T=f), O0=st=<24

ile verilmis olsun. [r=0 gece yansi, 7= 24 ertesi giiniin gece yarismi goster-
mektedir] Birer saatlik aralarla 1), fI2), -..... , f(24) sicakliklan Glctilmily
olsun. Bu sicakliklarmn ortalamast, k = #, olmak lizere,

24 24
74_1_ 4_1_ -\
T=23 Zﬂk)' 24 ;jlﬂtk)

k=1

olacaktir. Eger s6z konusu giin n esit araliga boliniirse, ortalama sicaklik
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)

[N

olur. n ne kadar bityiik secilirse ortalama sicaklik gercek (esas) ortalama sicak-

liga o kadar yakin olur. Buna gére ortalama sicakhk
n

T=1im 1> f1)
n—o 1 i
olacaktir. a =0, b =24 alinursa, 24 saatlik zaman 274 saatlik alt araliklara bo-

lineceginden

24 b-a
A==

yazilabilir. Bu durumda

) n
o1 IRETI S b-a
i LSt Jim - g0 D e

k=1 n

T

It

i
1 ,
i S

yazilabilir. Son toplam bir Riemann toplami oldugundan

| b
T:w/
b-ala Aodt

olur. a ve b yerine degerleri konursa, o giiniin sicaklik ortalamasi
24
1
T=— 1dt
24 Jo A

bulunur. Buna gére bir fonksiyonun bir araliktaki ortalama degeri, fonksiyonun o
araliktaki integralinin aralifin boyuna orani olarak tanimlanabilir.

TANIM

f fonksiyonu [a,b] arahiginda integrallenebilir olsun. y = f{x) in [a,b] ara-
higindaki ortalamas:

- b
g ), ooas

sayisidir.

1

b
poa o T

y
esitligi

b
/Hﬂx)dﬁi b-a)

vazildiginda su geometrik anlam cikar : Pozitif bir fonksiyonun altinda kalan
alan, eni b — a, boyu y olan bir dikddrtgenin alanina esittir.

ORNEK : fx) = x* fonksiyonunun [0,3] arahfindaki ortalama degerini
hesaplayinz.

Coziim :

olur.

TEOREM 6.8 :

|

|

{ £, lab] iizerinde stirekli ise [a,b] aralifinda
| b

! = 1 /

! L dx

‘ F&) 5 a e fx)

|

olacak sekilde en az bir x sayst vardir.

Ispat : £, [ab] de siirekli oldugundan en bityiik ve en kiiciik deZerini {a,b] deki
noktalarda alir. Fonksiyonunun en bilylik degeri M, en kiiciik degeri m olsun.

[a,b] de m=flc), M=fd) olacak sekilde ¢ ve d noktalarl vardir. Buna gére
Vxe [ab] icin
m= fxys M
yazilabilir. a dan & ye kadar integral almirsa
m(b —a) s fabf(x)dx < M(b - a)
bulunur. Her iki taraf b — a ile boltniirse
1 b
m< m/ﬂﬂx)dx =M
esitsizligi elde edilir. Su halde
msy sM
olacaktr. Siirekli fonksiyonlarin ara deger teoreminden, [a,b] aralifinda
o=y

olacak sekilde en az bir x noktas vardr.
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ORNEK : fix) =mx +n fonksiyonunun [a,b] araligindaki ortalama deBerini
bulunuz. Fonksiyon bu ortalama degeri [a,b] araliginin hangi noktasinda alir?

Coziim ¢

y = L/b(mxaw)dx: 1 (micianx)
b-aJu b-a 2

- 1(ﬂ2 _ﬂz_)
= 2b+nb 2(1 na

= L "M ae _ayl=m .
= 7 [Ze-ae oo Lo

olur.

a+b
2

~ m _
mx+n:7(b+a)+n = X=

bulunur. Su halde f(x) = mx + n fonksiyonlari ortalama degerini, [a,b] araligmin

a+
orta noktasi olan 3 noktasinda almaktadir,

ORNEK : Taban yarigapi 3, yiiksekligi 2 birim olan bir dairesel dik koni tepesin-
den y birim uzakta, tabanina paralel bir diizlemle kesiliyor. Elde edilen dairesel
kesitin alaninin ortalama degeri nedir?

Coziim : Benzerlikten

Y

D=

Y
12 4

r
3
olur. Kesitin alam1 0 s y < 12 olmak iizere,

2
Ay =nrl=n (%) =L my*

olur. Ortalama alan

o 1 1R
Z:_—.-_/A 1 / SN B U
1700 AP 96" Y P T3, <"

bulunur.

Simdi, Ortalama Deger Teoreminden daha genel olan bir teoremi ispatlayalim.

| TEOREM 69 :

‘ fve g, [ab] lizerinde aym isaretli ve siirekli fonksiyonlar olsun. [a,b]

’ araliginda 4

1 b ’ |

i / finglx) zix:f(c)/a g(x) dx ‘
a

§‘ olacak sekilde enaz bir ¢ noktas: vardir. J

Ispat : f nin [, b] araliginda aldigy en biiyiik deger M, en kiigiik deger m olsun.
Bu takdirde her x € [a, b] igin m <f(x) = M olur. [a,b] de g(x) =0 olsun.

Bu takdirde
mg(x) < flx) g(¥) < Mg(x)

yazilabilir. (g(x) <0 i¢in bu egitsizlik ters ddner.) Buradan
m/ab gx)dx < /Hbﬂx)g(x)dx =M /abg(x)dx

bulunur. Su halde m ile M arasinda dyle bir & vardir ki
/abﬂx)g(x)dx = k/abg(x)dx

olur. f siirekli oldugundan m ile M arasindaki her deferi en az bir kez al.
Dolayisiyla f{c) =k olacak sekilde en az bir ¢ & [a,b] vardir.

ORNEK :

14
oof et
O (+x®)”

oldugunu gésteriniz.

3
Cozim : f(x) = x, g(x):i—? alinirsa, [0,1] de
1+x*
Voxtdx PP _c
; 3 =C. o . 3 ~‘é‘
(1 +x9 (1 +x%

olacak sekilde bir ¢ sayist vardir. 0 < ¢ <1 oldugundan

bulunur.
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Integral tamsmindan yararlanarak agagidaki integralleri hesaplaymiz.

/! 1
2) f xds b) /0 x*dx

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a) / :34

¢) / N ZarEie )d\MIOO d)/ _tanf

J

1) a = i
Jo L1 16 ) 2 \5+4,\—‘c
Asa@idaki integralleri hesaplayiz.
. 2
a) /o sinx dx b) / 2sec’x dx
[0

9 = 1 ’
d) / %"—)—C—dx e) _7“\_[1)‘_

4 VX 0 x +3x+2

Sz
/ 4 sin 2x dx
0

sintx+cos®x

0 [ 0 [

2
0) / xll = xAdx
0

.l
4

1) /n tanx dx
i

tan X
X - mnx

o | I Ixld

2

/e 9 [ e

i) /6 sin(inx)
1 x

e +3

b) / x~T+x dy=

\2sec9

2
g)/ L=
SN2

pins v Ty 4
V)] e Vet 1 gyl

1
¢) / e dx
0

N /Onu

L
2 -1 e) /;
36

h) /

2
tanx sec”x dx=—

2
d) / 2 dx
A .

1

E?S%dz—2«42(\,‘7—1)
NisinAt
dr 2In2-1

z
. T _2
n /0 sin xdx_3

2 2
<) ,/ sin“t dt
0

6

f) / NxX=2 dx
9
€l §

i 7d\f ;
a a“+x
3

m) | lxldx
0

i
P /_ | X sgnx dx

t) / —dx~w
0 3+2cosx

1
dx
v /‘1 (1 +x2)2

) /_1 (8y” + siny)dy
]

0)/
NI
e
. 7 [ 5
J)/o Va de

n) /(;x [l dx 0.

4
r) /Osgn()cz - 4x + 3)dx

1 2
w [
)

N4 - 3

z)/ dx
0 243

—
l+a*sin~x

/Hb [[xﬂdx+/ab [-xldx=b-a

oldugunu gosteriniz.

Her ne N igin
" nn-1)
/0 ﬂ)c]]a’,\-—«—2

oldugunu gosteriniz.
9

/ vilar=13
0

oldugunu gosteriniz.

Agagidaki integralleri hesaplayuuz.

2
a) ‘/0 -3+ 2xl dx

b) /_fi(c:os 3l dx

Integrallenebilen bir f fonksiyonu i¢in
b 1
/ Ffxde=(b~ a)/O Fla+ (b~ ax]dx
a
oldugunu gosteriniz.
integrallenebilen bir f fonksiyonu ve k=0 igin
b 1 iy
e J, (e
oldugunu gosteriniz.

u=1-x degisken degistirmesini yaparak,

m,ne N icin
[xﬂ(l x)!ﬂdx /(1 x)ll 711
oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak

1
/Oxz(l -0 dx

integralini hesaplaymiz.

11, x=sinu deBigken degistirmesi yardimryla

i
2
R W4l
)”dx:/ sin™ x cos ™ x dx
0

1
ml__’l
/Ox( X

oldugunu gésteriniz. Bundan yararlanarak

Lo, 0
/0 xJ(l-—xz)l dx

integralini hesaplayiniz.

%, Asagidaki integralleri hesaplayimz. (n & N)

T
2

n
ER 2n+l P
a) A sin x dx b) } sin” x dx
)

L3
2
c) /0 cos” x dx d) / 0s ¥y dx

/ lcos?x + sin® xldx = 10;2
oldugunu gosteriniz.
4. Herne N igin
1 2n 2
L K )
/o (1-2) dx= 2n+ 1)

oldugunu gosteriniz.

v = —723 - ¢ degigken degistirmesi yaparak

Z 3
/ T Nsinx 7
0 3oinly +3cos? 4
Vsin®x +vcos x
oldugunu gosteriniz.
<. x=m—t doniisiimiinden yararlanarak

/" x sinx dx—nz
~ 2 =74
O Jl+sinx 4

olacagim gosteriniz.
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. xz 1 igin 1 +x* = 2x* egitsizliginden yararlanarak

—-—<// 1+x dx<26f

oldugunu gosteriniz.

x=z1 igin

X 1 X
a) / —dtS/dz

1ot 1
b) Oslnx<x-1

oldugunu gosteriniz.

2x )
20-2x ,

4<x<5 ise

S5<x<6 ise

ﬂX)={

6
fonksiyonu igin /4 fix) dx integralini hesapla-

Yz,

-2<x=1 ise

1<x=2 ise

fonksiyonu igin / ; fx)dx integralini hesaplayniz.

. O0=x=<1 iin

0 < sinx < x esitsizliginden yararlanarak

i
a) OS/ Sinxzabcii
0 3

Z 502
b) 0§/6 sin”zxdxsl(li)
[\ 516

1
7T 1
< < -
c) 0_/0 X sinx dx < 24

oldugunu gosteriniz.

. x20 icin 0 ssinx sx esitsizliinden yararlanarak

l £
lim '7/0 xsinx dx=0

e~ 0"

oldugunu gosteriniz.

)

. a>0 ve f fonksiyonu [0,q] iizerinde stirekli olsun.

i) wu=a-x degigken deistirmesini yaparak

/a _ x_/” _ fla-x)
o fix)+fa-x) o flx)+fla- x)

oldugunu gosteriniz.

.. e a
i /o fx)+ fla-x) dr= 2

olacagini gosteriniz.

1
xa’x

iii) b 3 +(1 )

integralini hesaplaymniz.

Sitrekli bir f fonksiyonu i¢in

/0 1 flxydx = /_ 01 S x)dx

oldugunu gosteriniz.

I
/0 fx)dx =3 diir. f nin tek veya ¢ift olusuna gbre

0
[ 1f(x)d)c integralini hesaplaymiz.

/abf(x)dx :/ub_;cﬂerc)dX

oldugunu gosteriniz.

Periyodu T olan bir periyodik f fonksiyonu ve her
k tamsayist igin

/ﬂx)dx /b‘:fo(x)dx

olacagim gbsteriniz.

Agsagida verilen fonsiyonlarin kargilarmda yazili
araliklar tizerindeki ortalama degerierini bulunuz.
Fonksiyon bu ortalama degeri hangi noktada alir?

a) floy=2IMk, I=[-1,1]
b) flx) =cosx, = [0, 271]
o) frmy=v1-x, I=[-1,1]
Q) ) =3 242, [=102]

32.

2
25, /]-ﬂx)dx:él olsun. {1,2] arahfnda fic)=4 ola-

cak sekilde en az bir ¢ noktasinin varligini gds-
teriniz.

Asagidaki fonksiyonlarm tiirevlerini hesaplayiniz.

a) Flx)= /0 Xz(l +2 )0 ar
b) F(x):j;ofsinz dt

c) F(x):/(:tzsinr dt

¢) F(x):/J; cost* dt
4 Fl)= /\ x;/H_tzdr

2%
e) F(x):/v cost dt
sy

Asagidaki esitsizliklerin dogrulufunu gosteriniz.

i 2
a) —l~§/ S %
67 144 >

1 4
i X 1
b ——S/ —dx <=
) 10 7oyt 5

c) f_;l,</l 7‘-——6\’ dx<e~1
2 0 4

Siirekli f fonksiyonu i¢in f(2) = 3 olduguna gore,

x fz e

lim
x—2 X

limitini hesaplaymiz.

x+h
lim —/
h=0 X

limitini hesaplayimz.

ll+Vl+M

o)
/0 AOdt=xcosnx

olduguna gore f(4) kagtir?

j(*9)
. / >dr=x cosmx olduguna gore, fi4) nedir?
0

. om>2 igin

1 /1/2 dx 7
—< e <
2. Ji-xm 6

oldugunu gésteriniz.

O| a 1;

Tkinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip y = f(x)
egrisinin A ve B noktalarindaki tegetleri birbirine
paraleldir.
b e
£,
. oY

integralini hesaplayiniz.

Siirekli tiireve sahip ve grafigi yukanida verilen f
fonksiyonu igin

3, 3
B AN B (€9
/1 p dx /} . dx

ifadesini hesaplayimz.

Yaricapt 3 birim olan kiire,
merkezinden x birim uzak-
hkta bir diizlemle kesili-
yor. Dairesel dik kesitin
alaninin ortalama degeri
nedir?




2
fo [lax=5-v7 -3

oldugunu gosteriniz.

[

Herne N igin

/”2 L7l dr 2 2= Didn+ )
0 6

oldugunu gosteriniz.

2. a) Her ne N icin

ﬂx):j{)” 2] e = 2in=12n=1) 1)6(2”' D

oldugunu gosteriniz.

b) x=z 0 igin

ﬂx):/o' 12 ar
biciminde tamimlanan f fonksiyonunun [03] ara-

ligmndaki grafigini ciziniz.

a) Siirekli ve bir tek / fonksiyonu icin
/Onﬂ cosx)dx =0
olaca§ini gisteriniz.
b) Stirekli ve bir ¢ift f fonksiyonu i¢in
/Onf(cosx)d)cz 2/()?f(cosx)dx
oldugunu gosteriniz.
1

- /7 1+
5. ; cosxin
-L 1-

X de=0
X

oldugunu gosteriniz.
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Siirekli bir f: [a,b] = R fonksiyonu i¢in
b
/ fxX)dx=0
ise (a,b) aralifinda fic) =0 olacak gekilde en az bir

¢ noktasinin varli§ini gosteriniz.

f ve g, [ab] lizerinde siirekli iki fonksiyon ve
b b
/ ﬂx)dx:/ g(x)dx
a@ a

olsun. [a,b] de flc) = g(¢) olacak sekilde en az bir
¢ noktasinin varli§ini gésteriniz.

T
i .
1_/2 acos’x +bsin’x
COSX + sinx

/= / asin’x +bcos’ X
sinx + cosx
olsun.
1=J= % (@+b)n-1) olduguny gdsteriniz.

o=

dx _ 7
" 2ala+b)

J

oldugunu gosteriniz.

2 2 2
a®*+ b tan“x

- f1[0,1] = R fonksiyonu siirekli olsun. Asagidaki

baginuilarin dogrulugunu gosteriniz.

a) /o fsinx)dx = 2/02 f(sinx)dx
3 L
2 2

b) /o f(sinx)dx:/o f(cosx)dx
T T s

c) /o x f(sinx)dx :7[) f{sinx)dx

d) fonf(sinx) fcosx)dx=0

o

13.

14.

1i. f: R — R fonksiyonu siirekli olsun. Asgagidaki 15,

esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a) [;f(x)a’x :/Oa[j(x) +f( - x)]dx
b) / Ffahdx=2 /0 af(x2 Yx

) /ux j(xz)dxz 0

. f, esas periyodu p olan bir periyodik fonksiyon

olsun.
[”p f(x)dx—n/pf(x)dx
b )

olacagint gbsteriniz.

f:[a,b) — R fonksiyonu [a.b] de integrallenebilir

olsun.
F(x)= / fnde

esitligi ile tanimlanan F fonksiyonunun stirekli ol-
dugunu gosteriniz.

{(x) nedir?

d Inx
- /0 Andi=1 ise
X

Vx igin f{x)> 0 ve f(1)=0 olsun.
e = [ o

fonsiyonu igin agagidaki dnermelerden hangileri

dogrudur?

a) g tiirevlenebilen bir fonksiyondur,

b) g, x de siireklidir.

c) x=1, y=g(x) in bir diigey asimtotudur.

d) g, r=1 de yerel minimuma sahiptir.

e) x=1, g nin bir déniim nokiasidir.

f) y=g'(x) efrisinin grafigi Ox- eksenini x =1
de keser.

4. Her m reel sayistigin

la

N m
: X n
/ -——irl—*' dx = Z
0 sin™x+cos"x

oldugunu gdsteriniz.
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ARSIMET (M.0. 287 - 212)

Arsimet, MO, 287 yilinda Sicilya adasinin Sirakiiza
sehrinde doZmustur. Arsimet’in Sirakiiza kral: 11. Hi-
eron’un akrabas: oldugu sanulmaktadir. Boyle olmasa
bile kral tarafindan korundugu bilinmektedir. Bu ne-
denle Argimet, parasal bir sikinti cekmeden, zamanini
ilme verme fusatini bulmugtur. Arsimet’in zekasimi
cok erken yaslarda farkeden babas: onu yonlendirme-
yi bilmistir.

Arsimet, daha sonra Misi’mn Iskenderive kentine gi-
derek OKlit’in derslerine devam etmistir. Burada bil-
gisini gelistirdikten sonra, tilkesine donmiig, &ldiirtil-
diigii giine kadar kendisini tlkesine ve ilme vererek
aragtirmalar yapmistir.

Yunanlilar ve ortacag araplari Argimet’e karst son de-
rece saygilt davranmiglardir. Onlar Argimet’d tiim
alimlerin bagi. en biiyiik geometricisi olarak goriiyor-
lards. Gergekten Argimet gelmis gecmis en biiyiik ii¢
matematikeiden biridir. Bunlar sirasiyla Argimet,
Newton ve Gauss’tur.

Arsimet’in yasami ve 6limii hakkinda destan gibi ya-
zilmug kitaplar vardir, Matematikte oldugu kadar. me-
kanikte gelmis ge¢mis en biiytik dahilerden birisi de
yine Argimet’tir.

Tipki Newton ve Hamilton gibi, hesaplarina daldig:
zaman, yemeklerini bile unutup yemezdi. “Bir cisim
yerini degistirdigi sivi hacminin agulhigi kadar agirh-
Smdan kaybeder.” sonucunu veren iinlii bulugunu
yaptify giin banyosundan digan firlamig, sokaklarda
ciplak olarak kosmustur. Bu onun sivilar i¢in buldugu
birinci kanundo. Bu bulugun ilging oykiisti fen d3ret-
menleri tarafindan 6grencilere anlatilmaktadir.

Arsimet’e mekanik itminin yaraticisi goziiyle bakilir.
Tlkel insanlarda bile, bir tagt veya agir bir cismi yerin-
den kaldirmak veya yuvarlamak i¢in sopalar kullaml-
mistir. Fakat yine evrenin bu gizli sirnm kaldirag ka-
nunlartyla ilk kez actklayan yine Arsimet olmugtur

“Bana istedigim uzunluk ve saglamiikta bir cubuk ve
bir dayanak noktas1 verin, diinyay: yerinden oynata-
yun.” sozii ona aittir.

Dairenin alani, cemberin uzunlugu, kiirenin ytizey ala-
a1 ve Lacmi itk kez yine Arsimet tarafindan bulunmus-
tur. 5t sayisinin hesabi yine ona aittir,

Alan ve hacim hesaplarinda buldugu y6ntemler uzun
yilar kullanilmigtir. En karmagik edrilerie sinirli bol-
gelerin alanlar: ve ylizeylerle sinirl bélgelerin hacim-
leri onun bu vuluglar ve yontemleriyle hesaplanmsg-
or. Hatta Newton’a integral kavram fikrini Argi-
met’in bu yontemleri vermistir.

simet, dairenin ¢cevresinin ¢capina boliimii olan 7t sa-
Argimet, dairenin ¢evresinin capina boliimii olan
yisin bulunmasi hakkmda bir yontem geligtirmis, bu

sayinin 37 ile 3 e arasinda oldugunu gdstermis-

tir. Aym zamanda karekoklerin yaklasik degerlerini
bulmak icin yontemler gelistirmistir. Bu y&ntem,
devirli ondahk gosterimleri bulan Hint'lilere itham
Vermigtir.

Arsimet, Yunanhlarim matematigini geride birakmis-
tir. Clinkii Yunanlilar herbir say1yr bir sekille gosteri-
yorlard:. Arsimet pratik olmayan bu gésterim yerine
yeni bir numaralama sistemi buldu. Bu sistem saye-
sinde istenildigi kadar biiyiik sayilar yazilip sdylene-
biliyordu.

Arsimet M.O. 212 yilinda Sirakiiza’yt isgal eden
Romalt askerler tarafindan Sldirtilmiistiir.

INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

y=fu

Integrallerin Geometri, Fizik, Mihendislik ve Istatistikte cok genis nygulamalan
vardir. Bu boliimde, bu uygulamalardan bazilarina yer verecegiz.

f, [a,b] araiginda bir siirekli fonksiyon olsun. y = flx) efrisi,x =a, x=0b
dogrulan ve Ox— ekseni tarafindan smirlanan bolgenin alanm bulalim. Bu alan,
[a,b] araliginda f(x) in isaretine gore degigik bigimlerde hesaplanir.

<

)

i
k

f

(n [a,bY araligmda f(x) = 0 olsun. [¢,b] arahginin bir parcalanigini
P = {XgX),.. X,} ile gosterelim, x; €[, . x] olsun. Hesaplanmasi istenen A
alani, yaklagik olarak eni Ay, boyu fixp ) olan dikddrtgenlerin alanlari toplamina
esittir. Su halde
n
y i
¢ Az Y FG)AY
k=0
-V yazilabilir. Ax, lar ne kadar kiigiik sccilivse yaklagiklik o kadar iyi olur. Buna

gore,

7

> e,

k=1

A= lim
1110

yazilabilir. Sag taraftaki limit f nin [a.b] iizerindeki integrali olacagindan,

[l
[N

Insanlar rakamiara benzer, bulunduklart vere gbre deger kazamr.

Napoleon BENAPARTE

b
A= | flx)dx

bulunur.

2) [a,b] araliinda  fix) <0 ise, sozkonusu dikddrtgenlerin - boylart
- fix}) olacagindan, alan formili

y=fx)

b
A= / - fx)dx
a
seklini alacaktir.
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y (3)  Eger f fonksiyonu [a,b] arali§imin baz: yerlerinde pozitif, bazi yerlerinde
negatif ise, fonksiyonunun pozitif ve negatif oldugu bolgelerdeki alanlar ayr1 ay-
® \. b r1 bulunup toplantr. Ornegin f fonksiyonu (a,c) de pozitif, (¢,b) araliginda negatif
x ise,
10Nl

A:L(f(x)dx+[b‘v»f(x)dx‘

olacaktir.

Yukaridaki tiim alan formiillerinin hepsi bir tek formiille

N b
- a- [ e
x = uly) a |ﬂ\)‘ dx
d
bigiminde verilebilir.
Benzer sekilde, x = u (y) egrisi, y=c¢, y=d dogrulari ile Oy—ekseni tarafindan
c sinirlanan diizlemsel bélgenin alan
X
d
A= / ey dv
A
olacaktir.
2 ORNEK : vy=2x? efrisi, x=3, x=6 dogrulan ve Ox— ekseni tarafindan
’ c sinirlanan bélgenin alanini bulunuz.
Coziim ¢ Sozkonusu alan Ox— ekseninin iist tarafinda bulundugundan
O o 30
A:/f(x)dx:/.x‘ de=L] 27229263
v 3 3 31,
3 6 :
birimkare olur.
ORNEK : Dordiincii bilgede, y = x* — 3x egrisi ile Ox— ekseni arasinda kalan
v bolgenin alanim bulunuz.
Coziim : Alan1 istenen bélgede f(x) = 0 oldugundan
V3 0 / _

1}

/O‘?f(x) dx = - /0\3 o - 30 dx

=(_3_) _
4 2

SRTE

olur.

294

¥ ORNEK: y=x2-4x+3 efrisi, x=2, x=4 dogrulan ve Ox- ekseni
y=ofodvd3 arasinda kalan bolgenin alanmi bulunuz.

()

Coziim : [2,3] arahginda f(x) < 0, [3,4] aralignda f(x) = 0 oldugundan

1

A /; @+ /34f<x> i

1f

3 4 )
—/(x2—4x+3)dx+f(x“~4x+3)dx
2 3

3
2+(%~2x3+3x)

4

= (L2243
3 3

=2 b’

+

L b2
[SIEN

6
3

olur.

ORNEK: y=x’egrisi, y=1, y=28 dogralan ve Oy- ekseni tarafindan

v smirfanan bolgenin alanim bulunuz.
3
g res Coziim : y=x = x=y" olur.
8 8 PN
A = / u(y)dv:/ ,\7”3dy:"y4/"
! I 4 ]
1
¥ 3 45 2
= =(16-1)y=—br*
/ © 216 7h=7
bulunur.
y ORNEK : y:l7L eprisi, x=1 ve x=1 (r=1)dogrulan ile Ox— ekseni
y=lix arasinda kalan bélgenin alanini bulunuz.
Céziim :
. 5 I
AQ A=A(r):/~dx:1n|x\| =Int
1 X 1
o] 1 t ke

olur. Su halde herbir t say1sina pozitif bir A(7) sayst karsilik gelmektedir. Bu alan
Inr oldugundan, logaritma fonksiyonu integral yardimiyla ve dolayisiyla A(r) ala-
n1 yardumiyla da tammlanabilir. A(z) alanina 7 nin dogal logaritmasi denir. Loga-
ritmanin Szellikleri bu alanin 6zelliklerinden elde edilebilir. Ornegin A(1) = 0
oldugundan

nl=0,
Afe)=1 oldugundan
ne=1

olur.
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=
]

) v = f ve g, [a,b] araliginda siirekli iki fonksiyon ve P de [a,b] nin bir pargalanmasi
k o olsun.
/|
” M{/ ) (1) [a,b] aralifinda f(x) = g(x) ise, dikdortgenlerin boylart f(x; ) - g(x; ) olur.
gy ) P ° " Dolayisiyla y = flx), y = g(x) egrileri ile x = a ve x = b dogrulan arasindaki alan,
’ yaklasik olarak,
a Yy “A v P *

y=g)

A= 276 -] o
=1

olur. P parcalanmas: ne kadar ince alinirsa, bu deder gercek alana o kadar yakin
olur. Parcalanmanin normu sifira yaklagtiginda sag taraftaki ifadenin limiti
Jx) = g(x) in integrali olacagindan

b
a=[[rw-ae]ar

bulunur.

(2)  [ab] araliginda flx) = g(x) ise, dikdortgenlerin boylar g(x} )- f(x})
olacagindan

b
A:/n [g(x)—f(x)][lx

bulunur.

(3) ) fa,b] a}'allglrlln bazi yerlerinde fix) < g(x), bazi yerlerinde fix) = g(x) ise,
dikdértgenlerin boylan bazi yerlerde f (v} ) - g(x} ), baz1 yerlerde g(x; )~ £(x; )

olur. Dolaylslyla‘ F&E) -gG) lolur. Buna gore s6zkonusu olan

b
A= [0~ 2] as
olacaktir.

SP -hal(;? [a,b] araliginda file g nin durumlar: ne olursa olsun, y = f{x), y = g(x)
egrileri ile x = a, x = b dogrulari tarafindan sinilanan diizlemsel bélgenin alani

b
A :/” | (0 - gx) | dx

olacaktir.

¥ yEfE)

y=g()

Bu alam hesaplarken su yolu izlemekte yarar vardir :

1) y=f),y=gX) egrilerile x = a ve x = b dogrulan ¢cizilip alani istenen
bolge belirtilir.

(2)  Bolge icinde kalacak sekilde Oy— eksenine paralel bir serit cizilir.
(3)  Seridin iist ucundaki ve alt ucundaki egrileri tespit edilir.

(4  Ust ucundaki egriden alt ucundaki egri gikartilip Yis = Yare fark: bulunur.

(5) Bulunan fark a dan b ye kadar integrallenir; yani

b
A= / (s = )

integrali hesaplanir.

ORNEK : y=x2+2,y= 2x - x* parabolleri ile Oy ekseni ve x = 3 dogrusu
tarafindan smirlanan bdlgenin alanmi bulunuz.
Coziim :

Vo = X2+ 2. ¥y = 2v— 3% oldugundan

3 3
A='/(;(\'“g—y“h)d.\”:’/(; (.\"2+2~2,\‘+,\'2)d.\'

3

:./N (2x?-- 2x+2)d,\‘:—2—xﬂ’—,\'2+ 2%
0 3

0
=18-9+6=15

birimkare olur.

ORNEK :  y = x? ve x = y? parabolleri tarafindan sinirlanan bdlgenin aianini
bulunuz.
Coziim : Once parabollerin kesim noktalarmi bulalim.

fp— 2
{}_'7:”::(}12) =y=y*=y=0 vey=1bulupur. y=0igin x=90,
x=y

y =1 igin x = 1 olacagindan, egrilerin kesim noktalari (0,0) ve (1.1) dir.
A_f(‘r_—_ 2 4 _llez_i I B
Awox,.xxx73. =5

3 1o

olur.
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Tsol brmmizmimra Ysag

ORNEK: y=3xr-1 egrisiyle y = x dogrusu arasinda kalan bilgenin
alanini bulunuz.

Coziim : Egrilerin kesim noktalarmi bulalim.
-F=x=2-=0= x =2, 5=0, =2

olur. Soldaki bolgede tistteki egri y = x, alltaki egri y = 3x - x° diir. ikinci bolgede
tistteki egri y = 3x — x3, alltaki egri y = x dir. Dolayisiyla
0 ) .
A:/_,5 (x——.’i,x+.x3)dx+/0 Gx - x" - xydx
0 N
:[ 5 (\'3— 2x) dx + /“ 2x - .\‘3) dx

0

a2
‘(7 x7)

—y

br? olur.

ORNEK : v=+/x, y=2vx efrileriile vy =x dogrusu arasinda kalan bol-
genin alanmi bulunuz.

Cozitm: y=x ile y=+x, (00)ve (1,1) noktalarinda y = x ile y=2+x
de (0.0) ve (4.,4) noktalarmda kesigir.

Birinci bélgede iistteki efri y =2+/x, alttaki egri y =X dir. Ikinci bolgede
Gistteki efri y =2+x , alttaki egri y = x dir. Buna gore,

1 4
A:AI+AQ=/0 (2% = x) dx+/ @~/x - x) dx
1
3! 3 *
2 5 4 7 xz] 2 11 _ 5
== | 4|y - = = 2 =2
ER T R | Ha

b olur.
Benzer sekilde, 1 ve k fonksiyonlar [c,d] iizerinde siirekli fonksiyonlar ise,

x=h(v), x=k() egrileriile y=c ve y=d dogrular arasinda kalan bsl-
genin alani

d
A= [lo) -k ay

olur. Integrali hesaplarken sagdaki egriden soldaki egri ¢ikarilmalidir. Bu durum-
da mutlak degere ihtiyag kalmaz. O halde

d
A= [('Y.sng - '\’.ml) dy

olacaktir.

v,

y=g,0)

ORNEK : x =2y dogrusuyla x =8 —)” eprisi arasinda kalan bolgenin alanim
bulunuz.

Céziim : Dogru ile egrinin kesim noktalarmni bulalim. v =8 - v de x=2v ko-
nursa

2y=8-V¥=y+2y-8=0=y=-4, »n=2

olur. x, =2y, =-8, x;=2y, =4 olacagindan, dogru ile egri (-8 ,~4) ve (4.2)
noktalarinda kesigir.

5

=36 bt
-4

) 3
i 2 PSR
A :/74(8—)7 —2)*)(1,\77 8y Y
olur.

ORNEK : Bir bdlgenin alt ve iist simirlarini olugturan y = fx) ve y = g(x) egrileri
icin fx) — g(x) = ¢ > 0 dir. Bu egrilerle x = a ve x =) dogrulan tarafindan
simrlanan bdlgenin alanini bulunuz. Buldugunuz bu sonucu yorumlayiniz.

Coziim 2

b

b b
A:/Um~gmyu:/c¢:c dx = c(b - a)

olur. Bu, eni b - a, boyu ¢ olan dikdértgenin alanindan baska birgey degildir. Su
halde bir bélgenin alt ve iist siurlar: arasindaki fark sabit ise bu bolgenin alan
eni ile boyunun carpimina esittir.

Bu zelligin genel hali, integral kavrami bilinmedigi halde 1635 yilinda Cavali-
eri tarafindan ortaya konmustur.

1. CAVALIERI PRENSIBI
Eger iki bolge {a,b] aralifinin her noktasinda ayni yiikseklige sahipse bu iki
bolgenin alanlan esittir.

Cavalieri prensibi integralin gok basit bir uygulamasidir. B, bdlgesi v =fi(x),
y=g,(v) egrileriile x=a, x=>»b doBrulan tarafindan simirlanan bolge, B, de
v=fio(x), v =g efrileriile x=a, x=Db dogrulan arasinda kalan bdlge
olsun. Her x € [a, b} igin

i) - 800 = () - g2(%)
oldugunu kabul edelim.

Alan By = [[h0-sW]ds = [[A00-g 0]
Alan (B,)

olur.



300

g ve h tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak iizere,

x=g(1)
{.v = (1)

parametrik denklemleri ile verilen bir C egrisi,x = a, x =5 dogrulan ve 0x—
ekseni tarafindan sinirlanan boigenin alanini hesaplamak icin

b
A:/ Iy dx

olan formiilinii t cinsinden ifade etmek gerekir. y = i(r), dx = () df olur. ¢
nin a ve b ye kargilik gelen degerlerine, sirasi ile, f; ve 1, denirse
i
A:/ ()| ¢0) dit
4
olur. Benzer sekilde verilen egri, v = ¢, v = d dogrulan ve Oy— ekseni tarafindan

sinrlanan bblgenin alani, 3 ve 1, ¢ ve d sayilarina karsilik gelen parametreler

olmak tizere,

1y
A:/’ | gty | R (D) dt

olur.

Xx=qcost . . . L .
parametrik denklemiyle verilen elipsin (elips tarafindan

ORNEK :{ ]
y=bsint

cevrelenen bdlgenin) alanim bulunuz.

Coziim : Once elipsin dortte bir pargasinin alanim bulalm.

x=0 igin r:%, x=gq icin t=0
olacagindan

0 I
A:4/n b\sint\.(—asinr)dt:4ab_[)z sin?rdt
B

:4[1?)_/02 thqOSZ[ dr = Zab(r—%sith)[ =nab

Z

br? bulunur.

1. Aga@idaki tarali bolgelerin alanlarin bulunuz.

2. Asagidaki tarall bolgelerin alanlarini hesaplayiniz.

a)

o 17

e)

WS

. il
v=4y -y

@

¥

h) y= ﬂl‘CCOSXT
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3. Asagida denklemleri verilen egri, dogrular ve Ox—
ekseni arasinda kalan kapah bolgelerin alanlarin:

bulunuz.
(@ y=£+2x. x=-1, x=3
b) y=X-v, x=-2, x=1
(c) y=cosx—sinx, x=0, )
(¢) v=dr-3? x=1, x=2
= tan v oL =L
(d) y=tanxy, r=og. X=g
(e) y=sinfxcosy, X :]_6; , N :-2—
) v=1, x=3

AgaBida denklemleri verilen egriler ile Ox-ekseni
arasinda kalan bolgelerin alanlarini bulunuz.

(a) y=2x-x2
(b) y=25-47
() y=6x-x

@ y= 4~

£, Asa@ida denklemleri verilen egriler tarafindan sin-
lanan bolgelerin alanlarmt bulunuz.

() y=8—x?
by y=x*. y=x

() y=x7, v =2x-x?
© ybi ya-le
@ y=32J%
@ = x13

49) y=12-x
(@ v=x +x y=3x—x

y= 20 4 a? - 2x
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(p) ¥=6x. 2= 6y

Asagida denklemleri verilen dogru ve egriler tara-
findan stnirlanan boélgelerin alanlarim bulunuz.

() y=x', ye=x

() y=a?, y=2x

(c) y=2x2, y=5x-3
(g y=x*+1, y=2x+9
(@ y=x, y=4

(&) x=13y, y=x-2

H »¥=2x-5, y=x-4

(g) x=4dy?, X+ 12y+5=0

) x=y, x=4
1 1 2
n y= 5 =
I y 2

Agsagida denklemleri verilen egri ve dogrular tara-
findan sinirlanan kapalr bolgelerin alanlarini bulu-
nuz.

(a)
(b)

(c)
(¢
(d) y=x, y=-x, y=x+6

() y=x+2, y=—3,\‘+6,y:§(2—.\')

(B y=d-lxl, x==2, x=2, v=0

y = x? denklemli parabol, bu parabole (1,1) nok-
tasinda tefet olan dogru ve Oy- ekseni tarafindan
siurlanan bolgenin alamm bulunuz.

y = x* - x efrisi ile bu egriye x = —1 apsisli nokta-
da teget olan dogru arasinda kalan boigenin alanini
bulunuz.

elipsi tarafindan sinirlanan boigenin
alaninl bulunuz.

k e N olmak tizere, v = 1% ile y = x**! egrileri ver-

iliyor. Bu iki egri arasinda kaian bolgenin alani A(k)
i

olsun. Z A(k) ifadesini bulunuz.
k=1

Sekildeki y = x2 parabolii ile y = 1 dogrusu arasinda
kalan bdlgenin alani p, AOB licgeninin alani g oldu-
Suna gdre, p o g nedir?

(y —x)? = egrisiyle x = | dogrusu arasinda kalan
bolgenin alanint bulunuz.

y=x+2

v = x? parabolii ile y = x + 2 dogrusumin kesim nok-
talar1 A ve B dir. Paraboliin, AB dogrusuna paralel
olan tegetinin degme noktasi C olduguna gore,
parobolle y = x + 2 dogrusu arasinda kalan bdl-
genin alammin ABC figgeninin alanina orani nedir?

Sekildeki tarals bolgenin alanmi bulunuz.

¥ y2=yiox?
2

RY

|
|
T
g

Sekildeki tarali bolgenin alanmm bulunuz.

v = —x* ~2x + 3 parabolii, bu parabole (2, -5) nok-
tasindan cizilen teget ve y— ekseni arasinda kalan
bolgenin hacmini bulunuz.

y=acos¥t, y=asin¥

astroid egrisi tarafindan sinirlanan bolgenin alanin:
bulunuz.

x=a(t-sinf), v=a(l--cost

sikloid egrisinin bir yay1 ile Ox— ekseni arasinda ka-
lan bélgenin alanint bulunuz.
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Bir kati cismin hacmini, integral yardimiyla, ¢esitli yollardan hesaplamak miim-
kiindiir. Bu yontemlerden iiciinii bu kesimde vermeye calisacagiz.

Ug boyutlu vzaydaki bir D bolgesinin (cisminin) su dzelliklere sahip oldugunu
kabul édelim :

Cisim [a,b] aralig1 iizerine yerlestirilmig ve bu araliktaki herbir x noktasinda Ox—
eksenine dik olan diizlemle cismin A(x) arakesiti x in bir sitrekli fonksiyonudur.

P={xp x;, ..., x,}, [a,b] arahigmumn bir parcalanmasi ve x} , [x,_;, x;] araliginin
herhangi bir noktast olsun. Her x} noktasindan x eksenine dik olarak cizilen
diizlemler D cismini n parcaya boler. Her parcacigin  hacmi, yaklagik olarak

A]) kesit alani ile Ax, yiiksekliginin (kalmliginin) carpimina esittir. Dolayisty-
la D bélgesinin V hacmi igin

Ve Y A dax,
k=1
yazilabilir. P ne kadar ince segilirse, yaklagiklik o kadar iyi olur. Buna gore

V= Tim D AGT Ay,

llpitw o &=1

yazilabilir, Sagdaki toplam bir integral toplam oldugundan
b
V= / A(x) dx

bulunur.

ORNEK : Tabani, bir kenan b birim olan bir kare ve yiiksekligi A birim olan pi-
ramidin hacmini bulunuz.

Céziim : Piramidi, yandaki sekilde oldugu gibi, Ox~ ekseni tizerinde [0,4) arali-
gma yerlestirelim. Cismin Ox— eksenine dik diizlemlerle arakesiti birer karedir.
Apsisi .x olan noktadaki kesitin (karenin) bir kenari ¢ birim olsun.

tx b

— et

57 r

olacagindan kesitin alani
2
AW ==l 2
h*

olur. Buna gore,

5 h B
ve [ awac= [ L ax
0 o k"

h
Ly
~3bh

olur. O halde bir piramidin hacmi, taban alani ile yiiksekliginin carpimimn iigte-
birine esittir.

ORNEK : a yaricaph bir kiirenin hacmini hesaplayimz.
Coziim : Kiirenin merkezinden x birim uzaktaki dik kesitin alani A(x} olsun. Bu
kesit bir daire olup alani

Alx) =02 =w (a? - 3°)

birimdir. Buna gore,
v:[ A(x)dx:ﬂ:/(nz‘xz)
[} 0
s e
s X 4 s
=m(a x- 3 )}0— 3'7'ca

olur.

Eger hacmi istenin cismin Oy— eksenine dik kesitlerinin alam biliniyorsa {c,d]
araligina yerlestirilen cismin hacmi

d
V= / Ay dy
olur.
ORNEK : Yandaki sekilde verilen cismin Oy~ eksenine dik diizlemierle arake-

sitleri birer yarim dairedir. Bu cismin hacmini bulunuz.

Céziim : Ordinan y olan noktadaki kesitin alani

A= r =Y =5

olacagindan, cismin hacmi

birimkiib olur.

Dénel cisimlerin hacimlerini hesaplamada belli bagh iki yontem vardir. Simdi bu
yontemleri verelim.

y = f{x) eBrisi, x = a, x = b doBrulari ve Ox— ekseni arasinda kalan B b‘dlges%
Ox— ekseni etrafinda dondiiriildiigiinde meydana gelen donel cismin hacmini
bulalim.

{a,b] araligmdaki herhangi bir noktada dikkesit alindifinda dik kesit daima bir
daire ofur. Dik kesitin alindig1 noktanin apsisi x ise dikkesitin alant

AW =n[A0P, asx<b
olur. Kesit ydntemine gore, cismin hacmi
b
v:njC [AOF dx
birimkiib olur.
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Benzer gekilde x = g(y) egrisi,y = ¢ ve y = d dogrulari ile Oy~ ekseni tarafindan
sinirlanan bélgenin Oy— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle elde edilen dénel cis-
min hacmi

d
ver [ UFay

olur.

ORNEK : y= /1_ edrisi, x=1 ve x = ¢ dogrulart ile Ox ekseni arasinda kalan
VY

bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen dénel cismin hacmini
bulunuz.

Cozitm:

¢

=x b

‘
V:nj[ id.\‘:rclnl\'l
1 X \

olur.

ORNEK : v = Inx egrisi, v ekseni, v ekseni ve v = 1 dogrusu arasinda kalan
bolge Oy— ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen dénel cismin hacmini
bulunuz.

e

Coziim : v = Inx < © = ¢ dir.

| l |
= 37 dy = LAR 2 gy
V—nj/0 [A0] a n/o (e¥)" dv 7'1:/0 e dy

T, 3
=—f(e - 1) b
o 2
olur.

[a,b] araliginda 0 < g(x) < f{x) olsun.y = fix), y = g(x) egrileri,x =avex=b
dogrulari tarafindan sinirlanan diizlemsel bélgenin Ox— ekseni etrafinda dén-
mesiyle meydana gelen donel cismin hacmi

b
ver [ /0 g wlar

olacakur. Bu, ABFE bolgesinin dénmesiyle elde edilen hacimden ABCD bél-
gesinin dénmesiyle elde edilen hacmin ¢ikarilmasindan yani

b b
7 / Ffedo-n| gmde

farkindan bagka birgey degildir.

ORNEK : y = 24/, y = x2 egrileri ile x = 1 dogrusu tarafindan sinurlanan boi-
genin Ox~ ekseni etrafinda dondiirilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmi-
ni bulunuz.

Coziim :

1
V= n/o [(2+x Y= &3] dx
1

)
0

3

i .
:n/ (4.\*—.\‘4)dx=7r(2x2~%
0 :

1,.9 3
711:(27§)_ B n b

olur.

ORNEK : 0 < a < b olsun. Merkezi (0,5) de bulunan a yaricaph bir cember ta-
rafindan sinirlanan diizlemsel blgenin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile el-
f)=b+Va?-x2 4o edilen donel cismin (torun) hacmini bulunuz.

Céziim : Verilen cemberin denklemi ¥ + (y — h)* = a* dir. Bu esitlikten y ¢ek-
ilitsse v, = b + o' ~x* =fix), y»=b—Ja'-x" = g(x) bulunur. S6zii edilen bolge

e yandaki gekilde gdsterilmistir. Buna gore istenen hacim
glo)eb-Val-x2

0

v:n/ [(h+a’ -3 Y= b-a®-x* Y 1dx

a a
=4nb /\/a2 ¥ dx= 87:17[0 Ja* - x% dx
ni2

rQ
=8rb / Ja? - x* de=8rh (a2 /0 cos?t dt)
0

72
W
=8na’ [7/0 —I—Jri(i‘idrz 2 a’ b

birimkiib olur.

v =),y = g(x) egrileri ile x = ¢ ve x = b dorular tarafindan sinirlanan bol-

y v=f( genin Oy~ ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen dénel cismin hacmi-
' ni bulalim.
flx)
¢ [a,b] araliginm bir parcalanmast P = {xp, X[, Xy, ..., X,_p» X} OlSUN.
Herbir [x,_,. %] arahginda bir x7 segelim. Boyu i fxi)- g(,\f)1$ eni Ax, olan
34y R dikdortgenin Oy ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle meydana gelen silindirik
i 77 tabakanmn hacmi
0 b X
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AV =|mx] - mxp I‘Awﬂx:)— g(xZ)l
= 2m | S ) - g7

olur. istenen V hacmi, yaklasik olarak bu AV, hacimlerinin toplamima esittir.
Buna gore,

n
X+ Xy « .
v;Zn; | 2= L2 ) - g0 A

olur. Parcalanma ne kadar ince alirsa yaklagiklik o kadar iyi olur. IP — 0
yapilirsa, \—”‘,)—Jrf‘— = ¥} olacagmdan

V= H}l\i\r?o 21 AZ:;I lxﬂ ]f(x,ﬁ ) - gG )~Ax,\.
bulunur. Eger f— g integrallenebilir ise sag taraftaki limit
2n /jx A=) - g(x)]‘ dx
integraline esit olacagmdan
V=2n / b\x[f(x) - g)]| dx
bulonur.

Benzer olarak x = u(y), x = v(y) egrileri, y = c ve y = d dogrularn tarafindan
sinirlanan diizlemsel boigenin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle meydana
gelen donel cismin hacmi

d
v=2m [ ) - vy

olur.

. ORNEK : y= —x2 4 dx -3 paraboliiile y=x-3 dogrusu arasinda kalan bolge
Oy- ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen dénel cismin hacmini
bulunuz.

yEx-3 Coziim :
1 * 2
5 3 3 V:2n/0 ’x(—x“+4x~3—,\*+3.[/x
3 3

on [ Cxenldeson [0 aa

\)‘=Ax2+4,\‘~3 b4 A ‘\ ( x+’5)‘d,\ 2n 1 (-x"+3x")dx

. 3
o e =2 b
21 ( Tt ) ) bi
olur.
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ORNEK : vy = Inx egrisi, Ox— ckseni, Oy ekseni ve y =1 dofrusu tarafindan
simirlanan bolge Ox— ekseni etrafinda dondiriiliiyor. Elde edilen donel cismin
hacmini bulunuz.

Coziim : y=Inx = x= e¥ olur.

| |
\% :21:/ ‘y(e"— 0)\(1)7 = 27\:/ ye' dy
0 0
ot 3
=2 (y- e’ = 2m b

bulunur.

Ayni soruyu disk yontemiyle ¢oziip sonuglar karsilagtirimz.

ORNEK : y=sinx, y=1, x= 0 tarafindan siurlanan kapali bolgenin y = 1
dogrusu etrafinda déndiirilmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

Cozilm : y = sinx egrisinin doénme ekseni olan y = I doZrusuna olan uzakligt
|ABl = 1 — sinx

oldugundan

2 , 712 ,
V=7 f (1 - sinx)"dx= ﬂf (1 = 2 sinx -+ sin” x)dx
0 0

T2 1
:ﬂj [1 —2sinx+7(l ~cos2x)]dx
0 2

a3 ] |
:ﬂ];) (—7—~25m,\——27c052x)d.\

2

- 27

~lw

=7 <% X+ 2c08x— % sin 2x)

birimkiib olur.

Eger Ox— ekseni etrafinda déndiiriilen bolgenin siir egrisi

x=ull) St
y=v)

bigiminde parametrik olarak verilirse, yapilacak ig
b N
V=r | ydx
a
integralini
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aa

2ma

Lo,
V:ﬂv/‘“ v u'@dr
H

biciminde yazip hesaplamaktan ibarettir.

ORNEK : Parametrik denklemi
{ x = alt - sing)

y=a(l - cosr)

olan egri (sikloid) ve Ox— ekseni tarafindan sinrlanan bdlgenin Ox— ekseni etra-
finda dondiiriilmesiyle olusan dénel cismin hacmini bulunuz.

Coziim :

an] ln’)
vV = n/oy“dx:n/()a‘(l—cosf)zn(l—cosr)dz
5y 2n Q2
= na 0(1—cost)’“dz
2n
= na O(1—3cosr+3coszt‘cos3l)d1

5

= 7ta3/0 [1»3cosr+3u,)9—3—2[——(1—sinzt)cost]dz

2

2n
5 .
= 7ta3/; (»~~4cosz+~‘Z~c082r+smzrcost)d1

27

3. 5 . 3 inn 1.3
23127 —dsint + - sin 21 +=sin”7 ]
7T a [2[ sir 4 3

= rd [5m]= s’
bulunur.

Eger egrilerin denklemleri parametrik olarak verilirse, sézkonusu bdlgenin Oy-
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusacak cismin hacmi,

[13
n/. dy
P

integralinin parametre cinsinden yazilip hesaplanmasiyla bulunabiliz.

Taban yarigapt r, yiiksekligi /z birim olan dairesel
silindirlerin hacminin

1 2
V= e h
birim kiib oldugunu gosteriniz.
Tabam bir ikizkenar dik ticgen olan bir piramidin
yiiksekligi & birimdir. Tabaninm hipotentisii v2 «

birim olduguna gore, piramidin hacmi kag birim
kiibdiir?

Yarigapi r olan bir kiire merkezinden a birim uzak-
taki bir diizlemle kesiliyor. Kesilen kiictik parganm
hacminin

V=Z@-alerea)

birimkiib olacagin gésteriniz.

Sekildeki cismin Ox— eksenine dik diizlemlerle ara-
kesiti birer yarimdairedir. Cismin uzunlugu 6 birim
olduguna gére, hacmini bulunuz.

Bir cismin tabant x> + y* < @® dairesidir. Bu cismin
Ox— eksenine dik diizlemlerle arakesitleri birer kare
olduguna gore, bu cismin hacmini bulunuz.

Bir cismin tabani, eksen uzunluklar: 10 cm ve 8 cm
olan bir elipstir. Bu cismin biiyiik eksene (asal ekse-
ne) dik diizlemlerle arakesiti, yiksekligi 6 cm olan
eskenar iicgenler olduguna gore, cismin hacmini
bulunuz.

Asagida denklemleri verilen egri ve dogrular tara-
findan smirlanan bélgelerin Ox— ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel cisimlerin hacimleri-
ni bulunuz.

(@) y=x", x=0,

(b)) y=1-x*, y=0

5, y=0

) y=4a7, y=x,  x=2
=0 y=0, vl
=0

(e) y=+x. y=0, «x=1

f) xy=4, x=1, x=4, y=0

AsaZida denklemleri verilen egri ve dogrular arasin-
da kalan bolgelerin Ox- ekseni etrafinda dondiiriil-
mesiyle olusan donel cisimlerin hacmini bulunuz,

(@) y=ux, y=x

b)) v=12x, y =X, x=1

©) v=x1+3, y=4

@ y=x+1, y=x+3

(e) y=4- y=2-x

(f) y=secx y = tanx, r=0 =l
g) v=3x-x y=x

() ¥ =2px, x=h

o -al=ax, x=0, v=2a

i yv=x>+2, y=-x+10

[O5]
i
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Asagidaki efri ve dogrular tarafindan smirlanan
bolgelerin Oy— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle
meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

(@ y=x%4 =0, y=4 \~=1'—‘2J36MA\»2

h) x=y3- _}’)- x=0, y=1 /"“\

© y=x, x=-1, x=1, yv=0 0' e
(@) y=¢7, x=0, =1, y=0

Yukaridaki tarali bélgenin Ox— ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

(&) x=.Jd~y, x=0, y=0

) x=1-y% x=0

(g) x=3y", x=0, y=2 i y=4x,y=2,x=0
tarafindan sinirlanan bélgenin

(a) Ox— ekseni by Oy—ekseni

(c) y=2 dogrusu (d) x =4 dogrusu

N

etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin
y=1 hacmini bulunuz.
[T Tel v =~/Cosy
=
oy=2xy=0,x=1 dogrular1 tarafindan sinmlanan

bodlgenin

U2 0 /2 x
(a) x =1 dogrusu

. b) x=2dog
Yukaridaki taralt bolgenin Ox- ekseni etrafinda ®) = dogrusu

déndiirilmesiyle elde edilen dénel cismin hacmini etrafinda déndiriilmesiyle meydana gelen dénel cis-
bulunuz. min hacmini bulunuz.

i

- Agagidaki egriler tarafindan sinrlanan bélgelerin
karsilarinda yazili dogrular etrafinda dondiiriitme-
siyle meydana gelen dénel cismin hacmini bulunuz.

, (@ y=x>, y=8-x2 eksen x = 4
® v=x+x% y=x-1, x=0 ckseny=1
(© y=x} yv=-1, x=1 eksen y =2
(¢) y=dx-x>, y=0 eksen y =4
(d y=1-x2, y=-3 eksen y = -3
(e) 2x=4-y>, 2x=y'-4 eksen x = -3
) x=y", x=2-) eksen x = -1
Yukanidaki taralt bolgenin Oy— ekseni etrafinda (2) y=ax2 =8 K P
dondiirtilmesiyle elde edilen cismin hacmini bulu- ° orEE seny==
nuz.
312

16y = x2+ 1 egrisi ile bu efriye x = 1 apsisli nok-

tasidan ¢izilen teget ve x = 0 dogrusu taramndan
sinirlanan bolgenin

(a) Ox—ekseni
(b) Oy- ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin
hacmini bulunuz.

.y =sinx, y=cosx egrileri,

x=0 ve x:—i— dogrulari tarafindan sinirlanan

diizlemsel bslgenin Ox— ekseni etrafinda dondiirtil-
mesiyle elde edilen dénel cismin hacmini bulunuz.

2, Asagidaki egri ve dogrular tarafindan simirlanan

bolgelerin Oy ckseni etrafinda dondiiriilmesiyle
meydana gelen donel cisimlerin hacimlerini kabuk
yontemiyle bulunuz.

(@ y=x>-2x, y=0

®) y=x x=2, y=0

(©) y=dx-xt, y=0

(d) xy=35, y=-x+6

(e) xy=2, xy=4, x=1, x=2
© velel ym0. xen ees
(@ y=3-5, y=0

0 y=x, y=+x

1 y=+x-1, y=0, x=5

‘9. Asagidaki egri ve dogrular tarafindan smirlanan

bolgelerin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan donel cisimlerin hacimlerini kabuk yonte-
niyle bulunuz.

(@) x=3, x=0, y=1

(b x=y-2y, =x=0

¢y y=Ix, y=0 y=1, x=0
(d) y=4-2x, y=4-x y=0

. y=3 - x? parabolii, y = 3x — 1 dogrusu ve Oy—ek-

seni tarafindan smirlanan bolge Oyv— ekseni etrafin-
da déndiiriilityor. Meydana gelen cismin hacmini
(a) kesit (b)disk {c) kabuk

yontemiyle hesaplaymmz.

7. yr=x (x— 1) e¥risinin ilmegi tarafindan sinirlanan

L
a b

2
L xT ey =g

bolge Ox— ekseni etrafinda déndiiriiliiyor. Meydana

gelen cismin hacmini
(a) kesit (b) disk (¢) kabuk

yontemiyle hesaplayiniz.

2 2
X" - . . .
S }7 =1 elipsi tarafindan smirlanan bolge Ox~

ekseni etrafinda dondiiriilityor. Meydana gelen cis-
min (elipsoidin) hacmini bulunuz.

22, x2 4+ y? < a? dairesi x =a dogrusu etrafinda dondii-

riiliiyor. Olusan cismin hacmini bulunuz.

2/3 2/3 /3

astroid egrisi tarafindan siirla-

nan bolge Ox— ekseni etrafinda doéndtiritliiyor. Olu-
san dénel cismin hacmini bulunuz.

Bir iggensel bdlge yaricapi a olan bir gemberin sa-
bit AB ¢apma paralel olarak haraket etmektedir. Ug-
genlerin tabanlan sabit ¢apa dik olan kirigler, tepe-
leri de cember diizlemine / kadar nzakta bulunan ve
sabit capa paralel olan bir d dogrusu tizerindedir.
Ucgenler gapin bir ucundan diger ucuna kadar hare-
ket ettirildiginde olugan cismin (taranan bdlgenin)
hacmini bulunuz.

(%]
[y
(@S]



y=fx)
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v = flx) esitligiyle tanimlanan tiirevli f fonksiyonu verilmis olsun. Bu egrinin a
ve b apsisli noktalart arasinda kalan parcasimmn ¢ uzunlugunu bulalim.

[a,b] araligmm bir parcalanmasi P = {x,,x;,...,x,} olsun. [4,_, , A, ] dogru par-
calarimin uzunluklar: toplami, yaklagik olarak, egrinin ¢ uzunluguna esittir.

Aee=lA A= f(8x) + ()

olacagindan
¢= E (ax)+ (ay)* Z (& kY
V(A + (Ay,)* Ax, )

yazilabilir. Buna gore,

n

Z Y
= Lim ,1+( A) Ax,
IA~0 &=y Ax,
.. o A}’k ,
olur. IIPIl — 0 i¢in Ax — 0 olacagindan Y olur. O halde
k
b
e:/ L+ de
a

bulunur.

ORNEK : a yarigapli bir cemberin uzunlugunu bulunuz.
Coziim :

a yangaph, x* + y?> = ¢? cemberini gozoniine alalim.

Cemberin ¢evresi AB yayimnn 4 katina egittir. Buna gore,
“ ! 2
6:4/0 NI+ () dx

olacaktir, ¥ + y* = ¢ oldugundan

W+ =0 = Y =-S5 = =
: Y a - x
2 * a3+ x° a’
L) =le == )
a -x a’-x a-x

dir. Buna gbre

a 2 a
=4 =S dx= 4a/ =
\‘ 0 NaT— X

a
LX b
=4g.arcsin — ‘ =dg. -~ =2na
alp 2
birimdir.

ORNEK : y = Inx — %xg egrisinin x = 2 ve x = 4 apsisli noktalar arasindaki

parcasinin uzuplugunu bulunuz.

Céziim : y' = L 711— x olacagindan
X

1 N2 _ 1 xz_ 1 x’
+(y) =1+ Y S

=
r
=
o

(&}

bulunur. O halde

M X~
e:ﬁ (;+Z)dx:1nx+§

=nd4+2-1In
2

(58]
|

:%4—1112

B

birimdir. :
Eger egri parcasimun denklemi
x=g(y) , csysd

biciminde verilirse, egri par¢asinm uzunlugu

olacaktir.

Uzunlugu bulunmak istenen egrinin parametrik denklemi

x = u(r)
. L2t
y=v(0)

ise
s [ Av o Ay o
Al = (85, + (8, ) \‘< RN o LY

yazilabileceginden

‘- f/ S o0 ar

1

bulunur.



ORNEK : Parametrik denklemi
{x:a(r~sint)

0<r<2n
y=a(l-cost)

olan sikloidin bir yayinin uzunlugunu bulunuz.

Coziim :
,_ dx
X' ====a(l-cost
it a(l-cosf)
Yy = % =asint
oldugundan

Y+ () =a (1 - 2cost +cost +sin 1)

:2(12(14cost):2az(1—(1~2s'm2 1)

TR

LA

=4a% sin?
2

ARV
2 IRy
(2a sin 2 )]
olur. Buna gore,

in

2n
1 .t
o= [ 2arsin Lrar=2a [ sin L
A a\smz!dt 2a A 51n2d1

¢ n
:4(1(‘005-)’ =4a.2=8a
2710

birim bulunur.

Yukarida verilen yay uzanlugu formiilleri gozontine alindiginda, yay diferen-
siyelinin, egri denkleminin

y=1(x)
bigiminde olmasi halinde
de=J1+ (7 dx
egri denkleminin,
x = x(f)
{y =y
bigiminde olmas1 durumunda

de=\(x)+ (y/‘)z_ dt

olacagimi gordik. Egri denkleminin kutupsal formda olmasi halini ilerde
Kutupsal Koordinatlar boliimiinde verecegiz.

1.

E‘\‘D

HODEEWIEE LY

Asagida denklemleri ve ug noktalarmm apsisleri ve-
rilen egri pargalarmm uzanluklarin bulunuz.

213
@ y=(Z] =0, k=2
®) y=2 G2 x=0, ©=3
(©) y=2+x, x=0, x=1
© y=x" x=0, x=4
(d) 9x%=4y3, x=0, x=2+3
3
(@ y=%+-, =1, =3
M 2
(f) y== x2/3 - xl/l, x= 1, x=9
(g) y=@-x2HP, x=0, x=8
(] Y=X5/2» x=0, x=35
W y=2E D x=0, x=2
@ y:é-x2+—2%, =1, x=3
® y=%x2—%lnx, x=1, r=e
®) y=-%x5/4~—§—x3/4, x=1, =16
O y=he?-1), x=2, x=5
(m) y = In(sinx), x:%, x:%-
() y=Inx, x=+3, =43

Asagida denklemleri ve ug noktalarinin ordinattary
verilen egri pargalarinin uzunluklarun hesaplayiniz.

@ x=%y3+~21; L y=1 y=2
14 1 - _
(b) x—zy +§;2‘» y=1, y=2

(&1

[+

(¢) x=1In(secy), y=0, y=

(d) x:—lziryz-—}z—lny, y=1, y=e

9ay? = x(x ~ 3a)? kapall egrisinin uzuntugunu bulu-
nuz.

K3 4 y2B3 = 23 astroid egrisinin cevre uzunlugunt
bulunuz.

Parametre araliklar: kargilarinda yazilt efri pargasi-
nimn uzunluklarini hesaplaymiz.

(a) x=21, v=£, ~i=r=l
() x:%zz—l, y:%zm, Osis2

(¢) x=2(1~-cost), y=2sint, 0= =2
(d) x=acost, y=asinz, 0s< 1320

(e) x=cost, vy=r+sinf, -T2 15T

(f) x=2acost—acos?2t

N
N
e

y = 2a sint — a sin 21, 0=t

X
y:[ Jeost dt, - == x £
-w/2

)3

r
2

denklemli egri pargastin uzunlugunu bulunuz.

Parametrik denklemi
x:d?tjl, y=t-02

egri ilmeginin cevre uzunlugunu hesaplaymz.
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N ALANE  eomeresmens

Donel yiizey, bir egri veya egri parcasimin, kendisiyle ayn: diizlemde bulunan bir
eksen etrafinda dondiiriilmesiyle olusan bir yilizeydir. Kire, koni, silindir birer
donel yiizeydir.

Donel yiizevlerin alanlarmi bulmanin genel yolu, verilen edri par¢asini, dogru
parcalarinin birlesimi gibi diistinmek, bu dogru parcalanmin eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle olugan kesik konilerin yiizey alanlarmni bulup bunlar topla-
maktir. Bu alan gercek alana ¢ok yakindir.

Once taban yaricap: r, anadogru uzunlugu ¢ olan bir koninin yanal yiizey alanuu
bulalim. Bu koni acilinca yaricap1 ¢ olan bir daire dilimi elde edilir. Bu dilimin
alani

birimkaredir.
Simdi taban yarigaplar r; , i, ve anadogru uzunlugu L olan kesik koninin yanal

yiizey alanim bulalim.

Kesik koninin yanal yiizey alani, r; yaricaph koninin yanal yiizey alam ile r,
yari¢aph koninin yanal yiizey alamnin farkina esittir. O halde

S=xry(L+L)-nrnli=ali(ri-rp)+arlL

olur. Diger taraftan

I L
olacagindan

S=mrl,+nnl=nlin+r)= 27r(r] ;"2 )l,
bulunur.

[ fonksiyonu [a,b] tizerinde tiirevli bir fonksiyon olsun. y = f{x) egrisinin Ox—
ekseni etrafinda déndiirtitmesiyle olusacak olan yiizeyin alanint bulalim.
P = {xp, %y, ..., Xy}, [a,b] araligimin bir parcalanmasi olsun. [x_;, x,] aralifina

kargilik gelen egri parcasmin dondiirtilmesiyle olusan yiizey bir kesik koniye gok
yakin bir yiizeydir. Bu nedenle bu yiizeyin alani, yaklagik olarak

= 3 o) + POl /(e = x - 0F + [ = o)) ’
olur. Diferensiyel hesabin ortalama deger teoreminden, [x,_;, x] aralifinda
f(xl‘)_ ﬂxk_ 1) :fl([,\)(xk X 1)

olacak sekilde bir t, noktas: vardir.

R

_asf@k

Ayrica Ax, ok kiigiik secildiginde x,_, ve X, noktalar1 da f, noktasina yaklagir. f
siirekli oldugundan f(x,_,) ve flx,) da f{t,) deZerine yaklagur. Dolayistyla

ASL“27t\ﬂrA)1\l+[ )] Ax,

yazilabilir. Tém yiizey alani, bu alan parcalarmin toplarmnin 1P — O icin limi-

tine esit olacagindan

= ‘lﬁm ZQE‘f(Zk)‘\l+[f(T,\ ]

olur. Sagdaki toplam bir Riemann toplasm oldugundan
S=2n /ﬂb 176 \/"WW dx

bulunur. y = f{x) oldugundan
S=2n /ub\ywm dx

yazilabilir.

Benzer olarak, denklemi

x=uly), c<ysd
olan egri pargasinm Oy~ ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel
yilzeyin alani

d R
S=2m / |1+ () dy
<

olur.
y=fx), asx<b

denklemli egri parcasmin ¥ = k dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle meydana
gelen donel yiizeyin alans ile. denklemi

= fix) ~ k, asxysgh

olan egri parcasinm y = 0 (¢ ekseni) dogrusu etrafinda dondmulmemyle mey-
dana gelen donel yiizeyin alam aymdir. Dier taraftan () + k) fx)

olacagidan y = f(x), denklemli egri pargasinm y = & dogrusu etrafinda ddndii-
riilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin alam

b [ o2
S:2TCJI \f(x)~k|\/1 +{ 0] dx
olur. Bu formiil, kisaca
b P 2
S:27c/ \y—k[\/l + ('Y dx
a

seklinde yazilabilir.
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ORNEK : ¢ yaricaph bir kiirenin yiizey alanmi bulunuz,

P 2 . N . T .
Cozitm : y=./a" - x* yar1 gemberinin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle a
yaricapl bir kiire olugur.

’ —X

V==

I
AT - X

olacagindan

L+ =1+ -
2

dir. Buna gore, kiire ylizeyinin alam

~
Sy

e R
S:2n]g |y\\{’1 + () dx
-a

il —
I 2 a
:275/ Nat - xT e dx
fal {2 2
Nat-x

14
2
=2na. / dx =A4na®
—a
birimkaredir.

ORNEK : Denklemi

y=x, O=sx=sl

olan egri parcasinin Ox— ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle olusan yiizeyin alanin:
bulunuz.

Coziim 3 f'(x) = 3x° oldugundan

1
S:27t/0y\/1+(_y’)2 dx
1
:2nj{)x3\/l+9x4 dx
L[ a2 s
=21, = (1+9x) L 36x7 dx

36 Jo

1
20 = 32
=5 (10 1)

br? olur.

ORNEK : Denklemi
x=4y, O=y=<2

olan egri parcasinin Oy- ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alanin
hesaplaymniz.

Cozitm : X' = 1/# oldugundan
2y

Noqe L _dprl
1+ (x) ~1+4y— iy

olur. Dolayisiyla

= y1+4y d

2 S 2
Szznjo Xl () dyIZTE/O VY 5

2 2
o [eay P ay=T [y gy
0 4 Jo

%(1+4y)7

T _n _ ZE
T 076(27 D 371:

birimkare olur.

ORNEK : 9y? = x (3 — %) egrisinin ilmegi Ox~ ekseni etrafinda dondiirtliiyor.
Meydana gelen yiizeyin alanmni bulunuz.

Coziim : Ilmegin iist pargasmin denklemi

y:%(jﬂ—x)'\/;> 0Dzxs3

diir. Ayrica

5
AT B N 3“x]_:[li]_
1+ ) ‘“[3( AW e B B
olacagimdan

S:Zth:
3

T 2_X
_3(3x+x 3)

x+1

COx
3 .)»)xx 2\/}_

3
”L‘:%/o (3+2x-x" ) dx

W=

3
=3n

birimkare olur.
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ORNEK : 2%+ (y— 1= 1 ¢emberinin y=—1 dogrusu etrafinda dondiiriilme-
siyle olugan yiizeyin alanim bulunuz.

Céoziim : Cemberin {ist ve alt yarilarimin denklemleri sirasiyla
y=l+v1-x> ve y=l-+1-x
dir. Sozkonusu olan bu cember parcalarimin y = -1 dogrusu etrafinda dénmesiyle

meydana gelen dénel yiizeylerin alanlari toplamudir.

Buna gore

1 o 3 ! N [
S:2n/ |1+\c"1—x2+1‘ 1+ —= dx+2rc/ ]1—w"]—x2+1‘f1+~
- V- -1 Vot

2
X

! PR ! i
:2n/] Q+y1-xr +2-41 - x") ——=dx

Nl -a”

=8n.=8x
-1

dx =8m arc sinx

V1 - x?
br? olur.
Egri denkleminin y = f(x) bigiminde verilmesi halinde, yay diferensiyeli
de= 1+ dx
egrinin x = g(y) biciminde verilmesi halinde
de= 1+ dy
oldugunu biliyoruz. Buna gore
y=fx), a=x=<b

egri pargasinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan yiizeyin alam
b
S=2n / [y| de
a

X =g(y), ¢ £ysd denklemli egri par¢asimn Oy~ ekseni etrafinda déndiiriilme-
siyle olusan donel yilizeyin alani

d
S= Zn/ x| de
biciminde yazilabilir.

Egri parcasinin denklemi

x = ult)
HErsh
y=w1) B

biciminde verilirse, bu egrinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan
yiizeyin alani,

de = (P + () dr
oldugundan,
i — —
S= 2117/ ¥ \f'(x’)2 + (N dr
]
olur. Buradaki tiirevler x ve y nin ¢ ye gore tiirevleridir.

Séz konusu egrinin Ov— ekseni etrafinda dondiriilmesiyle olugan doénel ylizeyin
alant

)’2 ———
S:Zn/ x\\f(x’)z + () dt
h
olacaktir.

ORNEK :
{x = g(r-sint)

y=a{l - cosf)

O0<t=2n

sikloid parcasinin Ox- ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan ylizeyin alanini
bulunuz.

Coziim :

@Y+ (Y =a* (1 -cos Nt + atsin?r=2a* (1~ cosd)

:2a3(1— i +23‘m2%):4azsmlé

oldugundan

2

" Ty a1
S:27r/ all - cost) r‘4azsin'—r- dr
0 N 2

25
= dna’ /0 (1 -cost) sin—% dr

227

=8na’ /0-

=16ma® /0 (1~ cos”u) sinu du

=
sin3%d1=16na2/0 sinu du

:16na2(—cosu+lcos3u)| :ﬂna3
3 o 3

br? olur.
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CEL

4. Asagida denklemleri verilen e8ri pargalarinin Ox—
ekseni etrafinda dondiriilmesiyle olusan yiizeyin
alanim hesaplaymiz.

(8) y=+/x, 2=x<6
b y=x, Osxs< 4
() )’:%—‘fam, O=<x=?2
© y=Qx-x)7, O<x=2
15 1
(d) y=—2x , 1<x=<?2
5 123
Osxs+2
O=x=2
-«%sxs%
O=sx=x2
2 5
[6Y) y:—’3'~x3”—é-,\'”, l<x=?2
W y=xy7 Osx=a

Asagida denklemleri verilen egri pargalarinin Oy—
ckseni etrafinda dondiirtilmesiyle olugan donel
ylizeyin alanini hesaplaymiz.

a

{(8) y=x*. O=y=l
(b) X=%y3, O=ysl
(c) x=24-y, 05)‘5%3

(d x:%yﬂz—y”2 0sys=3

(&) xy=1, lsy=x2

(f) x=y2y-1,

324

Asagida parametrik denklemleri verilen edri parca-
larmmn Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olu-
san donel yiizeylerin alanlarim bulunuz.

(@ x=1-t, y=2a7 l=<t=2
(b) x:—;—z‘z, v=1, V3<r=2v2
2
S22 L2 3123
(¢) x 3( 0y 3(1+r) s 4sts0

1 S
d) x:~3—t", y=287, 1=<1<3
(&) x=sin®t, y=sinfcost, D=t=
() x=r+sint, y=cosi, 05,5%‘,

(g) x=¢e'sinr, y=clcost, Osts—g—

Asagida parametrik denklemleri verilen egri parca-
larinmn Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olu-
san donel yiizeylerin alanlarin bulunuz.

(a) x=r, y=2f+3, ~lsrsl
(by x=2r+1, y=r+1, 0<ts3
=1 D= 1
(c) x== y = Inz, ~—2‘sz‘51
(d) x=sin’r, v=cos?t, O<rs2m
() x=2", y=e? O0=r=l

Denklemi x'?+y12 =3 olan egrinin (4.1) ve (1,4)
noktalarim birlegtiren pargasinin Ox— ekseni etrafin-
da dondiriillmesiyle olusan yiizeyin alanmi bulunuz.

22+ (y - 1)? =1 cemberinin Ox— ekseni eirafinda
déndiirtilmesiyle olugan yiizeyin alanini bulunuz.

52 . [
8y? = x> — x* denklemli kapal egrinin 0x— ekseni
etrafinda dondiirilmesiyle olusan donel yiizeyin
alanini bulunuz.

x = a (2cost ~ cos2t)

90

y=a(2sint—sin2y) , 0=r< 2%

egri pargasimn Ox— ckseni etrafinda dénmesiyle olu-
san donel yiizeyin alanmi hesaplaymiz.

T=sx=+5

X _
9, y:/1 Nii-1adr,

denklemli egri pargasiun x— ekseni etrafinda don-
diiriilmesiyle olugan yiizeyin alanini bulunuz.

Yukarida taban yaricapt 7 birim, yiiksekligi 4 birim
olan dairesel koni verilmistir. Bu koninin yanal yiiz
alanmimn

S=mr e n?

birimkare oldugunu gosteriniz.

323 4 y3 = g% astroid egrisinin iist yarisinm Ox—
ekseni etrafinda dondiirilmesiyle olusan donel
yiizeyin alaninin

S :}52 na®

olacagmni gosteriniz.

12

. [a,b] ¢ [-1,1] olsun.
f=+1-x,

asx=b
denklemli egri pargasinin Ox— ekseni etrafinda don-
diiriitmesiyle olusgan ylizey alanimn

S=2n(b-a

olacagin: gosteriniz. Bulunan sonug [a,b] arahEmin
[~1,17 igindeki konumuna bagh mdir?

jny
€

. 1y ve r, pozitif sayilar olsun.

(r0) ve (r,, 1) noktalarim birlegtiren dogru
parcasinin Ox— ekseni etrafinda dondiirtiimesiyle
olusan kesik koninin yanal alanins bulonuz.

Denklemi

y:%(e“re""), 0=<xx=l

olan egri pargasinin Ox— ekseni etrafinda dondiiril-
mesiyle olusan dénel yiizeyin alanint bulunuz.

15

y=siny

Denklemi
y=siny, 0<x=m

olan egri pargasinm Ox— ekseni etrafinda dondiiriil-
mesiyle olusan ylizeyin alanint hesaplayiniz.
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3 s xt3eyt P roid egrisinin birinci bolgedeki pargasi lizerine
: NS GIRLIK T i s ORNEK : x*'7+y”'7=1 astroid eZrisinin g
7 RO T VR VMRLIK MERKETZI - - . 3 i > argi e
Lo ‘ yerlestirilmis bir telin her noktadaki yogunlugu o noktanin apsisinin karesine
esittir. Bu telin kiitlesini bulunuz.

m Kiitlesi m olan bir pargacigm bir noktaya bir eksene veya bir diizleme gbre mo-
menti denilince, pargacigin sézkonusu nokta, eksen veya diizleme olan uzakligi d !

¢ olmak iizere, ; ¥ Cozitm : 6 () = x* oldugundan
i 1 -
‘ 2 2
M=m.d ! m = / G(X)dQ:/O XL+ () dx
.d A
. . . o . . . 773 EYENINYER
M =md sayis1 anlagilir. Eger cisim bir pargacik degil de, kiitleleri m,, m,, ... m, olan bir | s

| 1 73 ;
/ PP dx:/ P S
0 \' x2/3 0 \ X

| 1
! B si3, 3
/0 XXTGEIX—/O X dx—g

olur. Burada birim, kiitle birimidir.

sistem ise, bu sistemin nokta, eksen veya diizleme olan uzakliklan d,, d,, ..., d,
oldugunda sistemin momenti

B
i

olur. Eger cisim bir egri parcasi, bir diizlem parcast (levha) veya bir kau cisim ORNEK : y= ;1; efrisi, x=1, x=2 dogrulari ve Ox- ekseniyle sinrlanan b5l
gibi stirekli bir cisim ise yukaridaki toplam bir sonlu toplam olmaktan cikar,
Boyle bir toplamda once kiitle kavranna bir anlam kazandirmak gerekir. ise
yogunluk fonksiyonunu tanimlayarak baglayalim.

geye yerlegtirilen bir levhanin her noktadaki yogunlugu, o noktanmn apsisinin 2

katidir. Bu levhanm kiitlesini bulunuz.

1 o
S —_— N . dm Céziim : §(v) = 2x, dA = ydx=—dy olacagindan
Bir egri parcasmnin kiitlesinin yay uzunluguna gére degisme oranina, yani 7 =c ¥ X
4

oranina kiitlenin yogu styonu adi verilir. Bu durumda

= /1 2c(x) dA= /1 2o<x>ydx = /12 2X§dx

m
dm=cdé ,
) 2
= / 2dx=2x| =2
olur. Benzer gekilde, momenti istenen pargacik bir levha parcasi ise, dA alan ! !
diferensiyeli olmak iizere |
bulunur.
dm = o dA M momenti kiitle ile uzakligin garpimi oldugundan, momenti istenen cisim
dir. Pargacik bir kati cisim ise, ¢V hacim diferensiyeli olmak iizere, i y=1f(x), asx=sb
dm=¢dV denklemli bir egri pargas: ise bunun Ox— eksenine gbre momeni,
¥ | i b b b —
olur. Buna gére bir egri pargasi, bir diizlem parcasi veya bir kati cisim olmast J M.=| ydm= /a y olx)dl= /u yolx)1+ () dx,
U s . ; ! } a
durumunda cismin kiitlesi, sirasiyla, H .
O| a X b .
Oy~ eksenine gbre momenti
m= / odl,
b b N2
M‘,:f xdmz_/ x o)1+ () dx,
a a
m= / GdA,
! 0(00) noktasina gdre momenti de
i !
m:/od\/ R —
Mgy= Ty o)1+ () dx
a
olacaktr. Bu kavramlar genelde, ¢ok katlr integrallere ihtiyag gosterirler, Fakat '
bir kismi belirli integralle de hesaplanabilir. olacakurr.
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ORNEK : y=va’-x* yan ¢emberi bicimindeki bir homogen telin Ox— ekse-

nine gbre momentini hesaplayiniz.

Céziim : Cisim homogen ise yogunlugu sabittir. o(x) =& olsun.
, § 2 2
L+ () =1+ (—71\——) =4

2_ .2 2_,2
Na - x a -x

olacagindan

{ o

M, = /ayo\/l + (O de= | Nat- i k-
- -

v

[}

(
ka/ dx = 2ka®
—a

bulunur.

Oyle bir (x,y) noktasi bulalm ki

x.m:My y.m=M,

olsun. Bu durumda tiim kitlenin (= }) noktasinda toplandig: diistiniilebilir. Bu

) merkezi denir. Su halde agulik merkezinin

(% ¥) noktasina cismin

i3

koordinatlar:
_ M
x = :i/x dm
m
- M'\_ 1 [ p
y = . ydm

olacaktir. Agirlik merkezi hesaplanan cismin sekline gore dm hesaplanip inte-
gralde yerine konur.

- NN a3 R S
ORNEK : y=+4-x* yarigemberi bicimindeki bir telin yogunlugu, her noktada
o noktanin ordinatinm 2 katidir. Bu telin agirhk merkezini bulunuz.

Cézilm : Verilen yanim gemberin parametrik denklemi

x=2cost
y=2sint sit=mn
olur.
dm = odi=2y JoRe (0 — dcing i s o T
YA+ () =4sing (- 2sing)* + (2cos 1) gt
= 8sinz dt
olacagindan
m:/dm:/o 8sint dt=8(-cost)| =16
0
bulunur,

I

T T T
M":[o ydm= }) 2sinr.8sint dr :16/03inzf dt
: J

2 T
:8/<1—coszz>dt:8(r—ismzr) =8n
0 2 0
oldugundan
.My _8r_m
Y Te T 2
dir.
M, = /xa’m:/o 26031.85&11?(11:16/0 sinz cost dt
= léisinzz‘n:()
2 0
oldugundan
_ M,
x=—=-=0

bulunur. Su halde teiin agirhik merkezi A (0%) noktasidir.

Bir egrinin veya bolgenin agirlik merkezinin bilinmesi, donel ytizeylerin alan ve
hacimlerinin hesaplanmasim kolaylagtirir. Simdi M.0. 300 yillarinda Pappus
tarafindan verilen fakat Matematik diinyasina Guldin tarafindan kazandinian iki
teorem verelim.

TEOREM 7.1 (Biri

Bir diizlemsel bélgenin kendisiyle kesigmeyen bir eksen etrafinda dondiiriil-
mesiyle olugan dénel cismin hacmi, bu bolgenin alani ile bilgenin agulik
merkezinin sozii gecen dénme swrasinda aldigs yolun ¢arpimina esittir.

fspat : B bolgesinin alani A, agirhk merkezi (% ¥)olsun. B bir diisey sabit bdl-
geolup B={(xy)iasxs b , flx)s y=<g(x) } biciminde tanimlanmuig olsun.
Burada f ve g negatif olmayan siirekli fonksiyonlardur. Genellikten bir sey kay-
betmeksizin dénme ekseni olarak Ox— eksenini alalim. Yogunluk fonksiyonunu 1
olarak secelim. B bélgesinin Ox— ekseni etrafinda dénmesiyle olugan cismin hac-
mi

b
V= n/ (g2 () = F2 ()] dx
o
olur. B bélgesinin agirlik merkezinin ordinat

M, 1 _1/” !
y=—s=n | oydA=— | (g0 - flx)) dx

olur.

ad
N
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= 8+ flx)
. 2

alinabileceginden
b
-1 200y 20y _ 1V
YEST H[g -f (“\)]dx'TA'n

yazilabilir. Buradan
V=02n A
bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

ORNEK : x2 + (y - 2)? < | dairesinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olusan donel cismin hacmini bulunuz.

Cozitm : Bolgenin agulik merkezi (0,2) noktasidir. Bu nokta Ox— ekseni
etrafinda 360° dondirildiigiinde 2 birim yanigaph bir cember olusur. Bu ¢em-
berin gevresi 2mr = 2. 2 = 4% birimdir. Dondiiriilen dairenin alam 7 = 5
olacagindan

V=du. = 45

birimkiip olur.

TEOREM 7.2 :fiizet =

Bir diizlemsel egrinin kendisiyle kesismeyen bir eksen etrafinda donmesiyle
olusan dénel yiizeyin alani, bu egrinin uzunlugu ile e8rinin agirhik merkezi-
nin donme sirasinda aldigr yolun carpumina esittir.

Bu teoremin ispati birinci teoremin ispatina benzer oldugundan ispati okuyucuya
birakiyoruz.

ORNEK : Parametrik denklemi
x=1-sint

, O=<r=2m
y=1-cost

olan sikloid yaymnin Ox— ekseni etrafinda donmesiyle olusan dénel yiizeyin ala-
nini bulunuz.

Coziim :
dd = () (y’)2 di=+(1-cost) +sin’t di
= \J'i
= 2‘3111 %‘ dr
oldugundan

1714
iy ny
iy
. . r
¥ Fa 4
1 I 3
Eksen

2n 2r t n '
0.:/ dQ:/ 2]51n~}d[:2/ sin—df=8
0 0 2 0 2

birim olur.
y = 7};/}!{1}71:;%/)}6{10:%/)} dl

1 21 ' 1 2 t
= g/o (1~cosr)251n?d7:2/0 (1—cos[)31n7dt

2 2n
_1"-zt.L._L/ Ccos? lsin L
= 7/0 sin 531112&‘72 A (1 cos 2)31112dr

0

Y 3
Nyeu- ] 22
[1(1‘11 Ydu=u 3

3

bulunur.
Ox— ekseninden % birim uzakta bulunan bir nokta Ox— ekseni etrafinda dondi-

rilldiigiinde olusan cemberin cevresi

C=tw=2n. 2227
birim olacagindan, donel ylizeyin alani
_An o 32
S= 3 8= 3T

bi? olur.

Kiitlelexi, #,, i, .... m, olan By, By, ... , B, noktalarndan olusan bir sistemi

diigiinelim. Bu noktalarm bir eksene olan uzakliklar sirasiyla 1y, 75, ..., 7, olsun

n

2 2 2 § -2

1:777171 iy R = my iy
k=1

ifadesine sistemin Ox— eksenine gore ey! il (atalet) mon
Eger sistem bir eri parcasi, bir ditzlem pargasi veya bir kan cisim ise yukaridaki
toplam bir sonlu toplam olmaktan ¢ikar. Sistem kiicitk parcalara ayrihp herbirinin
eylemsizlik momenti hesaplamp 1Pl — 0 icin limit aliirsa bu bizi integrale

gOtiiriir. Bu durumda

[:/rZ dm

Eger eylemsizlik momenti hesaplanacak olan cisim

y=flx), asxsb

olur.

denklemli bir egri pargasi. eksen Ox— ekseni ise

dm=cdi=c 1+ () dr
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Eksen

olacagindan, egrinin Ox~ eksenine gore eylemsizlik momenti
I, —/ oy’ VI+(y) dx
a

olur. Eger egri denklemi
x=ult), y=w, asrsf

biciminde, parametrik olarak verilirse

s —
[X:/ o VNl D]* V(l)]

bulunur.

Benzer sekilde, eZrinin Oy eksenine gore eylemsizlik momenti
B —
I,= f o W (OO + VDL de
- o

olacaktir.

ORNEK : R yancaph cember seklindeki bir homogen halkanm tiim kiitlesi m
olduguna gore, bu halkanin kendi diizlerninde bulunan ve gembere teget olan bir
eksene gore eylemsizlik momentini bulunuz.

Céziim : Cemberin merkezi (0, R), eksen de Ox— ekseni olsun. Cemberin bir pa-
rametrik denklemi

x=Rcost, y=R+ Rsint, 0<t<2n

olacagindan

2

2. 2n
. fo cyyw(x')%(y')zdzzofoR2(1+sinr>2\/R2sin2+stm2zdz

et
It

il

21
oR? 0(1 +2sint+sin*f) dr

2
0R3/0 (1+2sim+L2052i)dz

2

3R*om = % (2nRo)R? = % mR~

olur,ziram=2n R ¢ dir.

JINTEGRAL YARDIMIVLA HESABI

Bu kesimde bazi dzel tipteki limitlerin integraller yardimiyla nasil hesaplanaca-
S goreceBiz.

[
| TEOREM 73: Eger f: [ab] — R siirekli bir fonksiyon ise

|
)‘ ’}%b f’Zf( Pk “) /f(x)dx |

dir.

ispat : [a,b] araliii n esit parcaya bélelim. Her bir alt aralifin uzunlugu
b-a
n

dir. £, =a+k b ~92 alinursa

A Eﬂ&omk-hm ;l“ ;lf(mrk b—a)

olur. Sol taraf f nin [a,b] aralifindaki integrali oldugundan, teoremdeki esitlik
dogrudur. Ozel olarak a =0, b=1 alnrsa

hm—Zf( ) ]f(x)dx

n—o pn

Ax, =

bagintisi bulunur.

AL Ak A
ORNEK : A % -1 olmak tizere, hm I-Jr—z—Jr—%—'in—: 1 oldugunu gos-
P A+l

teriniz.

A A A A A e
G s Jim LT Tl gy L[(_l-) (2} () ]
A+l neoo H|\R n "

n
1
) i k))» /1 N x)ufl
= lim ~ 3 | &} = dx=X
,L“;nz( S W

1

n 0 A+l
olur.
P T R
ORNEK : limA "4e" +e " +e” | limitini hesaplaymiz.
H—00
Coziim :
1 1 2 n=1 n . . 1
lim —|e " +e”+e " e = lxm——Ze”'f e dx=e | =e—1
n—oxil n—ooll T 0
bulunur.
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Parametrik denklemi
x=alf - sing)

. 0= r<2n
v=al{l~sing)
olan egri biciminde kivrilomug bir telin yoguniuk
. ! < L1
fonksiyonu o(r) = cos 5 olduguna gére, kiitlesi ne

olur?

y=x', y=-x ve v=2 tarafindan smirlanan bél-
geye yerlestirilen bir levhanmn her noktadaki yogun-
fugn o noktamn apsisine esittir. Bu levhamn kiitlesi-
ni bulunuz.

(x,y) noktasindaki yogunlugu v olan bir tel, para-
meirik denklemi

x=2cosf, y=sinr, 0=t

A
o=

olan egri parcasi biciminde kivriliyor.
Bu telin kiitlesini bulunuz.

x Yy 5
" L1, x=0, v=0 dogrular: tarafindan si-

b
mirlanan tiggenin Ox ve Oy— eksenlerine gdre mo-
mentini bulunuz.

Kenar uzunluklari ¢ ve b olan dikdortgen seklinde-
ki bir levhanm kenarfarina gére momentlerini bulu-
nuz.

y=va -x7 yanm c¢emberinin agulik merkezini
bulunuz.
y=2+x 1 £ x <4 parabol parcasnun agirlik

merkezini bulunuz.

v =sinx efrisinin [0t} araligindaki parcasi ife Ox—
ekseni arasinda kalan levhamin agirhk merkezini
bulunuz.

¥ = coshx egrisinin apsisleri -1 ve 1 olan noktalar
arasindaki yayimn agirhk merkezini bulunuz.

2

5 +‘b—7:1 elipsinin birinci bdlgedeki parcasinin

a
agirlik merkezini bulunuz.

ve y=~x egrileri tarafindan sinirlanan bil-
geye yerlegtirilen homogen levhanin agirlik merke-
zinin koordinatlarini bulunuz.

iZ.vx +4y =1 egrisiyle koordinat eksenleri arasinda
kalan bolgeye yerlestirilen bir levhamin agirlik
merkezini bulunuz.

Kenar uzunluklar @ ve b olan bir dikdértgenin ken-
di kenarlarina gore eylemsizlik momentini bulunuz.

i4, Kiitlesi m,  yancapt R
olan bir halkanin merke-
zinden gecen ve cember
diizlemine dik olan bir
eksene gore eylemsizlik
momentini bulunuz,

Eksen

Eksen

Yarigcapr R, uzunlugu ¢ ve kiitlesi m olan bir daire-

sel silindirin eksenine gore eylemsizlik momentini
hesaplayimz.

y=x> ve x=y? edrileri tarafindan simrlanan bol-
genin Ox~ ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olugan
cismin hacmini Pappus - Guldin Teoremi yardimiy-
la hesaplayiniz.

17, Yarim dairenin agirlik merkezini Pappus — Guldin
Teoremi yardimuyla hesaplayiniz.

. Asagidaki limitleri hesaplayimniz.

. 7

a)  lim 71 . 711 P 7n ;
AT+l ont+4 no+n”
. 1{. =n . 2n .

b) lim —(sinZ+sin=E 4y sin T
=2 p 7 n ]

Py

y=2"" —% edrisiyle koodinat eksenleri arasinda
kalan kapah bolgenin alanini hesaplayiniz.

10
y=-——=

2
[+x”
lanan bolgenin alanin bulunuz.

, v=2-x? egrileri tarafindan sinr-

Birinci bolgede y = x + 1 dogrusu, y = cosx egrisi
ve Ox- ekseni arasinda kalan bolgenin alanini
bulunuz.

NX ++y=1 ve x+y=1 tarafindan smirfanan

bolgenin alani bulunuz.

y? = x* (1 - x?) egrisi tarafindan smirlanan kapalt
bolgenin alanim bulunuz.

x=v¥1-y) egrisiyle koordinat eksenleri tarafindan
smirlanan bdlgenin alanini bulunuz.

1

y=(1- %) erisi,x=0 ve x=— dogrulan ile

)=

0x— ekseni etrafinda smirlanan bolge Ox— ekseni
etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel cis-
min hacmini hesaplayniz.

Birinci bdlgede v = sinx egrisi, y = 1 dogrusu ve
Oy- ekseni erasinda kalan bolge Oy- ekseni etrafinda
déndiiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmi-
ni bulunuz.

egrisi tarafindan sinirlanan kapah

bslgenin Ox- ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olu-
san cismin hacmini hesaplayiniz.

2 3 oy
e ¥+ y? =1 erileri tarafindan smirlanan

kapali bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliyor.
Meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

Inx ... « .

—= efrisi, x=1ve x=e dogrulan ile Ox—
2

ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin Ov— ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle olugan cismin hacmini

bulunuz.

. “Aym yiikseklife sahip iki cismin bir dogruya
dik olan diizlemlerle elde edilen kesitleri esit
alana sahip iseler bu iki cisim esit hacimlidir.”
seklinde ifade edilen ikinci Cavalieri Prensibini
ispat ediniz.

x*+y* = R® cemberinin birinci bolgedeki pargasinin
0y— eksenine gére eylemsizlik momentini bulunuz.
(Cemberin homogen oldugu varsayiyor)

i a ve b pozitif sayilar olsun.
X Yy B . e .
TryE I dogrusu ile koordinat eksenleri arasinda
a b
kalan bolgeye yerlestirilen homogen bir levhanin Ox
ve Oy— eksenlerine gére eylemsizlik momentlerini

bulunuz.

. Yarigapt R, merkez acist 20, olan bir gember yaymin
agirhk merkezini bulunuz.

X

[ R -
y=In— egrisinin x = 0 ve x=1In2 apsisli nok-

et -1
talari arasinda kalan parcasiuin  uzunlugunu
hesaplaymiz.

S -InGei-1 )]

drisinin x = 1 ve x =3 apsisli noktalan arasinda
lalan parcasmin uzunlugunu bulunuz.

2 x=(2-2)sinr+ 2tcost
¥ =(2 - cost+2rsint
denklemli egri parcasiun uzunlugunu hesaplayimz.

O<st=sm

egrisinin x =a ve x=2a apsish

noktalar1 arasinda kalan pargasinin uzuntugunu he-
saplaymiz. Bu parcanin Oy ekseni etrafinda dondi-
ritlmesiyle olugan donel yiizeyin alanmm bulunuz.
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LEONARD EULER (1707 - 1783)

Leonard Euler 15 Mayis 1707 giinii {svicre’nin Bale
kentinde dogdu. Bir papaz olan babasi Paul Euler de
bir matematikgidir. Babasimin gayesi onu rahip yap-
maktr. Fakat bir yandan da ona matematik 6gretiyor-
du.

Euler babasmin arzusuna uyarak Bale Universitesine
girdi; teoloji ve Ibranice 6grendi. Bir siire sonra Mate-
matikte Jean Bernoulli’nin dikkatini gekti.

Leonard Euler 1724 de ogretmenlik diplomast ald:.
Babasr artik kendisini tamamiyle teolojiye vermesini
istiyordu. Fakat Bernoulli’ler onun papaz degil biiyiik
bir matematikci olacafimi soyleyince bu israrmdan
vazgecti.

Euler ilk eserini 17 yaginda verdi. Paris flimler Aka-
demisinin 1727 yilinda diizenledigi yarismaya girdi.
Tezi 6dul alamad: ama dereceye girdi. Euler daha son-
ralari bu yarismaya defalarca girmis 12 kez 6diil al-
mistir.

Eulerin Matematik hayatt Newton’un 6ldiigii yil bag-
lad1. 1637 de ortaya ¢ikan analitik geometri 90 yil, di-
feransiyel ve integral hesap 50 y1l. Newton yasalar1 40
yil uygulanm:g, matematikte ¢ok ileri adimlar atilmmsg-
tr. Fakat Descartes, Newton ve Leibniz uygulamali
matematigi sistemli olarak incelememis. analitik ysn-

temleri geometri ve mekanikte uygun olduklari nokta-
va kadar ilerletememiglerdir. Diger tarafian cebir ve
geometri epey gelismis durumdayd.

Fermat’in calismalarini gozden geciren Euler bu saha-
da oldukea ileri calismalar gergeklestirdi.

Euler’in ilging bir yam da algorist olugnydu. Algorist,
aklint ustalikla kuilanarak bir yontem veya bir oyunla
problemleri ¢ozen kimselere verilen addir.

Euler sadece cok zeki degil ayni zamanda ¢ok da ga-
hskan biriydi.

Alkil almaz bir hafizasi vardi. Tiim hesaplan sanki
beynine yazardi. Uzun ve zor hesaplan kafasindan ya-
par ve uzun siire hafizasmda tutabilirdi. Oliinceye ka-
dar zekas: ayni hizla calisti. O devrinin en cok eser ve-
ren matematikcisidir. Kesin olmamakla beraber
850-900 civarinda kitap ve yayimu bulunmaktadir.
Cagdaslar1 ona “canlt analiz” adins takmislardi. 28 ya-
sinda sol gozii gérme ozelligini kaybetti. 50 yasginda
her iki gozii de gérmez oldu. Son 17 yithik korliigii bi-
le onun calisma azmini, bitmek tikkenmek bilmeyen
zekasins azaltmadi. Gozlerinin kér olmas: onun i¢ ale-
mindeki diigiincelerini daha cok bilinclendirdi ve aci-
8a vurdu.

Euler, Geometri, trigonometrinin analitik incelenmesi,
degisimler hesabi ve sayilar teorisi iizerine ders kitap-
lary yazdi. Tiim okullarda onun kitaplarim okudu.

1727 yilinda Bale Universitesinde profesér olmak
dizere bagvurdu. Olumsuz cevap alinca Rusya'nin
Saint Petersburg sehrine gitti. Burada 6 yil kald:. Daha
sonra Berlin’e gitti. Hayatinin son 20 yilin: burada ge-
cirdi.

Eulerin akli ve guuru 61diigii gtin olan 7 Eyliil 1783
giintne kadar ding ve acik kaldi,

Bugiin matematikte sikca kullandigimiz e sayis1 Euler
tarafindan matematige sokulmustur. Bu sayinm irras-
yonel oldugu yillar sonra ispatlanmugtir,

INTEGRALLER

[WS]
N

Bog bir cuvalin dik durmast zordur.

Benjamin FRANKLIN

Belirli (Riemann) integrali tanmlanirken, hatirlanacag gibi, {a,b] integrasyon
araliginda f fonksiyonu da sumrhdir. Bagka bir deyisle bir f fonksiyonunun bir
araliktaki integralinden bahsedebilmek igin [a, b] arahfnda fonksiyonun da
sinirlt olmas: gerekir. Fakat birgok fonksiyon (-2, a, [a, +%) veya (~%, %)
araliklart iizerinde tanmmhidir. Ayrica birgok fonksiyon da bazi noktalarda diisey

asimtotlara sahip olup sinrsizdir. Ornegin y =™ efrisi, x = | dogrusu ve Ox—
ekseni tarafindan simirlanan bélgenin alanini bulmak icin
o
/ e “dx

v

integralini hesaplamak gerekir. Bilindigi gibi, flix) =¢™ fonksiyonu her 3> 1
icin {1, 7] araliginda integrallenebilen bir fonksiyondur.

Eger y= —-1 egrisi, x=-1, x=1 dogrularl ve Ox— ekseni arasinda kalan bdl-
=) 5
X7
genin alan hesaplan ak istenirse

1
1
f_l—zdx

X

integralini hesaplamak gerekir. Eger bu integrale Integral Hesabimn Temel Teore-
mi uygulanirsa

bulunur. Bu miimkiin degildir, zira alan negatif olamaz. Biraz sonra géreceghmiz
gibi sézkonusu olan sonlu olmayan bir alandir. Bazi durumlarda hem aralik hem

de fonksiyon sinursiz olabilir. Ornegin y= (——1——1—); egrisiyle Ox— ekseni arasmda
- )2

kalan bolgenin Ox-- ekseni etrafinda dondtiriilmesiyle olusan dénel cismin hacmi-
ni bulmak i¢in,
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= y ORNEK :
n/ —dx .
~o (x - 1 - 1 . . .
- \\ y= — egrisiyle Ox— ekseni arasinda kalan blgenin alanimi bulunuz.
integralini hesaplamak gerekir. Goriildiigii gibi hem integrasyon arahigi hem de /// . I+x”
fonksiyon sinirsizdir. e .
i : : 0 ; Cozitm :
Bu tip integraller, araligm sinusiz, fonksiyonun smirsiz veya hem aralik hem de ‘ '
fonksiyonun sinirsiz olmasma gére adlandirilirlar. A /“ dx /O dx /" dx
| = =
| B R T oS FE L
1
. |
TANIM 8.1: ) s v
I = lim / ——+ lim -
a bir reel say1 ve f fonksiyonu her bir ¢ = ¢ igin [a7] araliginda integral- i B SR o
lenebilir olsun. o
.
i . . n
. = arctanx | + lim arctanx
lim / Slo)dx 8.1) l IBI_nOQ . $mon 0
[
ifadesine [ nin [a, +o¢) iizerindeki | = lim (arctan0 - arctanf) + lim (arctans - arctan0)
denir, | (= § o
o i
| e ©2) = 0-[-E)+Z-0-n
« 2/ 2
ile gsterilir. Eger (8.1) deki limit varsa (8.2) integrali volonz<l:, limit yoksa R
integral denir. br* olur.
[ fonksiyonunun (-2, b] ve (-5, +) araliklar iizerindeki birinci gesit ' .
genellestirilmis integralleri de, benzer sekilde 1 ORNEK :
50 b oo
/ f(x)d,\‘:l limac i Sx)dx (8.3) / x7dx integralinin yakinsaklk durumunu inceleyiniz.
T - 0 -
ve P
o e toc Coziim ¢
/ fx)dx = j fde+ | fx)dx (8.4) .
- = ¢ fad 2 . ! 2 . I‘J
/ x“dx=lim / xTdx=lim T:+oo
bigiminde tanimlamr. Son ifadedeki ¢ sayisi herhangi bir sabit sayidir. (8.4) 0 fmeedo e
tin sagindaki her iki integralin yakinsak olmasi durumunda ‘Oéf(x) dx integ- oldugundan verilen integral raksaktrr.
rali yakmsaktr. Buna gore,
= ¢ S . * dx . .. - P
xX)dx=lim x)dx + im x)dx 8.5 ORNEK : a>0 ic¢in <= integralinin karakterini inceliyiniz.
- f~=-osJ; " s—owJde " ’ a ~‘-/)
olacaktrr. | o
‘ Coziim :
- R . . . .. - p=1 ise 1-p
ORNEK : e dx integralinin yakmsaklik durumunu inceleyiniz. Yakinsak - . a’ a " pel ise
. N / ﬂ:lim/ & i =(p-l
oldugunda degerini bulunuz. a oy t-wda g T i=w| aep  1-p )
. A ’l;a’ p#l ise +o0, p=<1 ise
‘ ! -p .
Céziim :  lim / e dr=lim e = lim (~e 4 e )= 1
e Jy [ ] fe e

olacagindan verilen integral p>1 igin yakinsak p <1 icin wraksaktur.
bulunur. Su halde integral yakinsak ve degeri -é— tir.

339



x=tx=h

340

x

TANIM

f fonksiyonu {a,b) araligimn herbir kapal alt arahigs ﬁzerilglde integral-

lenebilir ve lim flx) =+ oo (veya —o) olsun. Bu takdirde / fl)dx inte-
x— b a

graline bir ikinci cesit genellestirilmis integral, b noktasina da bu integralin
bir singtiler noktasidir denir. Bu integralin degeri

b '
/ fx)de= lim/ foodx (8.6)
a t—b"va

biciminde tanimlanir. Sagdaki limit varsa soldaki integral yakinsaktir denir.

Yakinsak olmayan integratler iraksaktir. f fonksiyonu (a,b] araliginin kapali

herbir alt araliginda integrallenebilir ve lim fix)=+co (veya —o) oluyor-
X—a

sa, fnin [a,b] tizerindeki ikinci cesit genellegtirilmig integrali

b b
foodx= lim | fxdx 8.7 \

biciminde hesaplanir. Limit var olduunda integral yakmsak, limit varol-
madiinda integral waksaktur. Integralin singiiler noktast [a,b] araliginin bir
¢ ig noktasi ise, [a,b] tizerindeki ikinci gesit genellestirilmis integral

/a bﬂx)dx: /H C.f(x)dx+ /C bf(x)dx (8.8)

bi¢iminde tanimlamir. Sagdaki ber iki integral yakinsak ise soldaki integral
yakinsaktir.

integralinin yakimsakhk duramunu inceleyiniz.

" ! d
ORNEK : / __dx
0 4

Vl-x
Cozim : lim1 X_ =+ oldugundan x = 1 bir singtiler noktadir.
X /T:x
1 ‘ ! _L
J % cim [ 2 cim [ (-0
o VT-x R L

3 t

. 1 N
= lim-=(I-
rin/ll' 3( X)

. 4 374, 4)_4
=lim|-—(1-1)"""+=|==
0 llrrll"[ 3( ) 3 3

oldugundan verilen integral yakinsak ve degeri %— tifr.

2
ORNEK : fo ﬂz integralinin yakimnsaklik durumunu inceleyiniz.
X

2 4 2 112 1
Cﬁzﬁlm:/o —f: Iim/x'zd,x: lim -— =lim ~— ===+
x° =0

1
(-0 Xl -0t 2

oldugundan verilen integral wwaksaktir.

ORNEK : ’ _dx integralinin karakterini inceleyiniz.
a (b-x)F

Cozim: p= |

/' o -0 -0 -a)?

-xr  p-L |, pmlooped
olacagindan,
1-p
C e ib_“ﬂ—] p<l ise
limﬁ/ o L-p
e (b= +00, p>1 ise
dir.
p=1 icin
" !
/ A np-xd] =—Inlb-A+nlb-dl
« b-x a
olacagindan

lim f’ dX_ _jim —Intp 1+ Inlb—al=+ o0
t—bJa Bmx -
bulunur. Su halde
/b dx
« (b - X)P
integrali p <1 igin yakmsak, p=1 icin raksaktir.

Benzer sekilde

/b dx
¢ (x- a)[)

integralinin p <1 yakmsak, p=z1 icin iraksak oldufu gosterilebilir.

ORNEK : / ntanx dx integralinin yakinsakhk durumunu inceleyiniz.
0

s 7 PP
Cozitm : lim tanx=+o0 oldugundan x= 5 noktast bir singiiler noktadir. Su
X—

)
halde verilen integral bir ikinci gesit genellestirilmis integraldir.

T
i 7 T
/ tanx dx:f tanx dx+/n tanx dx
0 0 >

olur. Sagdaki her iki integralin yakinsak olmast halinde soldaki integral
yakinsaktir. Bu integrallerden en az birinin aksak olmasi durumunda verilen
integral wraksaktir.
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SX

T
= 7 SR
2 . . sinx
/ tanx dx = lim /tanx dx= lim / —dx
0 % 40 © Y0 CO
-y U

f

= lim (-lnlcosi) =+
0 H’%

Hm (- Infcosxl)

i3
T

oldugundan verilen integral iraksakuir.

!
ORNEK : /1 | d - integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
SRR

Cézitm : Verilen integral

/] dx :/O dx +/I dx
-1 -1 2 Jo 12

1-x° l-x -x

biciminde iki integralin toplami olarak yazilabilir.

Bu iki integral de birer ikinei cesit genellestirilmis integraldir.

' T
— s = Iim] L/‘\—Hm L] ( ! + I )dr
P ——=1"J7 ]‘y7 P-=1t 2 Jy I —x 1+x ’

0
= lim (~in{l=x|+ |l +x)) | =lim In 1—/]:
[ Y 1+7¢
oldugundan / : dx waksaktir. Su halde verilen integral iraksakar.
Sl oyt

TANIM

Bir integral, hem birinci cesit genellestirilmig integralin hem de ikinci gegit
genellestirilmis integralin 6zelliklerine sahipse, yani fonksiyon hem smirsiz
bir aralik iizerinde tanimli hem de bu araligin en az bir noktasi komsulugunda
sinirsiz ise bu integrale *

ORNEK : /o i’: integralinin yakimsakltk durumunu inceleyiniz.
2

- ; M | « o
Cézitm : Integrasyon aralii sinrsiz ve  lim — = oo oldugundan x=0 bir sin-
x=- U7

gliler nokiadir. O halde verilen integral bir tiglincii gesit genellegtirilmis integral-

dir.
[ dm/‘ &, [
Joo D e A 2

1
dx . . o -
ve /0 - Integrali raksal oldugundan verilen integral iraksaktir,

!
fad e o . g o
/ Ax)dx integralinin degeri / f)dx integralinin + — o icin limiti oldugun-
Jo 0

dan, serinin yakinsaklig1 i¢in /

!

4]

flx)dx integralini hesaplamak gerekir. Bu ba-

zan miimkiin olmayabilir. Bu nedenle bazi yakmsaklik testleri gelistirilmistir.
Bunlarin ispatlari bu kitabin kapsaminda olmayan bagka bilgilere ihtiyag goster-
diginden burada ispatlarina girmeyecegiz.

|
|

TEOREM 8.1

[a,+%) aralig iizerinde tanimli ve siirekli f ve g fonksiyonlar1
0 < flx) = g(x) esitsizligini saglasm.

) /g(,\-)dx yakmsak ise / fix)dx yakinsaktir.
a o

(2) / flx)dx aksak ise / g(x)dx raksaktir.
a N o

« : . e
ORNEK : / ¢ " dv integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
1

.. el " -8t -x
Coziim: vz 1 igin ¥zyv = v s = e e

oldugundan /1

oo L . - -1y 1
] e Vdx=lim [ e dv=lim (e T+ ==
. |

o
{—~ == ¢

dir. Diger taraftan

TEOREM 8.2

Pozitif tanumh bir f fonksiyonu igin
lim x” flxy=¢
X—o

olsun.

(1) 0sc<w® ve p>1 ise / flx)dx yakmnsaktir.

o5
(2) D<es o ve psl ise / Ax)dx waksaktir.
a

ORNEK :

\‘Eﬁ +1

/ ——dv—f integralinin yakinsakltk durumunu inceleyiniz.
0

£l A
H - . .
¢ ' dy yakmsaktn. Kargilagiirma testmden]ﬁ e”" dx yakinsaktur.

|
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Coziim :

oyt 1

Jim xzj(x): lim x? =1 | =
X = X—x \e'/‘)x ] 4\-_.90\( 9.¥4+ i 3

olur. ¢ = % ve p=2>1 oldugundan verilen integral yakinsaktir.

NOT : / fx)dx  seklindeki bir integralin yakinsaklik durumunu incelerken

x = -t de§isken degistirmesi yapilirsa / f{-1ndt integrali elde edilir. Bu son
-

integralin karakteri bundan nceki testler yardimiyla incelenir.
ORNEK :

0 -
/ et dx integralinin yakisakhk durumunu inceleyiniz.

o

Coziim : x=-r degisken degistirmesi yapilirsa

0 .
/xse"dx:—-/ retde
- 0

bulunur.

. 2 . 20,5 1 . t7

lim ¢~ fir) = lim 2@ ) =lim =0

= = {0 er

= 0

ve p=2>1 oldugundan /0 Pl dr yakinsak, dolayisiyla / x* e dx yakmn-
saktir.
ORNEK :

-1 oo
1, 1
[ 741,\-—/; —3dt

t

bulunur. /1 lﬁ dt yakinsak oldugundan verilen integral yakinsakiir.
t.)

Pozitif tamml: £ forksiyonunun tek singiiler noktast b ve herx e [a.,h) icin
fx) < g(x) olsun.

f/7 b
(1)} glx)dx yakmmsak ise | flxddx yakimsakir

b b
(2) / Fx)dy raksak ise jf g(x)dx wraksaktir.

1

_ i, 0
xsinxy X

xj|7~1

ve j dx integrali 1raksak oldugundan verilen integral raksaktir.
0 X

Singiiler noktanm a veya («.b) arah@mdaki bir i¢ nokta olmasi halinde de ben-
zer test ifade edilebilir.

integralinin yakisakjik durumunu inceleyiniz.

Cozibm : 1 <x <2 igin

Prr = Pol>x-| SolsVi-1 =

1 1 i
. <

NPEmriit e S RENIE

ve / f[% yakmsak oldugundan verilen integral de yakinsaktir.
1oWx-1
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TEOREM 8.4 (L:

Pozitif tanimb f fonksiyonunun tek singiiler noktasi b ve

lin} (b-x) flx)=1y

olsun.
b

(1) O0sy<o ve p<1 ise Ax)dx yakmsaktir.
a

b
(2) O<y=sw ve p=1 ise / Slx)dx waksaktir.
a

1 -
ORNEK : / 3—’51’1—— integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
0 -7
Coziim :
173 173
fim (1-' L - nm,(l;ﬁ) = im () e
x—1 \r‘/l—xz y=1\] - x* x—1 +X V2
oldugundan y =< ! ve p= % <1 dir. Su halde verilen integral yakinsaktir.
37 :
Y

NOT : Singiiler noktanin ¢ olmasi halinde benzer test verilebilir. Bu durumda

lim (x-a)” flx)=vy

Xl

limitini gézoniine almak gerekir.

T

“ 2 sinx , . - . .

ORNEK : / ~—3—dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
o =

Coziim :

: 2 sinx . sinx
lim (x-0) = lim ——==1
0 a0 X

olur. p=2>1 ve y=1 oldugundan verilen integral iraksaktir.

Uglincii gesit genellegtirilmis integraller, birinci ve ikinci cesit genellestirilmis
integrallerin toplami bi¢iminde yazilabileceginden, bunlarmn yakinsakligt icin
toplamdaki herbir integralin yakimsak olmas: gerekir.

ORNEK : Gamma Fonksiyonu denilen
b
o ]
F(/1)=/ Xl d
0

integralinin n >0 icin yakinsak, 7 < 0 icin waksak oldugunu g8steriniz.

Cozitm : Verilen integrali
= 1 o0 |
/,\'”‘le"‘d,\':/ \'”"e"dx+/ et dx (89
0 0 1

biciminde iki integralin toplanu seklinde yazalim.

(1)  n=1 ise (89) esitliginin sagindaki ilk integral bir belirli integraldir.
Ctinkii integrant [0,1] araliginda bir siirekli fonksiyondur. Sagdaki ikinci integ-
ral birinci gesit bir genellestirilmis integraldir.

i+ ]

X -0

lim 2 (x" e ) = lim

X—oc X

6,\
oldugundan yakmsaktir, zira p=2>1, ¢=0 dir.

(@) 0<n<1 ise (89) esitliginin sagindaki ilk integral bir ikinci ¢esit
genellestirilmis integraldir.

. (- 1 v . y
Jim x' (e ) = dim et = 1
o0 =07

oldugundan bu integral yakmsaktir, zira p =1~ <1 dir. Ikinci integral birin-
ci gesit bir genellestirilmis integral olup yakinsakur.

(3)  n=0 icin (8.9) esitligi
= AR SR
/ dx= / —dx+ / dx
b x 0 x A

X
bicimini alir.

-

. e . _—
lim =lime " =1
(=00 X e

oldugundan birinci integral waksaktir, Su halde T'(n) integrali # = 0 icin wak-
saktr.

(4) <0 olsun.

lim x(x" " 'e ) =4 o0
- O

oldugundan (8.9) un sagndaki ilk integral raksaktir. Su halde T'(x) integrali
1> 0 igin yakinsak, n < 0 i¢in waksaktir.
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A§a51daki integrallerin cinsini belirtiniz.

a)

c)

0

1

1+cos

Inx

cos 2x

o
d) /{) — X

1) j{)sinxdx

* dx

h)

Asagidaki integrallerin yakinsaklik durumlarin
inceleyiniz. Yakimsak olanlarm degerini bulunuz.

r
r

a)

c)

fa)

0

o
/ e Vsinx dx
0

s
e

x-2

dx

dx

XVXT~

ey

X

1

x(In x)3

< dx

=
/X@
0

1

“dx

dx

0

b3
/7
0

[

2

0

/

x/x

dx
cosx

arcsinx

N

dx

x*-4

X

Vx-1

dx

oc7—3.\‘

b) /oe dx
" sin
g)/ nx
0 x

© o
e)/o

dx
0 ox?-]

1
dx
Y e

8

)/0 1+x°

g)/o x et dx

e) / ln—jcdx
1 4?

> arctanx
g)/0 e dx

1+x”

0/

X +1
k)
0 ¢ +1
m) 1
x3nx
1
dx
o 0 1~x
1
dx
Ol
16 g
s) / ——~4‘
o Ux
1
dx
t) —. =
0 Jx-x7

«

a>0 olsun. /x”dx integralinin yakinsak olmasi
0

icin gerek ve yeter sartin p > -1 oldugunu gosteri-
niz.

a>0 icin asagidaki integralleri hesaplaymiz.

o0
21) /O e ® dx

Agagidaki integrallerin yakinsakhgim karsilastirma
testinden yararlanarak inceleyiniz.

v [ - b)/u

b) foe"”sinbx dx

\/v e 1+x%
“ dx

© ow4+ e" e 2 Inx
d) __dx €) / dx

Lox"+Inx w 5 —4x+5
f) . g)/

]7 N Vx+axt
h) - dax N sinx

0 3FTT 41 0 X COSX

Asagidaki integrallerin yakinsak oldugunu gos-
teriniz.

1
x Inx
a)

1
de b) / Inx In(1 +x)dx
0 (1+x)

M n(l-x)
c) /0 BN dx g)/

-1/2 1 ~ir3
=X , y=x
y y 5

dx (p>-1)
egrileri ile x = 1 dogrusu
arasmda kalan bolgenin alanini bulunuz.

Birinci bélgede y:---IT ve y:ﬁ; egrileri arasinda
X X

kalan bolgenin alanini hesaplaymmiz.

%. f fonksiyonu (-, o) {izerinde stirekli ve / Sfx)dx
0

integrali yakinsak olsun.
a) f ciftise / fx)dx= 2/0 fx)dx
b) f tek ise J[ Rx)dx=0

olacagini gosteriniz.

2

[

L

o
/ ¢ ™ cosbx dx integralini hesaplayimz. e
0

Asagidaki integralleri yakimsak yapan p ve g
sayilarini bulunuz.

1
a) /Oxp(l - dx

2
by [

I x%(lnx)?

/ - dx*—z— oldugn biliniyor.

0

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
o o —

o [t

Db

o —

Lyt 7T
b) e =
0

/ —" _ integralinin yakinsak olmasi icin gerek
2 x( lnx)”

ve yeter sartm p > 1 oldugunu gdsteriniz.

x = tant doniiglimii yardimiyla

K

g — a
0 (1+x2) 135.2n-3) E st ise

246.2n-2)" 2

oldugunu gosteriniz.

Asagidaki esitliklerin dogralugunu gosteriniz.
a) I'(H=1
b) Herne R* igin I'(n+l) = nl(i)

¢) Herne N igin I'(n+l) =n!

-, —
-.\"dx: N
fo ¢ 2

ORORCRE)

ifadelerini hesaplayimz.

Asagidaki integralleri T" fonksiyonundan yararla-
narak hesaplayimz.

a) / 24 b)/;)\/';e’vsdx

S ! dx
c) f x 7 dx <) f s A
0 o ~-Inx

a>0 ve n>0 igin

)
/ ey ldx:a—n T'(n)
0

oldugunu gdsteriniz.

2 r>0 igin

/ e""rdx:il"(i)
0 rooAr

oldugunu gosteriniz.

B={(xy):xz1 veOsysjlc-}

bolgesinin alaninin sonsuz oldugunu gosteriniz. Bu
bdlgenin Ox- ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan cismin hacminin sonlu oldugunu gdsteriniz.

denklemli egrinin Ox— ekseni etrafinda dondiirtilme-
siyle olusan donel yiizeyin alanmnm sonsuz oldugu-
nu ispatlaymiz. [Yiizey alam sonsuz, fakat hacmi
sonlu olan bu donel yiizeye Gabriel Borusu adi ve-
rilir.]

;Gabriel borusu




G.F.B. RIEMANN (1826 - 1866)

Bir Luteryan papaziun alti cocugundan ikincisi olan
Riemann. 17 Eylil 1826 giinit Hannover in bir k
de dogdu. Riemannn cocuklugu yokluklar iginde
gecti. Bircok yazar Riemann ve kardeglerinin hastalik-
larin ve geng y dlmelerini, kahtimsal bir hastaliga
degil de. kiiciikken iyl beslenemedikleri gercegine
baglarlar. Ornegin anneleri daha ¢ocuklar biiylimeden
Olmiistit.

Riemann gengliginden beri ¢ekingen oldugu i¢in kim-
seye glivenmemis. bir toplulukta konugmaktan veya
dikkatleri kendi tizerine gekmekten kacinmustir.

Riemann ilk derslerini evde babasindan almigtir, Daha
ilk derslerinde bitmek. tilkenmek bilmeyen bir 6gren-
me arzusu gosterdi. Once tarihle ise baglads. 6 yagma
gelince matematik yetenegi sivrilmeye bagladi. O tim
problemleri ¢dzmekle kalmiyor. zor problemler hazis-
layarak kardeglerini gii¢ duruma sokuyordu. Yaratici
zeka o yaglarda kendini gésteriyordu. On yasina gelin-
ce Schulz adindaki bir $gretmenden yiiksek aritmetik
ve geometri dersleri aldi. Kisa bir siire sonra §gretmen
bilgice dgrenciden geride kaldi. Ciinkii Riemann 68-
retmeninden daha iyt ve dikkat cekici ¢oziimler bulu-
yordu.

14 yaginda Gymnasium'un iiglinci smifina girmek
tizere biiyiik annesinin yamna gitti.

Riemann daha lise yillarinda her seyin tam olmasini
istiyordu. Bu 6zellik onun eser yaymlamasini yavagla-
tryordu. Fakat yaymladi@i eserler tam anlarmyla ku-
sursuzdu.

Lise midiirii Schmalfus Riemann’in matematikteki
vetenegini gdrerek, kendi &zel kiitiiphanesini onun
emrine sundu. Once Legendre’in Sayilar Teorisi adl
eserini okudu. 859 sayfa olan bu eser oldukga zor ve
diigtinmeyi gerektiriyordu. Riemann 6 giin sonra kita-
by gerdt verdi. Midiir “Nereye kadar okuyabildin?”
diye sorunca. Riemann “Degerli bir kitapti, Tiimiint
okudum.” diye gevap verdi. Soyledikleri dogruydu.
Ctinkii aylar sonra yapilan bir sinavda bu kitaptan so-
rulan zor bir soruvu tam olarak yapmigti. Riemann'm
asal sayilara verdigi énem Legendre'in bu kitabiyla
baglar. Riemann'in en derin ve en kuvvetli ¢aligmala-
rindan biri verilen bir sayidan kiiciik kalan asal sayila-
nin sayisimi yaklagik olarak veren formiilit bulmasidir.
Bu aragtirma 8 sayfalik bir ¢aligma olup Berlin akade-
misinin aylik notlarinda basildr.

Riemann lise yillarinda sadece Jegendre'in eserini
okumakla kalmadi. Euler'in eserlerini de inceledi.
1845 yillarinda Euler'in eserlerinin modas1 gegtigi
halde o bunlardan cok yararlandi. Euler’den sonra
Gaus, Abel ve Cauchy cok yenilikler yapmiglard.
Euler’in eserleri onu iyi bir analizei yapti. Matematik-
te biiyiik buluglara gétirdd.

Riemann daha sonra Jacobi. Dirichlet, Steiner ve
Einstein’in yaminda yeni matematigi 6grenmek igin

Berlin'e gitti. Burada birgok konu iizerinde calist1.

Riemann'm matematide yapugi en énemli hizmeti
karmagik fonksiyonlar lizerine yapugi galigmasidir,
Bu ¢alismayr 21 yaginda yapmistir. Riemann, mate-
matik diginda baska konularla da ilgilenmistir. Felse-
fe. manyetik vc clektrik alaniart bunlarm bagmda ge-
Tir.

Riemann kiigiik ¢capta bir kitap olacak kadar eser yaz-
di. Fakat yazdigi hergey biiyiik yenilikler igeriyordu.
Eger beden yapisi zayif olmasaydi daha cok gey yapa-
caktr.

Riemann’1 6litmsiiz yapan ¢alismalardan biri de kendi
adiyla anilan Riemann Geometrisidir.

Riemann 20 Temmuz 1866 da hayata gézlerini yum-
du. Oldigiinde 39 yagmdayd.
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Bir ulus savag alanlarinda ne kadar zaferler elde ederse etsin, o zaferin sii-

1
rekli sonuclar vermesi, ancak kiiltiir ordusuyla miinidindiir.

ATATURK

Kartezyen koordinat sisteminde bir P(x,v) noktast alalim. Bu noktanin 0(00)
noktasina olan uzakligi r, [OP] dogru parcasuun Ox-ekseniyle pozitif yonde
yaptig1 agimn Slgtisii @ ile gosterilirse

X =7 CosQ 9.1)
y=rsin@

olur. Bu (r,¢) ikilisine P noktasimin kutupsal koordinatlari, O noktasina kutup
noktasi, @ agisina kutup agisi, Ox- eksenine de kutup ekseni adi verilir.

Bilindigi gibi diizlemde herbir noktanin bir tek kartezyen koordinati ve'irdn‘.
Halbuki kutupsal koordinatlarda durum béyle degildir. Herbir noktanin blrdeg
fazla kutupsal koordinatiar vardir.Ornegin (v, @) bir noktanm kutupsal koordi-
natlari ise (7, @ + 2 , (r. @ + 4m), ..., (F, @ + 2kxm) koordinatlari da ayn1 nok-

tanin kutupsal koordinatlaridir.

Bir (r, ) say1 ikilisini bir noktenin kutupsal koordinatlart olarak gdzoniine ala-

bilmek icin baz1 kabullere ih vag vardir. Bunlar sunlardir :

1) (r, @) bir P noktasinm kutupsal koordinatlar ise her ke Z igin
(r, @ + 2kmy de P noktasinin kutupsal koordinatlandar.

2) (r, @) bir P noktasmin kutupsal koordinatlar ise
(=r, ¢ + m) de ayni noktanin kutupsal koordinatlaridir.
Yani (~r, ) ile (r, @+ @) ayni noktay: gdsterir.

3) Her ¢ icin (0, ¢) koordinatlar kutbun (orijinin} kutupsal koordinatlartdir.
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ORNEK : A(S.%) ve B(— 2,%) noktalarint diizlemde gosteriniz.

Coziim : A(S.?) noktas! orijinden gegen ve Ox— ekseniyle -733 radyanlik ac

yapan dogru fizerinde bulunan ve orijinden (kutup noktasindan) 5 birim uzakta
bujunan noktadr.

T

s e T n

(-2, G ) noktasi ile (2.—6—+ )= (2,?) noktas: ayni noktayr gdsterdiginden,
T i o T

(- 2.~6—) noktasini bulmak icin (2:—6-) noktasinin kutba gore simetrigini almak

yetecektir.

rve ¢ kutupsal koordinatlarini v ve y kartezyen koordinatlar: cinsinden ifade
etmek miimkitndiir.

(9.1) de her iki tarafin karesi almur ve toplanirsa
P2 =2 cos20 + #25in%0 = 2 (cos> 02 2
; 1 @ + FSincQ = 1~ (Cos™P + sin“Q) = 1=
bulunur.
(9.1) de ikinci esitlik birinciye boliintirse
¥ _ rsing

- hY
— = ———={an@= @ =arctan-—
X rcose X

tulunur. Buna gdre » ve ¢ verildiginde x ve v Kkartezyen koordinatlar

. 9.2)
tang = —
X
bagmularidan yararlanilarak hesaplanabilir.
12,02 T
ey =94+3=12 = r=2+3 ol
. v_V3 1 T
ano = —= = = & i
tang P 35 == 3 olacagindan verilen noktanin kutupsal koordi-
natlari (2«,3%) olur

ORNEK : K dinatlann A2, > L
< utupsal koordinatlar: A(Z’I) ve B(—Z,?) olan noktalarm

kartezyen koordinatlarint bulunuz.

Céziim ¢
x=7 creos B2 27
X =7 cosQ =208 5=
v =7 sing = 2 sin == 2. 2 =2
’ 4 2

oldugundan A noktasmin kartezyen koordinatlart (~/2,~2 ) dir. B noktasinin

kartezyen koordinatlar da

= = (=2 A-E: - -lv:—
X =1 COSQ (N).cos3 ( 2)2 1

y=rsing=(2) . sin (-2 2=-3

olur.

Kartezyen koordinat sisteminde oldugu gibi egrilerin denklemini kutupsal koor-
dinatlar cinsinden de ifade etmek miimkiindiir. Kartezyen koordinatlar sistemin-
deki denklemi verilen bir egrinin kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemini
bulmak igin verilen denklemde x yerine r cos@ , y yerine r sing yazmak yeter-

lidir. Miimkiin oldugu takdirde, » cekilerek
r=fl@)

seklinde bir denklem elde edilir. Simdi bununla ilgili olarak bazi ornekler
yapalim.

ORNEK : Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi 2 +y2=a’ olan cem-
berin kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemini yaziniz.

Coziim : Verilen denklemde x=7cos¢, y=7r sing yazilirsa

12 cos2e + i sin?Q = a® = 2 (cos’Q + sin%p) = a> = 1=’ bulunur.
Buradan soz konusu cemberin denklemi olarak

F=a
bulunur.

ORNEK : Merkezi (2.0) da olan a yarigapl ¢emberin kutupsal koordinatlar sis-
temindeki denklemini yaziniz.

Céziim : Bilindigi gibi bu cemberin kartezyen koordinat sistemindeki denklemi
x-al+y=a

dir, x = r cos@ ,y = r sing yazilirsa
o cosp — @)t + 12 sin? g =a? = 17 (cos’p + sin® @) = 2 r g cosQ =

7= 2a cos®

bulunur.
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ORNEK : Kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemi

2 cos@ sing = 1

olan egrinin kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemini bulunuz. Bu egrinin
cinsini belirtiniz.

Coziim : coso = ’i , sing = ]l yazilabilir. Bu degerler verilen denkiemde yer-

ine yazilirsa,

yy=]
bulunur. $u halde verilen egri bir hiperboldiir.
ORNEK : ¥ =x doZrusunun kutupsal koordinatlardaki denklemini yaziniz.
Coziim : Verilen denklemde v=rcosg, v=r sing yazilirsa

FSInQ =7 cosQ = sing = cos® = ¢ = % veya @ = 1473 bulunur. Ox—

. n G i1, ST .
ekseniyle ) radyanlik ag1 yapan dogru ile N radyanlik aci yapan dogru aym

dogru oldugundan istenilen denklem olarak
T

(P:Z

alinabilir. Kutup (orijin) noktasindan gecen tiim dogrularm denklemi
P=1®

bicimindedir.
ORNEK : Kartezyen koordinat sistemindeki denklemi
(% + )+ 202 4 ) = dy?
olan eZrinin kutupsal koordinat sistemindeki denklemini bulunuz.
Céelim : v yerine » cos@ , y yerine r sing yazilirsa
(7 cos*@ + 17 sin’Q)? + 2(2cos?p + 2 sinp) = 4 rlcos’p =
28 = 452 cos?p =
17 = deosPp - 2 = 2 (2c08%p — 1) =
7 =2 cos2¢

baginuis elde edilir.

Bir egri, iizerindeki bir noktann kutupsal koordinatlar1 » ve @ olmak lizere,
r = f{p) olarak tanimlandiginda bu egri {izerindeki bir (x,») noktasimn koordi-

natlari

x=flp)cosy
y=f¢)sing

olacakur. Bu, verilen egrinin parametrik gosteriminden bagka bir sey Qeglldn.
Simdi buradan yararlanarak. r = f(@) esitligi ile tanimlanan bir egrinin bir kutup
acisina karsilik gelen bir P(r.0) noktasmdaki tegetinin egimini bulalim.

dx=d[rcosgl= ;L (rcos@)dp = (r'cas @ - rsine)de
ap

dv=d [dsin go] = —ZB— (rsin@)d = (r'sin@ + rcos @) dp
d

oldugundan. tegetin m egimi,

dy _r'sing +rcosg
M= = e

dx  rcose-rsing
olur. Bunun bir anlama sahip olmast i¢in f nin siirekli tirevlere sahip olmast
gerektigi aciktir.

@, tegetin Ox— ekseni ile yaptidi aginimn pozitif yondeki dlgiisii olsun. Bu takdirde,

a6 dy _r'sing+rcose
an@ = —— = ———————"
) dx  r'cos@-rsing

olur. OP dogrusunun tegetle pozitif yonde yapug aginin olclisi yisey =08~
olacagindan
rsingrrcose  sing
tan6 - tang F'cos(Q - rsing  cosQ

tany = tan (8- @)= | +tanBtang - 1+ rsing+rcos@ sing

r'cos@ - sing  cos®

olur. gerekli sadelestirmeler yapihrsa

r
tany = 7,—

bulunur. Tegetin egim agisinm olgiisii
O=y+0

olur.
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ORNEK : r=2(1 +sing) egrisinin A(—g—, 3) noktasindaki tegetinin denklemi-
ni yaziiz.

Coziim :

. inZ 1
tany = _7'7:2(1+3111(p):1+81n6 ) 1+5__i-ﬁ
I 2cosq cos® V3 3
6 2

< T L
oldugundan y = 3 diir. Su halde tegetin egim agisinin dl¢iisit

6:w+@:%+%:%:%

ol}]r, ¢} halde teget Ox— eksenine dik olan bir dogrudur. Dolayisiyla x = a bigi-
minde bir denklemi vardir. Degme noktasinim apsisi

x =7 cos@ = 2(1 + sing) cos = 2(1 +sin—76t—)cos—763: 3;@

9 w . . r/*
oldugundan tegetin denklemi x = 3;3 olur. Tegetin kutupsal koordinatlarin-

daki denklemi

343

roos=

olacaktir.

ORNEK : A (ry, ¢)), B(ry, ¢,) noktalar arasindaki uzakligin

{2 2
IABI = /1, *+ 1, * = 277y 005 (0, ~ )

olacagini gosteriniz. Bundan yararlanarak A(IZ,STE) ve B(16 S_n) noktalari
s 1 «

arasindaki uzaklig: hesaplayiniz.

‘(;ozum : Yandaki sekilde AOB tiggenine kosiniis teoremi uygulanirsa

IAB? = OAP +10B” - 2 10AI OBl cos (¢, - ¢,)

1

22
= 7Tt - 2nncos(e, - @)

bulunur. Buradan

f.2

1ABL = *'"22_27‘1”2‘305(@3“»01)

bulunur.

alinirsa

WBI= (12 + (16" - 2.12.16.cos & =20

birim olur.

[l

[

Asagida kutupsal koordinatlar verilen noktalarm
kartezyen koordinatlarim yazimz.

a) <2,§> b)(&—%) o GO

9 39 d) (-3, m) e) (-3,2m)
T 2n & T
£) (—2,—3‘) 2) (Z,T) h) (\/25—1)

) L7 D (2\5,—2—;—) ) (15,)

Asagidaki noktalarm kutupsal koordinatlarinl bulu-
HuzZ.

) (1,-1)  B(K3,-D ) (2.2)

Q) (~1,¥3) o (VI,-¥Z) D (-3.43)

Asagidaki noktalart koordinat diizleminde gos-
teriniz.

a) (2%) b) (2.0) o (—2,
& 20 e) (3(41

|
o5 wh-d)

Asgagida kariezyen koordinatlardaki denklemleri ve-
rilen dogru ve egrilerin kutupsal koordinatlardaki
denklemini yaziniz.

a) x=4 b) x =2y c) xy=1
¢) y=x% dyy=4 e) X2+ =16

Y

f) R2+yr=4 Qx+y=2 b %+y7:1

o

Agagida kutupsal koordinatlardaki denklemleri ve-
rilen dogru ve egrilerin kartezyen koordinatlardaki

denklemlerini yazmiz. Bunlarm grafiklerini ciziniz.
a) rcosp =2 b) rsing= -1
¢) sing = cos@ ¢) rcos@+rsing = 1
d)y 2 =4rsing ) r?sin2¢ =2

rcosd

f) r=cot@.csc g) r=cscpe

h) rsing = lnr + Incos@ 1) r=2sing - 4cosP

(=3}

(e

-

) rl+2%cos@sing=4 ) sin% = cos’@

k) rsin(@ - %) =3 1) rcos@ =sin2@ I
|
Asagida kartezyen koordinatlardaki denklemi veri- ‘

len egrilerin kutupsal koordinatlardaki denklemleri- |

ni yaziniz. Miimkiin olanlarm » = flgp) biciminde
|
yazimiz. ‘

g . V 4
a) 2+ =(arctani)? by A =27+ v
%

o (+yR=r-¥ A=

¥ (3-x) 2y T

I+x ’ ' i

2

e) ¥

Agagida kutupsal koordinatlardaki denklemi vetilen
egrilerin kartezyen koordinatlardaki denklemlerini |
yaziniz.

a) r=3 b) (p:%;L

c) r=-5cosQ ¢) r=1~cos2@ !

d) r=1-cosl e) r=sin2¢ |

f) r=2+sne g) r*=cos2@

h) tang =06 1) cotg =3 |

i) reotp=3 j) r=2sing cote

A(-20) ve B(20) noktalarina olan uzakliklart gar-
pimt 16 olan noktalarm geometrik yerinin denkle-
fmini bulunuz. Bu denklemi kutupsal formda yazi-
nz.

|
|

\
|
|
|

4m in . i "
A(37—«97) ve B(S‘TZ) bir ABCD paralelkenarinin

komsu iki kdsesidir. Bu paralelkenarin kosegenleri
kutup noktasinda kesistiklerine gore diger iki kose-
sinin koordinatlarni bulunuz. ‘

A(S,—TTE)—) , B (8.%—) noktalar arasmdaki uzakhgt

hesaplayniz, |




(r.)

o (r Q)

o,

r = flg) esitlifiyle verilen egriyi ¢izmek i¢in su yolu takip etmekte yarart vardir:
(1) Tamm kiimesi bulunur.

(2) f periyodik ise periyodu bulunur. Periyot T ise T uzunluktaki bir aralikta
inceleme yapmak yeterdir. Diger titm araliklarda fonksiyonun aldig1 degerler bu
araltkta aldi81 degerlerle aymdir.

(3) Simetri aragtunlir. Simetriyl aragtrmanin belli baglt birkac yolu vardir.
$imdi bunlar verelim.

(a) (ry) verilen denklemi sagladigmda (r.—@) veya (-r.7— @) denkle-
mi saglarsa efri kutup eksenine (Ox— eksenine ) gore simetriktir. Zira (v, -@)
ve (-r, - @) noktalart (r. @) noktasinm Ov— eksenine gdre simetrigidir. Su
halde fbir ¢ift fonksiyon ise edri Ox— eksenine gore simetriktir.

b) {(r, @) verilen denklemi sagladiginda (-r. -@) veya (r,7w— @) de
denklemi saglarsa, egri Oy— eksenine gére simetriktir. Zira (-, —() veya aym
noktay1 gtsteren (-, T — @) noktass ile (r, ¢) noktasi Oy— eksenine gére simetrik-
tir. Su halde f tek fonksiyon ise grafik Oy— eksenine gére simetriktir.

c) (r.@) denklemi saglahiginda (-r, ©) veya aynm noktayi gdsteren
(.7t + @) verilen denklemi saglarsa egri O kutup noktasma gore simetriktir. Zira
(=1, @) ile (r. @) noktalart O kutup noktasina gore simetriktir.

d)  (r,9) verilen denklemi sagladiginda bir o reel sayisticin (r, ¢ + o)
da denklemi saglarsa P(r, @) ile Q(r, ¢ + o) aymi cember iizerindedir. @ nok-
tasin: elde etmek igin P noktasim pozitif yonde o kadar dondiirmek yeterdir. Q
noktasinmn kutup etrafinda o, kadar déndiirilmesiyle elde edilen R noktas: da eg-
11 tizerinde bir noktadir. Aynt sey R nin o kadar dondiirtilmesiyle elde edilecek
nokta icin de sdylenebilir. Bu durumda incelemeyi 0. uzunlugundaki bir aralikta
yapmak yeterlidir. Bu sekilde elde edilen egri parcasint kutup etrafinda o kadar

dondirrnek ve bu dondiirmeleri. egri kendi iizerine kapanincaya kadar devam et-
tirmek suretiyle egrinin ¢izimi tamamlanir.

e) (r,0) denklemi sagladiginda bir o sayisi igin (=, @ + 0)) da den-
klemi saglarsa. yani flop + o) = — f{yp) ise, P(r, ©) noktast ile Q(—r, ¢ + &) nok-
tast aynt cember {izerinde bulunur. Diger taraftan Q(—r, ¢ + o) ile (7, ¢ + ¢ — 7)
noktalart aym oldugundan ve o + ¢ - =@ ~ (s~ 0) yazlabildiginden O nok-
tasint bulmak igin P noktasims ¢ agismn ters yoniinde 7 — oo kadar cevirmek
yeterdir. Buna gdre efrinin o uzunlugundaki bir aralikta ¢izimini yapip, elde
edilen egri pargastnt negatif yonde 5t — o kadar déndiirmelidir. Déndiirme islem.
egri kendi kendisi ile {ist iiste gelinceye kadar devam etmelidir.

4y r'=f(g) tiirevinin igareti incelenerek, egrinin kutba nerede yaklagtif1, nerede
uzaklagtig saptanir.

5)  Fonksiyonun inceleme araligidaki 6zel noktalarda (fonksiyonun degerleri-
nin kolayca hesaplanabildigi noktalarda) aldigi degerler bufunur.

6) Degisim tablosu yapilir. Bulunan degerler bu tabloda belirtilir.
7) Degisim tablosuna gore ¢izim yapilir.

8) Simetri s6z konusu ise, gerekli simetriler alinarak gizim tamamlanr.

Simdi bazx egrilerin grafiklerini ¢izelim.
ORNEK : r=2(1 +sing) egrisini ¢iziniz.
Coziim :

(1) Fonksiyon R iizerinde tantmhidir.

(2) sing , 27 periyotlu oldugundan fonksiyon 27 periyotludur. Su halde
inceleme 27 uzunlugundaki bir aralikta yapiimalidir.

(3) (r,7—¢) nin denklemi sagladiginm gosterelim.
r=2(1 + sin(t — @) = r=2(1 +sing)

oldugundan egri Oy— eksenine gore simetriktir. Su halde incelemeyi 7t uzun-

fugundaki [— % %] araliginda yapmak yeterdir.

—%123} aralignda cos¢ >0 oldugundan r'>0 dir. Su halde

ags bityiidiikee r bilyiimekte, yani egrinin noktalari kutuptan uzaklagmaktadir.

4) r'=2cosg dir. [

(5) Baz ozel noktalarda aldigi degerleri bulalim.

=2(1-1)=0
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¢ =-1/6
¢ =g
@ =—/3
¥
4
SN
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S0) = 2(1 +sin0) =2

T T s T
9| - .= X _Z r r T n

2 3 4 6 0 6 4 3 2
- ({) + I + ‘ + 1 + + t + J + + J) .
I 0 2.3 22 1 2 3 2442 2443 4

(7) Bu tabloya gore ¢izim yanda yapiinustir. [(r, ) noktalari isaretlenip bunlar
bir egriyle birlegtirilmistir.]

(8) Egri Oy— eksenine gore simetrik oldugundan verilen r = 2(1 + sing) egrisi-
. iRl . e ©
nin grafigi yandaki gibi olacaktir. Bu egriye kardiyoid adi verilir.

r=a(l-sing) , r=a(l +cos@), r = a(l —cosp) denklemleri de birer
kardioid denklemidir.

ORNEK : 2 =a? cos2¢ egrisini giziniz.

riyodu 7t oldugundan inceleme m uzunlugunda bir aralik iizerinde yapiimalidir
Tanim kitmesine ait her bir ¢ degerine iki farkli  degeri karsihk geldiginden;
egri kutup noktasina gore simetriktir. Su halde, r = a \/cos 2¢ egrisi cizilmeli,
elde edilen egrinin kutba gére simetrigi almmalidar. cos2¢p = 0 olmas; Qerekti—’

ginden -2 <2<t o _T<y<®
° 17%=3 19>

oldugundan o egri kutup eksenine gére simetriktir. O halde [OAE] arali§mda in-
4 lig

obmalidir. Diger taraftan f{—) = o)

. T w ..
celeme yapmak yetecektir. [O, Z] arahiinda cizilen egrinin, kutup eksenine gore

51melt(r1g1 alindiktan sonra, elde edilen egrinin kutup noktasina gore simetrigi ali-
nacaktir.

r'= M <0
2.Jcos 2

2.2 .
1 = a” cos2¢@ lemniskatt

W

r =2+ 4cos@ limagonu

' -

i | 5

9|0 %
|
\“”27

r axTa\& 0

Bu tabloya gbve cizilen egri yanda verilmistir. Bu egri parcasimn 6nce kntup ek-
senine gore simetrigi almir, sonra elde edilen kapali egrinin kutup noktasmna gére

simetrigi alimirsa i-=1iala: denilen yandaki egri bulunur.

ORNEK : r=2+4 coso egrisinin grafigini ¢iziniz.
Céziim : Fonksiyon 25t periyotludur. [-, 7] araliginda cizim yapmak yeter-
dir. Diger taraftan fl~9) = 2 + 4(cos(~0)) = 2 + 4cos¢ = @) oldugundan grafik
kutup eksenine gére simetriktir. Su halde [0x] de grafigi ¢izip bulunan egrinin

Ox~ eksenine gore simetrigini almak yetecektir. Simdi baz ozel noktalarda
fonksiyonun alacagi degerleri bulalim.

o=t {5 52 g

dir. Daha birgok noktada fonksiyon degerleri bulunabilir. Fakat ¢izim igin bu

noktalar yeterlidir.

¥'=-4sing olur. Her ¢ € {01] i¢in 7= 0 olacagindan r azalandir.

it 7T 27
9|0 3 2 3 "
R I R
rie ™Sa 4 ~ 2 T 0 T 2

Bu tabloya gére ¢izim yapilirsa soldaki eri pargast elde edilir. Bu egri parcast
ile bunun Ox— eksenine gore simetrigi ¢izimi istenen egriyi olugturacagmdan

7 =2+ 4cosq egrisi yandaki gibi olacaktir. Bu egriye . . ad verilir.

ORNEK : 7 =cos2¢ egrisinin grafigini ¢iziniz.

Cizitm ; Fonksiyon her yerde tanimhdur. Fonksiyonun periyodu 7 oldugundan,

. o s = we n T P
inceleme 7 uzunlugundaki bir aralikta yapilmaldir. Ornegin —7,7] de cizim

yapilabilir.
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4 — yaprakh giil

f=0) = fle) oldugundan egri kutup eksenine gore simetriktir. Su halde [O, —g—] de

¢izim yapmak yeterdir. Bu aralikta egri ¢izildikten sonra kutup eksenine gére
simetri alinmalidur.

r'=-2sin2¢ dir. 0 @< —Tzi icin 0=2¢ sn ve dolayisiyla <0 dir.

4 T T T
9]0 6 4 3 2
o - [ - [ - [ -9
TEl >~ 1 >~ 0 >~ _1 >~ 1
2 2

Bu tabloya gore efri ¢izilirse yandaki grafik elde edilir. Bunun Ox~ eksenine gore
simetrigi almur.

f((p+%)=cos2(go+—2n—>:cos(2(p+n):“COSz(\D:”ﬂ@)

oldugundan bulunan egriyi negatif yonde = - JZL:% radyan dondiirelim. Bu

déndiirme islemine, egri kendi iizerine kapanincaya kadar, devam edilirse yanda-
ki grafik elde edilir.

NOT : r=acosng ve r=asinn@ egrileri birer ¢
n— yapraklt bir giil, n ¢ift ise 2n~ yaprakli bir giildir.

dir. Eger n tek ise egri

Asagida denklemleri verilen egrilerin grafiklerini

ciziniz.

a) r=2sind (cember)

b) r=2cosd (cember)

c) r=2sind+2cos6  (¢cember)

d) r=1+cos¢ (kardiyoid)

e) r=2(1-cosp) (kardiyoid)

)y r=4( - sing) (kardiyoid)

g) r=4+2cos¢ (limagon)

h) r=4sin2¢ (lemniskat)

1) r=4cos2¢p (femniskat)

iy r=2sin2¢ (4 yaprakls giil)
iy r=cos3@ (3~ yaprakl giil)
k) »=sin3¢ (3— yaprakh giil)
h r=2¢ (Arsimet spirali)
m) = 4cosp (8- sekli)

n) 2= 4sing (8- sekli)

0) r=sin —(’20-

Asagidaki egrilerin kesim noktalarini bulunuz.

a)
b)
)

g
—

F=sing ,
F=2,
r=sinQ ,

7= singQ ,

r =1+ cos,
r=1-cosp,
72 = 4sing ,
r=1+cosp,

r=1-sin@
= CcosQ

F = Ccos2@
= 3cos’p
r=1-sing
2 = dcos®
% = dcosp
r=1-cosQ

) r=1-sing, r*=4sing
) A2=+v2sinb, 2 =2 coso
)y or=1, r=2sin2¢

K r=1, rl =2 sin20

Aga8idaki egrilerin grafigini ciziniz.

a) r= sin((p - 127:—)

b) r= cos((p + %)

- m
<) 1—1+cos((p —4)
- = dsinl 2 _l)
c) ¥ @m((p 3
2 = 4 ( _r
dy cos| @ 1

Asagidaki egrilere kutupta (orijinde) teget olan dog-
rularm denklemini yaziniz.

a) 7 =4cos2¢ b) r=sinde

c) 1 =cos2¢ ¢) r=1-cosp

Asagidaki egri ¢iftlerinin kesim noktalarindaki te-
getlerinin denklemini bulunuz. Bu tegetlerin olus-
turduklar: acilarm &lgiilerini bulunuz.

a) r=2(1-cosQ) , r = 6COosP
b) r=sing, r = cos2p
c) r=sing, r=1-sing
¢) r=sing, r = cos2¢

r=2(1 - cosy) kardiyoidine (2%) noktasinda ¢i-

zilen teget kutup ekseniyle kac derecelik ac1 yapar?




- o - e - v ORNEK : + = a(l + cosp) kardiyoidi tarafindan smnirlanan bolgenin alanini

- Al r=a(l +cos ()]
! bulunuz.
fbir siirekli fonksiyon olmak iizere, r = fl¢) egrisiile ¢ = o ve @=f dogrulan . o
arasinda kalan bolgenin A alanini bulalim. Céoziim : Kardiyoidin grafigi yanda verilmistir.
5 0/ 20 x n L )
lon B aralgmin P = {e = Qo . 01 @2+ . @y 2 9y = B} parcalanmasins g A= L/ I dfpzjf (1 +2cosp+ cos2o)do
g0zoniine alalim. : 27 0
. : e 2 pn 1
my, = min {{Q) : ¢ € [Q_;, 0]} _ 22_/0 [1+2COS¢+5(1+0052@)]d@
ve 20 ! m
= %[%w 2sing + - sin2p
My = maks {flo): 9 e [gy ;.0 ]} 0
! M, i daire dilimlerini 1, siras L2 - @[3 9n0+0]=2na?
olsun. my ve M, yaricapl daire dilimlerinin alanlar1, sirasiyla, 7mk Ag, ve = 5z T =3
éM,f A, dir. Dolaysiyla B
birimkare olur.
n n
. o R cimet = - alz
a—m,? Agg <= A < Z —;- MZj Ao, NOT : Kardiyoid kutup eksenine gore simetrik oldugundan sdzkonusu alan
k=1 k=1 n n
. A=2i/ r2d<p:/r2d<p
yazilabilir. f siirekli oldugundan integrallenebilirdir. Dolayisiyla alt ve list 270 0
toplamlarm 1Pl — 0 igin limiti fonksiyonun integraline egittir. Su halde .
biciminde de hesaplanabilir.
[3 B . g
A= —é—/ @ dcp:%/ rdp ORNEK : r=2 cemberinin i¢inde, 7 =2 (1 +cosp) kardiyoidinin disinda kalan
o o
N P bolgenin alamuni bulunuz.
olur.
Coziim : O Kkutup noktasindan gecen ve sdzkonusu bolgeden gecen isin

Alani istenen bdlge, r = Q) , r=g(0) egrileriile p=co ve ¢ =§ dogrulars ¢ gozoniine alindiginda, i efrileri kestigi M noktasi O kutbuna daha yakimndur.
tarafindan smirlanan bslge ise 0. < ¢ < B igin f(g) < g(9) ise, bu bilgenin alant Ohalde 7y, = 2(1 + COSP) , Ty = 2 dir. Diger taraftan [MN] dogru parca-

o >
Y v . L T 3r 5 .
’ o uzak |8 - simin, alant istenen bolgeyi taramasi i¢in ¢ nin 5 den 5 ye kadar degigmesi
13 o™ N 2 _ 2
s 4 A= 2 L & () do 2 /a filo)do gerekir. Buna gore,
7 yakin fark it olur. Burad S5 37“ 2
B < rkina esit olur. Buradan A = %fﬂz [22,,21(1+cos<p)2]d@=“2/n_ [+2cosq)+cos'<P]d<P
RUARA 1 B 7 2
5 a= 2 [#@-r@ldo

i
= —2/][2 [2005(p+ %(1 + coquo)]d(p
bulunur. r = g(¢) egrisi O kutup noktasindan r = f{¢) den daha uzakta bulun- z
dugundan yukaridaki formiil

B
A= %_L [(I‘u:u}\) - (ryakm) 2] d(-D

biciminde yazilabilir. br? olur.

=8-T

—2(2sintp+—(§—+—}¥sin2go)

wla N\;;
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ORNEK e | sing e@rilerinin ic bilaelerinin ortak nokt y ORNEK : 7 = a(l + cosg) kardiyoidinin ¢evre uzunlugunu hesaplayimz.
tr=1+sing ve r=1-sin@ egrilerinin i¢ bblgelerinin ortak nokta-
¥ larindan olusan bdlgenin alanini bulunuz. {/Ln‘\ Coziim : Once % + (r,)z ifadesini hesaplayalinm.
’ Coziim :  Stzkonusu alan yandaki sekilde gOsterilmistir. Tarali alan 4 tane N x‘g . )
el simetrik alandan olustugundan, bunlarmn birinin alanm bulup 4 ile carpmak > ‘ P+ = @ (1+cosp) + (- asing)? = 2a” (1 + cosp)
r=lsing & p ¢ 0 ; M
yeterdir. Birinci bolgedeki alam bulalim. { /‘ N
: L 2 @
/_\ 1 '% ) 5 % ) o, RS = 2a% (1 +2cos2 2 1) =4da’cos® ‘g— = (2(1 cos 7)
: A = 47./ (1 -sing)~dp=2 / (I -2sing +sin”@)de 2
A ) x 270 40
o Z 1 oldugundan
= 2/' 114251n¢+5(1—c032(p)}d¢ —
r=1-sin@ 0 21 |
l x ¢ = /0 \(2acos%) dcp—2[ 2a COS—]d@
3 1. 2 3z
= = 2 - = -
2(2(p+,cos¢ 4sm2(p> . ) 2 , .
br? ofur. - 4a/ Cos%d(pzﬁla (2 sin 7) O:Sa
B T birimdir.
Kartezyen koordinatlarda y = f{x) denklemi ile verilen egrinin yay diferen- TP . -
v S r=£(9) siyelinin ORNEK : r=1+cosq kardiyoidinin r =3 cos¢ cemberinin dignda kalan par
de=-1+ (y,)z dx casinin uzunlugunu hesaplayiniz.
=
4 oldugunu biliyoruz. Coziim 2
D _dy dp _ gé P2e (2 = (1+cos@) +(-sing) =2+2cosp
. X
e \P r= dx do dxr = dx -n
o x o = 2(1+cosg)=2(1+2cos” £
oldugundan 0 5
T 2 2 = (2 cos —)
de=1+) du\‘,(“’x) +(‘%) do 2
dir. Diger taraft dir. Simdi iki egrinin kesim noktasint bulalim.
ir. Diger taraftan
I - =T
% =r'cos¢ - rsing , —d‘% =r’sing +rcose oldugundan 1 + cos@ = 3c0sQ = c0sQ = > = o= 2=
2
(d_JL) + ﬂ) =r2+ ()2 olur. Buna gore,
do do

dir. Buna gore, yay diferensiyeli ¢ f /r + (0?2 dp = Zf / 2cos—

de= \/"rz + () do

b3
olur. O halde egri tizerinde P(r,, &) , Q(r5, P) noktalarint birlestiren yayin uzun- = 4/ cos % dg = §sin % =4 br
lugu 3 JZL
g_/ﬁ 2 (,>3 y
"o N de olur.
birimdir.
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r=f

r=a(l+cos )

368

Eger f fonksiyonu siirekli tiireve sahip bir fonksiyon ve ¢, o dan 3 ye kadar
degigtifinde P(r, @) noktasi r = f{¢) egrisini olusturursa, bu egrinin Ox— ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle olugan donel yiizeyin alani

B ——
S= 2n/ \rsin(p[\f/r2+ "V dp |
[¢2
egrinin Oy~ ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan dénel yiizeyin alani
8 N
S= ZTEL [rcos oy + (7)? do
olur. Bu formiilleri bulmak icin
S=2n/[y\de ve S=2rc/!x!d2
formiillerini kutupsal koordinatlara gére yazmak yeterdir.

ORNEK : r = a(l + cos@) kardiyoidinin dst yarisinin Ox— ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alamni bulunuz.

Coziim :
PA) = @ (1+ cosg + (- asing) = a* (2 + 2c08Q)
= 2a% (1+2c0s> £~ 1) = (2a cos L2
2 2
oldugundan

=
S = 275/0 [rsing|2a

¢
cos -
2’6@
b
= 4a2:rc/0 (1+cos<p)sin(pcos%d<p

- 4azn/” 22 112602 cos ® cos l
1, (1+2cos 5 1)2 sin 5 COS7C087(1(,D

n
= 16(1275/0“cos4%8in%d<[>

- 3242 /? 4__<_l _—
an0c032 231n2d(p

i1

7

Sl

COSSQ

= -Rdx —— 2
5

br? bulunur.

Asagida denklemleri verilen egriler tarafindan smur-
lanan bélgelerin alanlarini bulunuz.

a) r=cos2¢ (4 yaprakl1 giil)
b) 2 =2a cos2¢ (lemniskat)

-2

¢) rf=d4sin2¢@ (lemniskat)
¢) r=4+2cos¢ (limagon)
d) r=asin3@ (li¢ yapraklr giil)

e) r=3+2sin@ (limacon)

7 =1 cemberinin diginda, » = 2 sin@ gemberinin
iginde kalan bélgenin alanmi bulunuz.

r=cos® ve r=+3 sing ¢emberlerinin her ikisinin
de iginde kalan bolgenin alanum bulunuz.

r =3+ 2cosp limagonunun iginde » =4 ¢em-
berinin diginda kalan bolgenin alanini bulunuz.

72 =2cos? @ lemniskatnin iginde r =1 gentberinin
diginda kalan bolgenin alanini bulunuz.

2 =cos20 ve r’ =sin2¢ lemniskatlarmm ber iki-
sinin de icinde kalan bolgenin alanim hesaplayiniz.

72 = dcos@ (8 sekli) egrisinin icinde r =1 - cos®
kardiyodunun diginda kalan bdlgenin alanint
bulunuz.

F = sing + cos@ gemberi tarafindan siirlanan bol-

genin alanin bulunuz.

#=72 (1 + coso) kardiyoidinin i¢inde, r = 2(1- cos@)
kardiyoidinin digmda kaian boigenin alanim bu-
lunuz.

°. Kutupsal koordinatlara gegerek (x? + y?)® = 4x%y?

egrisi tarafindan smirlanan bolgenin alannt bulu-
nuz.

" .. Kutup agilariin degisim araligi karsilarinda yazih

olan, agagidaki egrilerin uzunluklarini hesaplayimz.

a) r=4cosQ, (UEGRE
b) r=sin3%, 0= ¢=3n
c) r=¢*, 0<9=~/5
=g sin? 2 L
d) r=asin 5 05(954
¢) r=4T+sin2e , Oscps%
N
r=a sin*‘—‘;}
ol/

Yukarida grafigi verilen = asin* % egrisinin uzun-

lugunu hesaplayiniz.

. r=1-cos¢ kardiyoidinin ikinci bslgede bulunan

parcasmin Ox—ckseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olusan dénel yiizeyin alanini hesaplayiniz.

r=a(l+cosp) kardiyoidinin iist yarisi Ox— ekseni
etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel cis-
min hacmini bulunuz.
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1. Asafida denklemleri verilen egrilerin kesim nokta-
larum bulunuz.

a) r=a, r=a(l-sing)
b) r=aseco, r=2asing
¢} r=a(l +cos2p), r = acos2@

1 3

A r=

= , F=
[-coso 1+cose

egrilerinin kesim noktalarini bulunuz. Egrilerin ke-
sim noktalarindaki tegetlerinin olusturdugu acilarm
olgtilerini hesaplayiniz.

J. Bilindigi gibi, iki egri arasindaki ac1, onlarin kesim
noktalarindaki tegetleri arasindaki agidir. Buna gore
7 =3 secq dogrusuyla r=4(1 + coso) kardiyoidi
arasindaki acinin Slciisiinti bulunuz.

“or=1, r=2cosp, r=2sine
gemberlerinin her iicii tarafindan sinwlanan bél-

genin alanm bulunuz.

.« r=4jlcosl egisi tarafindan simrlanan bélgenin
alanmini bulunuz.

r =1+ 2sing limaconunun i¢ ilmegi tarafindan
siurlanan bélgenin alanini bulunuz.
7. r=2acos2¢ giilinin icinde

r=~2 a gemberinin diginda kalan bolgenin alamm
bulunuz.

2 ¢emberi-

2 = 400s2¢ lemniskatinm iginde » =
nin diginda kalan bdlgenin alanin bulunuz.

. 2 =sin2¢ lemniskatinin Oy— eksenini saginda ka-

lan pargasi Oy- ekseni eirafinda déndiiriiliiyor. Mey-
dana gelen donel yiizeyin alanini bulunuz.
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Yukanida grafigi verilen > = 2sin3¢ (6— yaprakl
giil) efrisi tarafindan smuianan bolgenin alanimi

bulunuz,

Yukarida grafigi verilen ve argimet spirali denilen
efrinin denklemi, ¢ bir sabit olmak iizere, r = ap

dir. Spiralin n— sarmalinm (2(n-1) 7t < ¢ < 27w i¢in)
(n = 1). sarmali arasindaki alan
Rn = An - An—]

olsun. Asafidaki bagmtilarin dogrulugunu g0s-
teriniz.

9 A=yrna? by A= Lre)

¢) R;=064, d) Ry =nRy, (122 icin)

Denklemi

r=qcos2p , 0=Zp<

la

olan egri parcastin Ox— ekseni etrafinda déndiiriil-
mesiyle olusan donel yiizeyin alanini bulunuz.

|ZILER VE SERILER

|

{

I TANIM

Tamm kiimesi pozitif tamsayilar kiimes] olan her fonksiyona bir sonsuz dizi
denir. Fonksiyonun deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise

veya kisaca
diziye bir 1

i

Reel degerli bir f fonksiyonu icin

fM=ay, D=ay,....fo)=a,...

isea; ,ay . ..., a,,... reel sayilarina dizinin birinci, ikinei, ..., 7— inci

rimleri denir. n dogal sayisina karsihik gelen g, sayisina dizinin g

. U TS 1 s
denir. Genel terimi @, olan dizi kisaca, (a,) ile gosterilir. Ornegin (—7 dizisi

1 1

n

denilince, terimleri 1, olan dizi anlasihir.

Simdi genel terimleri gesitli sekillesde verilen dizilerin bazi terimlerinin nasil
bulunacagim gérelim.

3
v
ORNEK : ( ntl ) dizisinin 10. terimini bulunuz.
2n+3

ziim ¢ 10. terim 10 sayisina kargilik gelen reel say1 olacagindan

10+1 _ 11

MO T10+3 23

olur.
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ORNEK : a, =1 ve hernz1 icin
all+l = ha,

oldufuna gbre, a, ve ay, terimlerini bulunuz.

Cézilm : Yukaridaki esitlikte 7 yerine 1 den n ~ 1’e kadar degerler verilirse

ay = la,
a3 =2a,
ay = 3a,

Ay = (n- 2)517172

a,=(n- li)a,,_l

bulunur. Bunlar taraf tarafa ¢arpilirsa

Gyasay ...a, ;1 a,=1.2.3 ... (n-Dajaay..a,, esitligielde edilir.

Her iki taraf @, a3 ... @, ile bdliiniirse

ay=(n=Dla,=0—-D.1L=mn-1)
- + N
bulunur. n yerine 100 yazilirsa @, = 99! olur.

TANIM

A,={1,2,3,...,p} olmak iizere, tanim kiimesi A, olan her fonksiyona bir
p terimli =520 7 denir.

ORNEK : As={1,2,3,4,5} olsun.
fiAs >R, fm)y=3n+1
sonlu dizisinin terimlerini bulunuz.

Céziim : fll)=4, A2)=7, f3)=10, fi4)=13, AS)=16 oldugundan dizinin
terimleri 4,7, 10, 13, 16 sayilandir.

TANIM

Her ne N icin
Ay —a,=d

olacak bicimde bir d reel sayisi varsa, (a,) dizisine bir it
sayisina da bu dizinin ¢

o adi verilir.

ORNEK : (51 +2) dizisinin bir aritmetik dizi oldugunu gosterip ortak farkim
bulunuz.

Coziim :

Ay — @ =5+ 1) +2-Cn+2)=35
oldugundan verilen dizi, ortak farki 5 olan bir aritmetik dizidir.
NOT : (cn + d) bicimindeki diziler ortak farki ¢ olan birer aritmetik dizidir.
Simdi bir aritmetik dizinin ilk # teriminin toptamini bulalim.
S,=a;+a,+a;+...+a, olsun.

S, = (cl+dh+@2+d)+...+(n+d)

p
+
o A 1) nd

= ¢(1+2+3+...+n+nd = )

%[(nJr lic+2d} = %[nc+d+c+d]

bulunur. O halde

g
Su = %(“1*%) /

olur.

ORNEK : (a,)= (—n— + 2) dizisinin ilk 20 teriminin toplamimi bulunuz.

3 —_
_ 20 7 26\
Coziim : S,5= —2—(12l +ay)= 10(3 + T) =110 olur.
rTANKM
Her n pozitif tamsayisi icin
Lyt =
a

n

olacak sekilde bir r reel sayisi varsa (a,) dizisine bir g=c
1 denir.

sayisina da bu dizinin orial 3 veyao

ORNEK : (3.5") dizisinin bir geometrfk dizi oldugunu gosterip ortak garpanini
bulunuz.

373



Cozii @, 357! bulunur. Su halde ilk terimi a, , ortak ¢arpani » olan bir geometrik dizinin toplam
Gzivm ;  Lle oo =

a, 35 1"
i Jee 1
' Gn = al 1 —F
oldugundan verilen dizi ortak carpani 5 olan bir geometrik dizidir.
olur.
Bir geometrik dizinin ilk » teriminin toplammi bulmak icin, 6nce
T,=1+r+r+.. +7 TANIM
Her » pozitif tamsayist igin
toplamini hesaplayalim. P y
a, <a,,, < (a,) artandir
T,=l+r+r2+. ..+ ne "
a,> ) = (a,)
FT, =7+ P+ P ) ot "
. . a,<a,,, < ()
ifadeleri taraf tarafa cikarilirsa e !
a, Z Ayl < (an)
T”—VT” =1-pm
butunur. Burada 7, cekilirse —
1
Tﬁl“l"Hl o n+1 9 P s
s ORNEK : (*714) dizisinin azalan oldugunu gdsteriniz.
esitligi elde edilir. O halde = 1 icin
\ Coziim :
; , 1- rn+l -
; 1+r+r~+...+ﬂ’:ﬁ- . ; _n+2 n+1_n2+2n»nz—2n~1=u 1 <0 =
- R Turt = =7 no nln+1) nln+ 1)
olur. -

PR

(a,), ortak oran: r olan bir geometrik dizi olsun. 4,0 <@, = (a,) azalandir,

2, =12, esitlifinde, n yerine I den n - I’e kadar degerler verilirse
a, = ra . e sy Snsd
o NOT : a,>0 oldugunda, her n pozitif tamsayist i¢in,
"
ay = ray

. a . e o
dizisinin artan, —2*L <1 oldugunda (a,) dizinin azalan olacag: aciktir.
H

>1 oldugunda (a,)

Ay = ra,

. i . .
a,=rd, ORNEK (,rz )[ dizisinin monotonluk durumunu inceleyiniz.
. - . {(n+1)!

bagntilart elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa carpilir ve her iki taraf a, as ... )

@, ile sadelestirilirse, geometrik dizinin genel terimi olan T

Coziim :
= a]r”?] ot 1
bulunur. §imdi bu dizinin ilk n teriminin toplarmm bulahm. G, =a, + a, + ... a, e R i+ 2)! } gn+l JUES Ve
denirse e o (n+ 2)! 2 2
1
G, = a +a]7‘+all‘2+4..+a1r"" (n+H!

2 ! oldugundan (a,) azalandir.
ay(L+r++ .+ =g =
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TANIM

Her n dogal sayisi igin s, < M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa (s,) dizi-
denir, M sayisina da bu dizinin bir ¢

-+ ad verilir.

Her n dogal sayist igin s, = m olacak sekilde bir m reel sayis) varsa bu diziye

denir, /1 sayisina da bu dizinin bir ai i adi verilir.

Hem aittan hem de iistten sinirhi olan dizilere kisaca, s:m0h: divii=r denir.

& i e e . -
ORNEK : (( -1 —Im) dizisinin simrlihk durumunu inceleyiniz.

Cézitm : Herne N icin

7 n
(_I)H ‘: . <
) n+1l n+i

oldugurdan

I O Ly
n+1

dir. u halde dizi hem alttan hem de fistten simrldur. Dolayisiyla snslidir.

Bilindigi gibi

K={xeR:Ix-d<eg}=(a-¢e,a+¢)

araligma a nm e~ komsulugu adi verilir. Ornegin 2 sayisinin ~1——~komsuh gu

i 1 ) (199 201) )
2-—, — | = =2 ) aralig -
100 "~ Too /| T00 * Top ) ahsd

TANIM
(a,) Dbir reel terimli dizi ve a e R olsun.
a sayisinin herbir komgulugu, (a,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri haric

diger tiim terimlerini iceriyorsa, (a,) dizisi « sayisina volinsios veya (a,)
diZisifin it " dir denir, T

lima,=a veya (a,) —a

biciminde gésterilir.

Yakimsak olmayan dizilere :

:v denir,

o(la))

..... y=ate
(3.a3) (555) (70'(77)

y=a

©,
oD
. (100.1/100}
T — y=1/100

Ry
ey = 21/100

(a,) dizisi a sayisina yakinsak olsun. @ noktasimn bir e- komsulugu verildi-
ginde, sonlu sayidaki terimler hari¢ diger tiim terimler (a —¢,a + &) arahginda
bulunacagindan, sonlu sayidaki n ler harig diger tiim n ler i¢in (n,a,) noktalar:
y=a-¢, y=a-+e¢ dogrular arasinda bulunur.

ORNEK : (L) dizisinin sifira yakinsadigim gosteriniz. Dizinin kag terimi sifirmn
n

L komgulugunun disindadir.

106

Coziim : & > 0 verilmis olsun. iz > L bagintisini saglayan bir ng sayisi segelim.

’ €

Her n > nyicin

,,0‘ZL<L<S
noon,

. T, . . | y .
olur. Bu, y tane terim hari¢ diger tim terimlerin — € < — < £ bagmusu sagladi-
s n

gmi, yani (—£,) arahgmda bulunduklarun gdsterir. Su halde (’1—7) dizisi sifir

sayisina yakinsar. Buna gore
.1 1
im—=—=0 veya |—|]—=0
n n
yazilabilir.

1 .
£= T00 alinirsa

1

n

_>_£=—l—~:>

bulunur. Su halde ilk 100 terim sifinn 1—(1)“6 — komsulugu digindadir.

Diziler, $zel fonksiyonlar olduklarindan, fonksiyonlar icin gegerli olan tiim limit
alma kurallar: diziler icin de gecerlidir. Bir dizinin limiti hesaplanirken o dizide
n yerine x konup x — o icin limit alinabilir. Buna gore,

lim ﬂn):\_li_n;ﬂx)

yazilabilir. Bu nedenle asagidaki teoremin ispatt agikbwr,
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TEOREM 10.1:
lima,=a,limb,=bve he Rolsun.
1) lim{a,+b)=a+b,

2) lim(ab,)=ab,

(3) b,#0 ve b#0icin lim%z%,

n

@) lmQAa,)=ha

ORNEK : (ﬁ%) dizisinin limitird bulunuz.

Coziim:

Birinci yol:

2n

e N |

olur,

fkinei yol:

Pay ve payda » ile boliiniirse

bulunur.

Simdi bazi limitleri hesaplamada yardimei olan bazi teoremler verelim. Bunlarm
bircogunun ispati fonksiyonlarin limitlerinden yararlanilarak yapilabilir. Burada

bu ispatlara girmeyecegiz.

TEOREM 10.2:

lima,=a ise

L at A, ta
lim——2 g
n

dir.

SRNEK: lim L( L2 2 4 ... h)-'-. ‘
ORNEK: lim " (2 M T limitini hesaplaymz.

- B n
Céziim: lim
n+ 1

=1 oldugundan verilen limitin deZeri de 1 dir.

TEOREM 10.3:

(a,,) pozitif terimli bir dizi olsun.

a

H n+l g i -
lim P =r=lim%fa, =7
n

dir.

ORNEK: (/) dizisinin limitini hesaplayimniz.
Céziim: a, = fyalmirsa

n+l _y

. a X
lim =21 = 1im
i

bulunur. Dolayisiyla
lim"n =1

olur.

TEOREM 10.4:
Sonlu sayidaki terimler harig diger tiim terimler i¢in
a” = bn < C”

ve lima,=limc,=¢€¢ ise limb,= ¢ dir.

Bu &zellige sandvig 6zeliigi denir.

ORNEK : (E‘%fl) dizisinin limitini bulunuz.

Cézitm : Icosnl <1 oldugundan

icosn{g_l_:h_l‘S cosn o 1

n 1 n n n

dir.

Diger taraftan lim (—%) = lim% =0 oldugundan
lim 93 = 0 .
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ORNEK : lim (1 +%) =¢ oldugunu gosteriniz.
H— o
Coziim :  lim (1 +%) = lim (1 +%) (1 belirsizligi)

X
dir. y= (l + %) denirse Iny =xlIn (1 + %)

bulunur.

| In (1 " i)
lim Iny = lim xln(l +7): tim ———XL
X —20oc " v

X—o X =00 L
X
1
= lim In+y) _ lim LHY g
y—0 y y=0 1
olacagindan
lim (1 + i) =e
n—cc n
bulunur.

TEOREM 10.5:

Monoton bir dizinin yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart simrh olmasidur.

ORNEK : Genel terimi
1 1

_ 1
a”_n+1+n+2+ +2n

olan dizinin yakinsak oldugunu gésteriniz.

Coziim :

Ay — Q, = LU PR PO S B -<—i—+~1~
n+2 n+3 2n 2n+1 2n+2 n+l n+2
-1 . | S SRR S | .0
2n+1 20+2 n+l1 2n+1 2n+2
oldugundan (a,) monoton artandir.
1 1 1 1 1 1 1 n
a = + FE O L S SR = -
T+l n+2 Zn el ast Tl Rl wed

n tane
oldugundan (a,) iistten sinwrhdir. a; = 1 dir. Dolayisiyla, her n e N icin

—;-Sa”<1

olacaktir. O halde (a,) yakimsaktir.

1

4
2n

)

TEOREM 10.6:

*i (a,) sitiuls ve (b,) =0 ise (a,b,) >0 dir.

ORNEK : (( -1y %—) dizisinin limitini bulunuz.
no+1 e

Coziim :

e~ n . P ﬂ}
a,= (1" b= | denirse {(a,) jsimrh,
- nt+

N

=0 olur.

lim b, = lim
ne+1
Yukaridaki dzellikten Em a,b, = lim(-1)" ~—7ﬁ—: 0 ofur.
— T+

TEOREM 10.7:

Il <1 ise lim " =0 dir
|

n
ORNEK : Genel terimia, = (- 1)" £~ olan dizinin limitini bulunuz.
7

Coziim ¢ r = ——:;— almirsa a, = r" olur. Irl= }—%— = % <1 oldugundan

lim #* =0 dir. Dolayisiyla lima, =0 dir.

TANIM
(k,) pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olmak iizere, (ak ) dizisine (a,)
n

dizisinin bir alt dizisi denir.

ORNEK : (l) dizisinin bazi alt dizilerini bulunuz.
n
Coziim :

k,=2n alnursa (i) = <M1_ -, _1_’ > dizisi,
2n

k,=2n - 1 alinirsa ( 1 ):(1 dizisi,

1101 )
*3'5" T2n-17
k,=n? alinirsa (L) = (1,—;—,%—,%, é ) dizisi,
elde edilir.

Daha bunlar gibi sonsuz ¢oklukta alt dizi yazilabilir.
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Orneklerden de goriildiigii gibi, alt dizinin herbir terimi ayni zamanda esas
dizinin de bir terimidir.

£>0 olsun. (a,) dizisi bir @ sayisina yakinsak oldugunda, bu dizinin sonlu

sayidaki terimi hari¢ diger tiim terimleri @ nm e— komgulugunda bulunur. Bu

durumda (a,\,”) alt dizisinin de sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger tiim terimleri a

mn e- komsulugunda bulunur. Dolayisiyla (‘h ) dizisi de @ sayisina yakinsar.
n

Boylece su teorem ispatlanmis oldu.

| TEQREM 10.8: 1

(a,) = a ise (ak )~> a dir. ‘
"

. . ~ -
ORNEK : )= 2 , nz1 icin
-
pyy = \"2 +ta,

bagmtisim saglayan (aq,) dizisinin yakmsak oldugunu gisterip limitini
hesaplayiniz.

Céziim : Tim terimler pozitiftir. Ayrica
a=v2<2, ay=.2+a <242 =2, ay=\2+a, <v2+2=2,..
olacagindan dizinin tiim terimleri 2 den kiiciiktiir.

5 2+a,-a -
Qo =y = \,‘2+an - = n =y ~ 2 Cl”)(l +an) N
‘ " [2+a, 2+a
N a4y +a, Veta, +a,

olacagindan a,,, > q, dir. Yani dizi artandir.

0

Artan ve smirh her dizi yakinsak oldugundan (a,) yakmsaktir, lim a,=a olsun.
Bu takdirde (a,,,) alt dizisinin de limiti @ olur.

A = 2 +a,
esitlifinde her iki tarafin limiti alimirsa
a=+2+d = d*=2+a = d*-a-2=0

= a=2 veya a=-1

bulunur. Dizinin tiim terimleri pozitif oldugundan yakinsayacag1 say: pozitif ola-
bilir. O halde

lima,=2

dir.

10.3 NEWTON YONTEM!

Jcn Fl))

el Xy X

/

Newton yontemi, Niimerik Analiz derslerinde verilen, denklemlerin koklerinin
yaklagik hesabmnda kullamlan yontemlerden biridir.

fix)=0 denkleminin kdklerinden biri 7 ise y = f(x) efrisinin Ox- eksenini kestigi
noktalardan birinin apsisi » dir.

Newton yonteminin 6zii sudur :

Once bir x, baglangic tahmini yapilir. bu tahmin, fonksiyonun yapisina, ald1g1
degerlere gore kestirilebilir. Ornegin flay <0 ve fib)>0 ise x, olarak a ve b
arasindaki herhangi bir nokta almabilir. x, dan yararlanarak r ye daha yakin olan
x; , x; den yararlanarak r ye daha yalin bir x, ve boyle devam edilerek x,, x,,

., X, X, noktalari elde edilir. Béylece r ye yakinsayan bir (x,) dizisi bulun-
mus olur. n ne kadar biiyiik segilirse x, ,r ye o kadar yakim olur.

Simdi bu dizinin nasi! bulunacagim gérelim.

y = flx) egrisinin (x,, f(x,)) noktasindaki tegetinin egimi m = f'(x,) oldugundan

gy fx,)=0
f (x” )= KT a1

olur. Buradan
_ M)

X,

=X
1 7,
n+ n r ( ; )
indirgeme bagintis: elde edilir.

Bu bagmida n yerine 0, 1,2, ..., n degerleri verilerek x;, x5, X3, ... . X, Xy fE-

rimleri bulunur.
ORNEK : x> +x—1=0 denkleminin kokiinti bulunuz.
Cozitm ; fix) =x3 +x~ 1 diyelim

F()=3x"+1>0 oldugundan f artandir. Dolaysiyla fix) =0 denkleminin bir
tek kokii vardir. Indirgeme bagntist

3
x = x - ﬂX”) —y xn+xn_l
h ) 3 - 2
i+ n /’(x”) n 3x)_’ + 1
2x,31 +1
Xarl = T
" 3+ 1
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olur.
fO)=-1<0, A)=1>0 oldugundan 0 <r <1 dir.

Xo olarak bu araliktaki herhangi bir nokta alinabilir. Xy = % alalim.

Bu durumda

1
a3+l 23l
o= IS8 0 50 714286
gl 3Ll 4
4
53
2(—)+1
o Mt s
X “?(5 . 1——336=0,693452
: -6_) +
3
-
Y o= 2 0,682433
3(233)“+1
1336

Benzer gekilde islemler yapilarak

x; = 0,682307

bulunur‘. Goriildugii gibi, bu yontemin uygulanmas oldukga kolaydir. Buradaki
zorluk iglemlerin goklugudur. Bir hesap makinasi veya bilgisayarla bu iglemler
ok kisa siire icinde yapilabilir.

Asagida genel terimleri verilen dizilerin ilk bes teri-
mini bulunuz.

2) (2”_-_1.) b)( 1 )
n+l n+1
YT
n 2"+ 1
1 -i, n tek ise
4 n e) (11‘3/7)
[

1 o
1+, 1 ise
+R' 1 Cift ise

Asagidaki indirgeme bagintilar: yardimryla tanimla-
nan (a,) dizilerinin ilk on terimini bulunuz.

a) a; =0, Vnz2 icin a,=2a,,+3
~ Yo
—— . . ! Gt
by a=-1. VYnz2 i¢in a,=1-4a,;
[ - 2
) ==, Vnz2 iin a,=—"—+1
2 y_y
- i
¢y a;=1. Vn=1 icin Ay =ty +
2
d) a =1, Yzl i¢in Uyt = Lan
n+1
- n
e) a;=-2, Vnzl igin (e =——0,
n+1
f) a=a,=1, Vn=1 icin Ay =y — Q,

(a,) herhangi bir dizi ve p €

by=a,+n-2y(n-3)

N* olmak tizere

o (=p)

olsun. {¢,) ve (b,) dizilerininilk p terimlerinin esit
olacagmni gosteriniz. Buna gore bir dizinin bagtan
sonlu sayida terimi verilirse o dizi verilmis olur mu?

lima,=a ise limla,l=lal diw, gdsteriniz.

Fy=1,F,=1ve nzl igin Fho=F, +F,
ozelligini saglayan (F,) dizisine :

ad1 verilir. Bu dizinin ilk on terimini yazimz.

(a,) dizisi verilmis olsun. (S,) dizisi
Si=a;, hernz2 i¢cin §, =5, +aq,

biciminde tanimlaniyor. S, genel terimini (¢,) dizi-

sinin terimleri cinsinden yazmiz.

Oyle bir smirl dizi bulunuz ki

a) En biiylik terimi olsun fakat en kiigiik terimi
olmasin.

b) En kiciik terimi olsun, fakat en biiylik terimi
olmasm.

c) Ne en kiiclik ne de en biiyiik terimi olsun.
d) Hem en kiiciik, hem de en biiyiik terimi olsun.
Asagida genel terimleri verilen dizilerin yakinsak

olup olmadiklarni aragtirniz. Yakmsak olanlarm li-
mitini bulunuz.

1 n+(=1) 1 -3n
a) 24—
a2 10" & n o 1 +3n
g Fnrl o t3 B 11y
l+~vn n-+4
o U o T
e 2n+2 2 b D
L0 ”
B sin“n b ! X (- ?)
5 S 3 !
Iy n 111(1 + L) m) ”\;‘;F n) (1 + z)
n i
0) a 8) 11(1 ~Cos —lv) p)n sini
n" n 1
(i) H
r) 6/ s) In 1 $) ilnl
‘2)” (6)” 1 n n
( 3 T\

re R olsun. Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

w3 7t
i

a) lm by lim .
H—oc 1 +)JI n—oc 1 +)“”
i-” o
¢) lim — ¢) lim
) n—o p! ’) n—c ).er+},2n+l

ilk ve son limitlerde r -1 dir.

(s
[ele]
W



8. p>0 olsun.x; =1 ve Vnz 1 igin

Ay = —;«((IHJrL) dir.

i

lim a, =+/p olacagim gésteriniz.
hoe TN = e

11. Herhangi bir ¢>0 icin

. In(n . P
lim In(m) _ 0 olacagim gosteriniz.
n—o )1(‘

2

. ¢>1 olsun.

LR . e
lim —=0 olacagini gosteriniz.
=

c

(F,), Problem 5 de verilen Fibonnacci dizisi olsun.

(1++/5) olacagm gdsteriniz.

F
I nxl
m F

1o oo

B~

n

4. Oyle raksak (a,), (b,) dizileri bulunuz ki,
a) (a,+b,) yakinsak

b) (a,b,) yakisak

c) (%) yakinsak olsun.

n
15, Tirev yardmmyla asagida genel terimleri verilen
dizilerin en bilyiik terimlerini bulunuz.

a Yn b N i
n+ 2500 2"

=

. ¢ >0 olsun.
lim%e =1

oldugunu gésteriniz.

-

L7, lim a, = a ve f fonksiyonu a da siirekli ise

lim fla,)=f(a) olacagim gdsteriniz.
=0

[
e

. Asagida genel terimleri verilen dizilerin monoton-
luk durumunu inceleyiniz.
n ) 3n+1 3n-5

T R

19, (3n? - 20n + 19) dizisinin en kii¢iik terimini bulu-
nuz.

PN ( 346+9+---3n

- —————"— dizisinin limitini bulunuz.
2+4+6+-»-+Zzz)

21. (a,) bir geometrik dizi, a4 =5, a; =40 olduguna
gore, dizinin ortak ¢arpamim ve 10. terimini bulu-
nuz.

22, a ve b iki reel say1 ve a < & olsun. « ile b arasina
n tane sayt yerlegtirilerek (1 + 2) terimli bir geomet-
rik dizi olusturuluyor. Bu dizinin ertak ¢arpannin

)‘:’Hl”‘]i
Va

olacagini gosteriniz.

- Bir geometrik dizinin ardigik ¢ teriminin toplam ‘
14, carpimu 64 tiir. Bu terimleri bulunuz. ‘

B3
€

g

. Asagidaki denklemlerin belirtilen araliklardaki kek- ‘J
lerini Newton yontemi yardimiyla bulunuz. (4. yak- |
lagima kadar hesaplayiniz.)

Q) 2-3=0, 23] P
b $-2=0, [1.2] - |
Q) P-3-1=0, [0] |
d) ¥ +2x-1=0, [0,1]

2
) Sx+cosy=5, 10,17

e) x2—sinx=0, [—1« 1}

. 342 sayisinm yaklagik degerini bulunuz.

217 n+s
386

Bilindigi gibi, bir (a,) dizisi igin

ay+a,+ ... +a,

n

toplami, kisaca Za,\, sembolii ile gosterilir. Buradaki Z semboliine toplama
k=1

sembolii denir ve “sigma” biciminde okunur. Buna gbre

10
3 1l 1,1, .1
A 2n+l 3005 21
100
1 1 1
_O?‘I"L‘Jr%:"* 3100
S 1,2 n
LS TR
gzwl 2+3 n+1
olacaktir.

(a,) bir dizi olmak tizere

s
Ea,\,:al+a2+a3+---+a”+a”+1+
k=

bicimindeki bir ifadeye bir sonsuz seri veya kisaca bir seri denir.
a, ifadesine serinin genel terimi ad1 verilir.

I A S DU

k:lsn 5

. T
bir sonsuz seri olup genel terimi — dir.
s”

Toplama iglemi bir ikili islem oldugu igin sonlu ¢okluktaki sayilar toplanabilir.
Simdi sonsuz seriye bir anlam vermeye ¢alisalim.

o
Za” serisi verildiginde (a,,) dizisinin ilk n teriminin toplamindan olugan
k=1

(S,) dizisine serinin kismi toplamlar dizisi ads verilir. Su halde

S,=a,+ay+ ... +a,

olacaktir.

TANIM

Bir serinin kismi toplamlar dizisi yakinsak ise seriye yakinsak seri adi verilir.
Kismi toplamlar dizisinin limitine serinin toplami denir. Yakmsak olmayan
serilere raksak seriler adi verilir.
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o
Z a, serisi icin
k=1

n
S,=aj+ay+...+a,= Za,\,
k=1
olsun. Bu takdirde

oo
lims,=s < ZQ,\,:S
k=1
olacaktir.

o

. i
ORNEK : D>, -—1
; fk+ 1)

ise toplamimnt bulunuz.

serisinin yakimnsakhk durumunu inceleyiniz. Yakinsak

Coziim : Her ke N* i¢in

L1 1
kk+1) &k k+1

oldugundan
i 1 1 1 I
S = _ = —_—
" ,Z::lk(kﬂ) ;(k k+1)
~ 1) (I l) (1 1) (l 1 )
= [l e o 2 ) e [
( G AR Y A C Ry A v

1 n

n+l n+l

n
+1

dir. lims, = P I oldugundan verilen seri yakinsak ve toplanm 1 dir. Buna
gbre

oo

I S
Sk D)

yazilabilir.

ORNEK : Irl <1 olmak izere
Za/'k‘l
k=1

serisinin yakinsak oldugunu gésterip toplamini bulunuz. Genel terimi bir geomet-
rik dizinin genel terimi olan bu seriye bir ad1 verilir,

Cozlim <
S, = atartar’+ .. +a!

= a(l4r+ ... +r""1)=a%

olur. < 1 icin tim =0 oldugundan

-7 a

l-r 1-r

lim S, = lima-

dir. Dolayisiyla

x

1 a
Sttt
k=1 h ;

olur.
"
ORNEK : Zlog kk i serisinin yakimsaklik durumunu inceleyiniz.
+

k=1

Coziim :
1 2 3 | n
S, = log—Z-Jrlog?Jrlog4 + e log Ty
= 1oo<~1-—,—2—.i,-~—”——) = log(L> =—log(n+1)
S\2°3'47 n+l 7

olur. limS,, = lim(~log(+1)) = —o oldugundan (§,) 1aksak, dolayisiyla verilen

seri raksaktir.
ORNEK : Agagidaki devirli ondalik sayilar rasyonel bicimde yazinz.
a) 0,666 ...=0,6

b) 04343 ... =0,43

Coziim :
_ 6.6 6
) 06=00666... = 75% 755 Too0 *
_ 6 1, Loy 3 oy 310,32
T A ORET TS L 5°6 73
10

olur.
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b 0,43 = 0434343...
4.3 4 3
= 4y _ e
10 7100 " 1000 T 10000 ©
= 43, 43
100 T 10000
~ 43( | I
= 22yt 1
100\ * 700 T 10000 )
43 1 43 100_43
100/~ 1 "700°99 99
100
olur.

Dizilerin szellikler: oérémi o .. -
izilerin 6zellikleri gbzoniine alindiginda asagidaki teoremin ispati kolayca

yapilabilir.

TEOREM 10.9:

a) Za”:a ve an:b ise 2(a,1+b,,):a+b

dir,

|
|
‘ b Da,=aise I ha,=la

o«
Za” serisi yakinsak ve toplami s olsun.
k=1

Sy=ayva+ . +a, +a,,
ve

Sey=aytay+ . +a,,
olacagindan

Sn - Sn—l =a,
dir. lim S, ; =limS, =5 olacagindan
lima, =lim(S, - S, N)=s-5=0

bulunur. Béylece su teorem ispat edilmis oldu.

f
} TEOREM 16.10:

o
%
Zan yakmsak ise lima, =0 dir.

n=l

B
Bu teoremin karsih dogru degildir, Yani lime, = 0 olmasi Ea” serisinin
n=1
. A i <
yakinsak olmasim gerektirmez. Omegin lim log 7= log1 =0 oldugu halde
n+

ks

n
log

n+1

serisi wraksakdir.
Bu teoremden su sonucu ¢ikarabiliriz :

SONUC 10.1:

lima,=0 ise Za” raksaktir,

x <

o 1 = ,
R n 2n " T [
: 2" . - s iler kinsak-
ORNEK 2 , 10 ”E:l( n' E‘ o serilerinin yakinsak

n=1 n=1

lik durumiarini inceleyiniz.

Coziim :
1

B 2
Hm27 = 1% 0 . lim —2—=2 #0 Him(-1)" yoktur, lim——=+c0 # 0
n—oe n+ 10 n+1

oldugundan verilen serilerin tiimii rraksaktir,

TANIM

oo
R”: Eak:a11+l+an+2+“'
k=n+1

o
toplamina Zak serisinin kalan terimi denir.
k=1

Kalan terim ile yakinsaklik arasinda asagidaki iligki vardur.

i TEOREM 10.11: ‘

| Yakinsak bir seride kalan terimin limiti sifirdur. ‘

[

ispat : Zak =5 olsun. Bu serinin kismi toplamlar dizisi (S,) ise lim §, =S dir.
k=1

Diger taraftan a,=s +R =s=lim(s +R ) =
= k n n n n
s=limS,+ lmR,= s=s+limR, = limR,=0

bulunur.
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10.8 POZITIF TERIMILI SERILER ve BU SERILER ICIN YAKINSAKLIK T

=
2((1,\ ~a, ) bicimindeki serilere
k=1

ad verilir.

<

‘Z((!A - d, ) serisinin yakmsak olmas: icin gerek

k=1

ve yeter sart (g,) dizisinin yakinsak olmastdir.”
dnermesinin dogrulugunu gosteriniz.
(a,) yakmsak oldugunda

Z(a,\ =, )= a - lim(a,)

k=1

T & A ST
oiacagmm gdsteriniz. Bundan yararlanarak asagidaki
esitliklerin dogrulugunu gésteriniz.
13
/\(A +2) 4

2%k
b) Zﬁ#__:l

T e+ D2

Sk D+ 2
c) § TR AMEETAUS =
J 13

a3
a)

Mx

O - -

9 -2 -

[¥i=]
=

b) 024999, =0.247 =

¢y 02727, =077==1

10 m yiikseklikten birakslan bir top yere ¢arpinca
diistitgii yiiksekligin s kadar yiikseliyor. Top du-

runcaya kadar kac m yol alir?

<1 igin
Z’,\ K-l
k=1 (1
oldugunu gésteriniz.
Bundan yararlanarak
™k
ay 247
k=13
b) 44 -1y LA

3/\'+
c) kZ:% "

serilerinin toplamini bulunuz.

Biitiin serilerin kismi toplamlar dizisini hesaplayip yakinsakligmi incelemek
mimkiin degildir. Bu hallerde serinin yakmsakligi hakkinda birseyler soylemelk
icin yakinsaklik testleri (kriterleri) denilen bazi testler vardur. Once pozitif terim-
1i seriler ve onlarla ilgili testleri verelim.

TANIM

Herk dogal sayisiigin a, =0 ise Zak serisine bir pozitif terimli seri denir.
S

Pozitif terimli serilerin kismi toplamlar dizisi monoton artan oldugundan bu seri-
lerin yakinsak oldugunu gostermek i¢in kismi toplamlar dizisinin sl oldugu-
nu gostermek yeterlidir.

Simdi bu seriler i¢in yakinsaklik testlerini verelim.

l TEOREM 10.12 : (¥ )
’ Herke N igin g, 20, byz0 ve g, < C . b, olacak sekilde bir C sabiti
| mevcut olsun.

Zbk yakinsak ise Zak yakinsaktir.

Zak wraksak ise Zbk iraksaktir.

ispat :
1 Zbk = p olsun. Her ke N icin a, < C b, oldugundan
@+ @yt < Clby+by+ .+ b)<C D b=Cb olur. >a
k=1
serisinin kismi toplamlar dizisi monoton artan ve sinirli oldugundan yakinsak ve
dolayisiyla Zak yakmsaktur.
2) Zak waksak olsun. O halde (a, + a; + ... + a,) smursizdir.
a+apt ... ra,< Chy+by+ .. +by)

oldugundan

B+ byt .. by

dizisi siirsiz dolayisiyla waksaktir. O halde Zbk raksakur.

Not : Bir serisinin bagtan birkag¢ teriminin alimp alinmamasi serisinin karakteri-
ni degistirmeyeceginden yukanidaki test soyle de verilebilir :
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SONUC 102 :

pe N ve k=z=p icin a,=<Cb, olacak sekilde bir C sabiti mevcut olsun.

1) Zbk yakimsak ise Zak yakinsaktir.
k=1 k=1

o o
2) Zak wraksak ise Ebk raksaktrr,
k=1 k=1

e o2
ORNEK : S-S5 o iin karaktering i .
AN serinin karakterini inceleyiniz.

Coziim : Her ke N igin sin’k <1 oldugundan
sin*k o 1
kk+1) — klk+1)

dir. Diger taraftan Zm serisinin yakinsak ve toplaminin 1 oldugunu
|
|
!

yukarida gostermistik. O halde verilen seri de yakinsaktir.

TEOREM 16.13

(a,) pozitif bir dizi, f de [1, +%) lizerinde pozitif tanumli, stirekli azalan
bir fonksiyon ve her ke N igin

8 =ay

- /
olsun. Zak serisinin yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart, /1 foodx
i

integralinin yakinsak olmasidir.

ispat : f fonksiyonunun grafigi yandaki gibi olsun. v = 2 igin
Alan(ABCF) = / 1 Ffx)dx

dir. Bu alan ABCD dikdortgeninin alanindan biiyiik, ABEF dikd6rtgeninin ala-
mindan kitciiktitr.

Alan(ABCD) = {ABIIBCl =1 .fiv) = a,
Alan(ABEF) = IABIIAFl = 1.fiv- 1D =aqa,_,
oldugundan

v
a\,</v>1 fxdx<a,

yazilabilir. v = 2,3, ... , n icin bu esitsizlikler yazilir ve taraf tarafa toplanirsa

1
av+a~,+m+a,,</f(x)dx<al+a7+...+a”4
2+ a3 : N

bulunur. Buradan da

1
Sn_a]<_/; f(x)dx<5n—l

bagintist elde edilir.

Buradan, (S,) smurl oldugunda (j;n Flo dx) smirli, <./1 ! fx) dx) sinirlt oldugun-

da (S,) nin siurl olacag: goriilmektedir. (S,) nin sinirl olmas: Za/v serisinin

yakinsak olmasini gerektirdiginden, Zan serisinin yakimsak olmasi icin gerek
ve yeter sart ( /1. ! fx) dx) dizisinin siurli, yani yakinsak olmasidir. Bu dizinin ya-
kinsak olmast '/l‘mf(x) dx integralinin yakinsak olmasindan bagka bir sey degildir.
o
ORNEK : Ze‘k serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=1

Coziim : Verilen serinin yakimsak olmasi igin gerek ve yeter sart

/ e “dx
1

integralinin yakinsak olmasidir. Diger taraftan

OC 1
/l-e'xdx = lim (/1 e"‘dx) = lim (e’l——e“”):%

n—coc H—~o
o
olacagindan ] e “dx yakimsaktr. Su halde verilen seri yakmsaktir.
1

Bir serinin bagtan birkag teriminin alinmas: veya degistirilmesi serinin yakinsak-
lik durumunu degistirmeyeceginden, integral testinde f fonksiyonunun tanim kii-
mesi olan [1, +) araligi degistirilebilir. Asagidaki rnekte bu aralik [2, +%)
olarak alinmigtir.

ORNEK : Z klilk serisinin yakisaklik durumunu inceleyiniz.
k=2

Coziim : x e [2,+%) i¢in

1

xlnx

fx) =

olsun. Her k=2 igin
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Sy =

klnk

olur. f fonksiyonu [24<) iizerinde pozitif tammli, azalan ve siirekli bir fonk-
siyondur.

o0

b
2 i [ im (1))
2 xlnx b-ood? xlnx  b-oe 2

= bllrr;c(ln(lnb)— In(In2)) =0

serisi wraksaktir.

oldugundan, verilen Z Y

ORNEK : p- serileri denilen Z—— serilerinin p > 1 icin yakinsak, p < 1
n-1nf

icin 1raksak olacagm gosteriniz.

Cozitm : Genellegtirilmis integraller béliimiinde

| fa
1

xP

integrallerinin p > 1 i¢in yakmsak, . = 1 iciniraksak olduklarmi biliyoruz. Diger

-

taraftan, integral testi geregince g — serisiyle / 17 integrali aym karak-

1
wor i’ X

terde olduklarindan, Z% serisi p>1 igin yakimsak, p =1 icin raksaktir.
n=1"1

2
— R

ORNEK : Z £ — serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
we1 R

2

- e 1 1 1 . ( 3 )
dziim ¢ —— < —— =" v serisi yakinsak ==>1} ol-
¢ nvan N A2 Z a2 Y P=3

duBundan, kargilagtirma testi geregince verilen seri de yakinsaktir,

Integral testinin hipotezlerini saflayan (a,) dizisi ve f fonksiyonu igin

i
S,—a; < /1 fldx < S,
oldugunu gostermistik. Zan yakinsak ve toplam S ise /1 Joodx integrali de
yakinsak olur. Bu integralin deeri / ise, yukandaki esitsizlikten

S-a=lsS=I=<S=zI+aq

bulunur.

serisinin yakinsak oldugunu gosterip

p=1 AT+ 1

T
ENE
r2f—

esitsizliginin varligim ispatlayimz.

Coziim :
o0 b
I = dx == lim ( d 7)
T J4x? -l gyt
i _r.r_r
= bhqrrgo(arctanb¥ arctanl) = 77
oldugundan,
/ d— yakinsak, dolayisiyla Z yakinsaktir.
o1+ i oni+l
a, = I}r I :% oldugundan
T v T L
I<sS<I+a Ts 2 ST
bulunur.

Yukarida goriildiigii gibi

Z L serisi p > 1 i¢in yakinsak, p <1 icin waksaktir. Bu gercek ve
P
n=1 1
karsilagtirma testinden agagidaki test kolayca ispatlanabilir.

TEOREM 10.14 (L

Zan pozitif terimli bir seri ve
n=1

lim nfa,=vy

n— oo
olsun.

) Osy< 4+® ve p>1 ise Zan yakinsak,

2) O<y=s+w ve p=l ise Zan wraksaktir.
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o
5 2n+1 S . .
ORNEK : E —=———— serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
=1 5n°=2

7220+ 1) i wmP+n? 2
= um -

55

PrarTY . 2 .
Coziim : limn~a =lim ~
"= - 5,39 n—oc 5,,,3

2 « . .
olur. y= T Ve r= 2> 1 oldugundan verilen seri yakinsaktr.

Simdi seriler konusunda en ¢ok kullanilan iki testi verelim.

TEOREM 10.15 (o

=
Zan bir pozitif terimli seri ve
n=1

. a
lim =l =y
oo g

olsun. Eger
D or<l ise Za” yakinsak
2y r>1 ise Za” maksakir.

3) r=1 duwrumunda seri yakinsak da, iraksak da olabilir.

Tspat :

1) O<r<l olsun. r<s<1 olacak sekilde sabit bir s sayis1 secelim. Oyle
. . ...a S
bir 1y sayist vardir ki, Vi =y icin ’;l::l <s kalir. Buradan her n= ny icin

[ =5 a,
yazilabilir. Suhalde her me N igin,

a <s5a L An0+ 25§ ano+1. A0+ m S S Anh+m -1
g+l g

olur. Bunlar taraf tarafa carpilir ve her iki tarafta bulunan terimler sadelestirilirse

n—1
ano+m <5 ano

=
esitsizligi elde edilir. 0 <5< 1 oldugundan Z a, 5™ geometrik serisi ya-
m=1
« o
- P Tt CONs
kinsakor. Kargilagtirma testinden Zano +m SeTisi ve dolayasiyla Lam serisi

m=1 m=1
yakinsaktir.

.. |[a s - .
2) r>1 olsun. Her €>0 i¢in ( ””) dizisinin sonlu sayidaki terimleri
n

haric diger tiim terimleri » nin e— komgulugunda bulunacagindan, 8yle bir n, sa-

. L4 S
yist vardir ki, Va = n, igin ~2:L> 1 = g,,, > a, olur. O halde (a,) dizisinin
a
n
Gy, teriminden sonraki tiim terimleri artandir. Dolayisiyla lima, 20 = Za”

wraksaktir sonucu elde edilir.

3) 2% serisi 1raksak, Zﬂ% serisi yakinsaktr. Fakat her iki seri icin de

lim J12L = 1 dir. Su halde 7 =1 olmasi halinde seri yakinsak da olabilir, irak-

sak da.
L n
ORNEK : Z Z’nZ ‘ yakmsaklik durumunu inceleyiniz.
n=1 n:
Coziim :
agel @AD" 2far 3 (et ))" l(1+l)”
an " 21 Y 4 ot 2y 2 n
1 i
olur. lim (1 +7n’) =¢ oldugundan
1im&u=lnm(1 +i)”:3> i
1, 2 n 2
bulunur. Su halde verilen seri raksaktir.
ORNEK : 1o 1+ L + L + L +oet L’ + -+ serisinin yakinsaklik duru-
— !l o2t 3 n!
munu inceleyiniz.
Coziim : lim 2l = lim = jim—=0 <1
: (7 + I n+1

n

oldugundan verilen seri yakinsakur. Bu serinin toplaminm e oldugu ileride gds-
terilecektir. $u halde

1,1 1 i
e= 1+—17!+§+§+~--+;!—+-~-

olur. Bagtan itibaren ne kadar ok terim alimp toplanirsa e sayisina o kadar yakin
degerler bulunur. Acikca gorildiigi gibi

%<e<3

diir.
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. ks ary2
ORNEK : Z 4 q 2(’:)? serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
n=1 o
Coziim :
i _ 4" in+ 1)!]2 @m 4+ 1)?
a, Qrn+2) gy @n+2)2n+1)
_ 2n+ 1) _ 2n+2
2n+1  2n+1
oldugundan
lim Z221 2 [y 2142

- 2n+1 -

dir. Oran ftestine gore birgey sylenemez. Fakat

Gpoy _2n+2

>l =a,,,>a
a, ~ 2n+l e

oldugundan (z,) bir artan dizidir. a, = %—1: 2 olacagindan (a,) dizisinin tiim

terimleri 2 veya 2 den biyliktiir. Dolayisiyla sifira yakinsayamaz. lim a, 2 0
oldugundan Zan raksaktir. 165

TEOREM 10.16

(a,) pozitif terimli bir dizi ve

Wy =r

Lim%/a,

olsun.
1) r<1 ise Zau yakmsak,
2y r>1 ise Zan iraksaktir.

3) r=1 durumunda birgey séylenemez.

Ispat : Bu teoremin ispat oran testinin ispatina benzer oldugundan okuyucuya
birakiyoruz.

=
& i I . .
ORNEK : ZT serisinin yakisaklik durumunu inceleyiniz.
n=13

— ne
P N — . I n . in 1
Ciziim :  lim%jq, =limn/— = hm\—:?< i

{n \/ 3t 3

oldugundan verilen seri yakimsakur.

<

ORNEK : Z(% + %) serisinin yakmsakhk durumunu inceleyiniz.

n=1

o . s iy = im ! _3_ _5_)”_' (§ i):i 1
Coziim : limY%/q, = lim (2+n =lim St a)E5

oldugundan verilen seri mraksaktr.

had n
ORNEK : Z ( ”}; L ) serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

n=1
Coéziim :
1

2
. fpn . oalfn- 1 " 1 n-1 i
lim%/a, = lim \;( " ) =lim "

"
nm(l-l) N
14 e

oldugundan verilen seri yakinsakeir.

Terimlerinin isareti ardigik olarak degisen serilere aiterne seviler denir. Ornegin,

SR DARLIPRN TN N I
Z n =1 2+3 *

n=1

Z("AU"z-L+L_L+L_+...
3r1 3 3 3

n=1

DOTEPAE I Y P B

n=0

serileri birer alterne seridir. Simdi bu seriler i¢in gegerli olan bir test verelim.

TEOREM 10.17

Eger
1) Hern=z=1 icin O0<a,, =a,

2) lima,=0

"=

ise bu takdirde Z(— 1" 'a, serisi yakinsakur.

n=1l
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Ispat: Y, (~1)"" lan serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun.
0<a,.=<a, oldugundan
Son = (@) = @) + (@3 + ag) + ... + (G g — a3,)
seklinde tamumlanan (S,,) dizisi artan bir dizidir. S,, genel terimi
Son = @y =@y = a3) = (@y ~ as) = ... = (Gypp — Gy 1) — iy,

seklinde de yazilabilir. Bu toplamdaki ilk terim hari¢ diger tiim terimier negatif
veya sifirdir. Dolayisiyla her n icin

Son < ay
yazilabilir. $u halde (S,,) dizisi simrhidir.
Monoton artan ve simirh her dizi yakimsak oldugundan (S,,) yakinsakuur.
A S =L
diyelim. L <a, olacaktir.
limS,, , = lim[S,, +a,)]
= lim Sy, + lim a,,
= L+lima,,
dir. Diger taraftan (a,,) dizisi (a,) dizisinin bir alt dizisi oldugundan
lim ay, =lima, =0
dir. Su halde
lim 8, ;=L

dir. Demek ki n ister tek ister ¢ift olsun (S,) kismi toplamlar dizisi ayni bir L
sayisina yakisamaktadir. Buna gére

lim S, =1

dir. Su halde

=
Z( - la” serisi yakinsaktir.

n=1

. Xy k-1
ORNEK Z %A alterne serisinin yakinsak oldugunu gésteriniz.
k=1

- 1 .
Coziim : g, = — almrsa 0 < q,, <a, ve lima,=0 olur.
s iy ket < Gy &

Leibnitz kriterinden verilen seri yakinsak olur.

TANIM

Terimleri Zak serisinin terimlerinin mutlak degerinden olugan Z]akl
serisi yakmsak ise Zak serisi mutlak yakmsaktr denir. Zak yakmsak
fakat Z]ak\ raksak ise bu takdirde Eak serisi sarth yakinsaktm denir.

. N
ORNEK : Z%— serisinin mutlak yakinsak olup olmadigim arastiriniz.
k=1 k7

=
I 1 . N . .
—  ve Z — serisi yakinsak oldugundan verilen seri

k-1
Coeiim : ‘(;—12 ‘: : :
k k k=1K

mutlak yakinsaktir.

TEOREM 10.18 :

Mutlak yakinsak her seri yakinsaktir.

fspat : Z\ani yakmsak olsun.

O<la,)-a, <la|+lal<2la,
olacagmdan, karsilagtirma testi gerefince Z[a”]— a, serisi yakinsaktwr. Bu seri
ve Z[a”\ serisi yakinsak oldugundan, bunlarm fark: olan

) o

Z ‘anl_ Z (‘an! - arl) = i a,

n=1 n=1 n=
serisi de yakinsaktir.

E|a”[ pozitif terimli bir seri oldugundan, pozitif terimli seriler icin geger-
. m ) sy a
li olan tiim testler bunun icin de gecerlidir. Z\a”[ yakinsaksa Zau de yakmsak

olur.

, - M ) .
ORNEK : Z( - l)"ﬁ serisinin yakinsaklik durnmunu inceleyiniz.

n=1
e ke 9
Céziim : Z!an’: Z—( serisinin yakinsaklik durumunu inceleyelim.
n!
n=1 n=1

. ‘aﬂ- . 2n+1 _ﬂ_ ) 2 ~
: oy "D 2”—hm”+170<1

oldugundan Z\a”| yakinsak, dolayisiyla Za,;Z(— 1)”-}—17 serisi yakinsak-

tir.
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Asafida genel terimleri verilen serilerin yakinsaklik
dururmlarin inceleyiniz.

3
a) 4__1 b) )14 +1
nn+l no+ 1
n_ 1
< el o P
Inn n
d Wu
) n ©) Inn
1+ cos?n 1
h IR 9 ——
n V' +1
h) n?ex* 1) v’%
ell
1/n
i) e ) arctans
2 J
n 7
Inn 1
k) n 1) n+ 713/2

Asafidaki serilerin yakmsaklik durumlarni ince-
leyiniz.

n=1 n=1

 (n)> (7 4 2)!
c) -

';; (2}’1)' 9) ; n<n!)2

o 27 ()’ 3 (3n)!
d Gt
) LG ® 2 iln+ D\(n+ 2!
f) Z (n!z‘ 0 Z n"7

n=1 pt n:l(2”)~

h) Do M) i n (%) ’

. o )
k) Z(i) ) Z (n+ ])1
AL BN
13- 2r-1) 3 ~(2n-1)
m) ), ~ n it 2 TR T
,,Z;% 472" ) ,‘;[ (972)](3n+ )
B Y n )”
o 4
) ,;n" o ”2:':1(31”1

Agagida genel terimleri verilen serilerin yakinsakiik
durumlarim inceleyiniz. Mutlak veya sartli yakinsak
olup olmadiklann; arastiriniz.

n+l
a) ( ) b) (_1)11+1m_”l
2" 7
(‘ 10)” n i’l”
) O 0
d) ('_ 1)}1—1 3 e) (_l)ni!_
n(2"+1) n"
02 2n-1
(-1 Sy
o ) 7" ® T 2n+1

3 k-1 2k+ 1 -
_ -1 s .
/\2 1( 1) WD oldugunu gésteriniz.

Agagida tanimlanan (a,) dizileri igin Zan serisinin
yakimsaklik durumunu inceleyiniz. Verilen indirge-
me bagintilart her n = 1 igin verilmi§tir.

D=l TTX‘T)
c) ay=2 s a,Hl:—l—LZ-m—n A

Q) a =3 ) a”+l:il+1 .

& a=-1 am]:%an

aj=a;=1 ve nz2 icn
1 “ « e
Ay, = Tia bagintismi saglayan (a,) dizisi i¢in
U

Zan serisinin karakterini inceleyiniz.

—1;, n tek ise

Genel terimi a, =4 7,
—, N gift ise
'371 ~

bigiminde tanimlanan Za” serisinin yakinsaklik
durumunu inceleyiniz.

TANIM
ch(x-a)k:co+c1(x—a)+cz(x~a)2+

k=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki ¢, sayilarma serinin kat-

sayilart ad1 verilir.

e k
X 1 1 3
E R
g)k' +x+2v+6x+
. 1
D e e L e b e
k=1
< 2k 4 6
YRGS
ko1 k7

serileri birer kuvvet serisidir. Eger Vkzp icin ¢, =0 ise bu takdirde

0
ch(x—v a)k:co+ ¢ (x-a)+ o, (x-a)l+ ... +c, (x - a)r
k=0

olur. Su halde bu 6zel durumda kuvvet serisi bir polinom olur,

Verilen bir kuvvet serisinde esas konu, bu serinin raksakligi veya yakinsakligi
problemi degildir. Ciinkii serinin terimleri x’e bagl olduklarindan, bu seri bazi x
ler icin yakinsak olabilecegi gibi, bazilart i¢in de waksak olabilir. Kuvvet seri-
lerinde inceleyecegimiz problem sudur:

Verilen bir kuvvet serisi acaba hangi x ler icin yakinsak, hangileri icin wak-
saktir?

Her kuvvet serisinin x = a i¢in yakinsak olacadr aciktir. Bu nedenle hangi x ler
derken a dan farkli x leri kastediyoruz. Her x i¢in yakinsak kuvvet serileri de
vardir. Ornegin

2y ok
Z% serisi her x € R igin yakmsaktir. Clinkii her x € R igin
k=0 %

xk+1 ﬂ
(h+ DU o

slim-—o<1

=i
s Dt K+l

a,
lim |—*

n

dir. Oran testinden, serinin her x i¢in yakmsak oldugu cikar.

Zkk(x - 1)* serisi de 1 den farkl: her x igin waksaktir. Gergekten her x # 1 igin

k=1
k1 i+ k
i [ 9L um(if__l)km(?‘_‘kL_\:nm(ku)(k”) - 1
a £ (x-1)
= o elx-ll=o>1
olur.
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Yakinsakmi? Yakinsakm?
Iraksakmi? Iraksakmi?
a-R a a+R
\_..ﬁv_/
Iraksak Yakinsak Iraksak
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Bazi kuvvet serileri bir alahktakl x ler igin yakinsak, bu aralifin digindaki x ler

igin waksakur. Ornegin Z*‘ serisi [~1,1) araliginda yakinsak, bu araligin

n=1

digindaki x ler igin iraksaktir. Gergekten

erl n

= lim—L|xl = x|
n+l 5

=1li
im T

-

lim oy

n—w| d,

dir. Oran testinden, Ixl< 1= -l <x<1 igin seri mutlak yakinsak ve dolayisiyla
yakmsaktir, [x1>1 = x<-1 veya x> 1 icin seri waksakur.

U
=—1 icin yakinsak Z (-1 alterne serisi, x = 1 i¢in Z—;— wraksak har-
n

monik serisi elde edilir. Su halde seri [-1,1) aralifinda yakinsaktir.

TANIM

ch (x - )" kuvvet serisinin lx<al <R icin yakinsak oldugu en biiyiik po-
zitif R sayisina, bu kuvvet serisinin vakinsak
pan x noktalarinin olugturdugu araliga da yak: m'\' It

1, seriyi yakinsak ya-
ik arahi1 denir.

Yakinsaklik yarigapr agagidaki teorem yardirmyla kolayca bulunabilir.

TECREM 10.19 {C

%
Zc” (x - @)" kuvvet serisi igin

n=1
lim®%je,| =L
olsun.

1) L#0 ise R= —é— dir. Bu halde seri Ix —al <R icin yakinsak ,

lx - al> R igin waksaktr.

2) L=0 ise R= dur. Budurumda seri her x i¢in yakinsaktir.

3) L= ise R=0 dir. Bu halde seri sadece x = @ icin yakinsaktir.

Ispat : Teoremin ispat1 kok testinin bir uygulamasidir. Bunu bir aligtirma olarak
okuyucuya birakiyoruz.

ORNEK : Z Qc_—ﬁ2_)_ serisinin yakimsaklik aralifimi bulunuz.
n=1

Cozitm : L =1lim%/c,| =lim"

oldugundan R = —= L 1 dir. Su halde verilen seri Ix - 21 < 1 i¢in yakinsaktir.

1
L
k-2l<l = -1<x-2<1 = 1<x<3

olur. Su halde seri (1.3) aralifmda yakmsaktn x=1 ve x= 3 icin yakmsak

olup olmadigini aragtiralim.  x =1 igin Z(x—g)— Z (-1

n=1 n n=1 n

alterne serisi elde edilir. (L> monoton azalan bir sifir dizisi oldugundan bu seri

yakinsaktir.

x =23 igin 1raksak Z_,I; serisi elde edilir. O halde yakinsaklik araligi [1,3)

n=1

araligidir.
aTT t e | = F . H Cosl|_ Ti-
Cauchy — Hadamard teoreminde ,,le \,‘lcn) =/ limiti yerine ),h.rric 5 =L ah
T
nabilir.
ORNEK : Z P serisinin yakinsaklik araliini bulonuz.
n=0
Céziim : ¢, = % oldugundan
n!
L=lim[ 2= lim—L g1 = lim—— <0
. (n+ 1) n+l
dir. Su halde R =<0, yani seri her x i¢in yakinsaktir. Yakinsaklik arahg:
(~o0, +%0) aralididir.
. d 2
ORNEK : Z 7 serisinin yakinsaklik araligimi bulunuz.
n=0 2
Coziim : ¢y, :zlﬁ oldugundan
L
Ul -2
3
L= lim * x/(‘” = hm kicy. —Ill’l’clc 3
lim SR -
= T VE RN ¥
3 2k
407



408

olur. O halde R = /3 tiir. Verilen seri (-+/3,~3) araliinda yakinsaktir.

=

x=-v3 ve x=+3 igin Zl waksak serisi elde edileceginden yakinsaklik
.y

araligl (=~3,v3) araligidir.

Yukandaki 6rneklerden de gortildiigii gibi, Zrk (x - a)* kuvvet serisinin yakin-
saklik aralig1,
laa], [a~R,a+R), [a—R,a+ R). (@a-R,a+R] , (a-Ra+R) s (=92, +0)
arahiklarmndan biridir. Ik aralik R nin sifir. son aralik R nin +% olmas: durumu-
na kargilik gelir.
Il <1 icin

1—1—’: 2,\'": Trxax®a s x4 o

n=0

1

l-x

jos]
oldugunu biliyoruz. Su halde Z.\'” serisi lxl < 1 i¢in bir fix) =
n=0
tanimlamaktadir. Bu durum tim yakinsak kuvvet serileri i¢in gecerlidir. Her
kuvvet serisi, yakinsaklik aralif fizerinde bir fonksiyon tanimlar, Kuvvet seri-
lerinin tiirev ve integrali ile ilgili asagidaki teoremleri ispatsiz olarak veriyoruz.
Zira bunlann ispati, bu kitapta olmayan baz bilgilere ihtiya¢ giistermektedir.

fonksiyonu

—
TEOREM 10.20 (T«

ch (x - a)* serisinin yakmsaklik yarigapi R ve Vx e (a—R, a + R) icin
oo

L W=D -a)f

‘ k=0 i
|

olsun. f fonksiyonu (@ — R, a + R) araliginda tiirevienebilirdir ve i

’
\

‘ f’(x):(ick (x—a)"'J = i[ck (x—a)k],: ikck(an)k’l ‘
k=0 k=0

k=0

i dir. Ayrica ch (x-a) ve chk (x=a)*"" serilerinin yakinsaklik yari-

| caplart aymdr. |
i ]

xX
ORNEK : Zl—i serisinin toplarmini bulunuz.
3

n=1-

1
1=

Coziim : Il < 1 icin Ex” = oldugu bilinmektedir.

n=0

Herx e (-1.,1) icin

EEEOE,

n=0 a=0

1 S . =
— = Z)zx” O an"

(I-x)" =0 (1-x)? a=0

bulunur. x = % yazilirsa

1 x ©
3 (1)” n_3
—_— = nl=] = —
(1 _i)z 7;2:1) 3 n=1 3" 4
3

UYARI : Yukandaki iki serinin yakmsaklik yarigaplarimin ayni olmasi, yakin-
saklik arahiklarmin ayni olmasini gerektirmez. Araligin u¢ noktalarinda seriler
farkl karakterde olabilirler.

. 2k 2y k-1
ORNEK : Z% ve Z 'X] serilerinin yakinsaklik yarigaplarini ve yakin-
k-1 kT k=1

saklik araliklarmi bulunuz.

Coziim :
o ,
Ri=——=— =1 dir.
. £
[im 5
(k+ 1)

<l = -I<x<l olur.x=-1 ve x=1 i¢in birinci seri yakimsak oldugun-
k-1

dan bu serinin yakinsaklik aralig: Iy = [-1,1] kapali araligidir. Z xk serisi
icin
R,= S 1 dir.
" lim ’—’f-
k+1

' PR < W U o 1
<l = —I<x<l olur. x=—1 icin /Z:J; T yakinsak, x=1 i¢in Zz

wraksaktir. O halde bu serinin yakinsaklik aralifi [, = [-1,1) yart agtk arahgidir.

Ry=Ry=1 olup, 1, #1, dir.
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Simdi kuvvet serilerinin integrallenebilmesi ile ilgili teoremi verelim.

TEOREM 10.20 (T

n=0

=D, -a)

n=0

olsun. f fonksiyonu integrallenebilirdir ve

/ﬂf)df—ZCn/ (t-ay di= ch (x-a)yt!

— n+1

dir.

Ec” (x—a)" serisinin yakmsaklik yarigapt R ve x € (a-~R, a + R) icin

ORNEK : 2—1— serisinin toplamimi bulunuz.
we1 13"

Coziim : Ixl <1 icin

S

; oldugu bilinmektedir. 0 < x < 1 igin

[staf, (zr")m—z e

n=0

i Ry
1 w it
| ~In{l -] .
1 n
i o #n=0 0
n+l X on
X
~Inll —xt= ED
n+1 Z n
n=0 n=1

bulunur. x =% yazilirsa

olur.
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Bundan Onceki kesimde, her kuvvet serisinin yakinsaklik aralif iizerinde bir
fonksiyon tammlandlglnl belirtmistik. Bu kesimde bir fonksiyon verildiginde bir
nokta komgulugunda ona karsilik gelen seri bulunacaktir.

TANIM

f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta her mertebeden tiireviene-
bilir olsun.

Z f“’<a> (- af

serisine, f fonksiyonu tarafindan a noktasinda iiretilen ad1 ve-

rilir.

Simdi akhmza su iki soru gelebilir :

1) a noktasinda f fonksiyonu tarafindan tiretilen Taylor serisi a dan farkls her-
hangi bir x icin yaknsak midir?

2) Eger yakinsak ise toplami f(x) midir?

Belki beklenmedik bir cevap olacak ama bu iki sorunun cevabi genelde “hayir”
dir. Yani Taylor serisi x # a i¢in yakinsak da olabilir, raksak da. Yakinsak
oldugunda toplami fix) de olabilir, fx) den farkl1 da.

Simdi bazi fonksiyonlar tarafindan tiretilen birkag Taylor serisi bulahm.

ORNEK : fix) = €* fonksiyonunun x = 1 noktasi civarnda irettigi Taylor
serisini bulunuz.

Coziim 2
P =26" 20 =226 =276
F=2 =2
olacagindan
foay=2re

otur. O halde f(x) = ¢*" fonksiyonunun x = 1 noktasinda tirettigi Taylor serisi

Zf(ﬂ)(l)( n Z 2" € (X—l)”

n=0 ! n=0

olur.
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ORNEK : f(x) = cos3x fonksiyonunun x = 0 noktas: civarinda tirettigi Taylor
serisini yazimz.

Coziim :
fx)=-3sin3x= 3tcos (3x + %)
frx=- 32cos3x = 3% cos (3x +2 1;—)
o) =P sindx=3 cos(Sx +3 %)

oldugundan her n € N igin

F(x)=3"cos (ax +n -725)

dir. x =0 igin

f(”) ©)=3" ( n ) 0, n=2k+1 ise
= os|in—|= .
¢ 2 (- 3%, n=2k ise

bulunur. Buna gore istenen Taylor serisi

0 - 13 %
Z 70 Z( (23@' k

!
w=o B k=0
olur. Genel olarak f(x) = cosax fonksiyonunun x =0 noktasinda lirettigi Taylor
serisi
2n 2 4 6

(-1a™ o _ _ @ 2.4 4 @ 6,
”ZO (2n)! RN TR TR TRl
2 4 6

N (2 N 29 N -

2! 4! 6!
olur.
x =0 noktas civarinda iiretilen Taylor Serilerine iaciaurin Serisi de denir.
f fonksiyonunun a noktasmnda tirettigi seri onun kismi toplamu ile kalan terimin
toplami olarak yazildiginda, kismi toplam

" ()
T, (xa)=fla) + flaYx-a)+ -f%(x —a e+ —f—;ﬁ((ﬁ(x —a)

biciminde 7. dereceden bir polinomdur. Bu polinoma f nin a noktasinda tirettigi
Taylor polinomu ads verilir.

ORNEK : f(x) = e fonksiyonunun x =0 noktasinda iirettigi Taylor polinomunu
bulunuz.

Coziim : f'(x)=f"(x)=--- =f"(x)=e" ve dolayisiyla f®(0) =1 olacagindan,

istenen polinom

" 3 n
T, (x, O)~l+v+?+7 -~-+~J

olur.

f(x) fonksiyonu ile bunun Taylor polinomlart x = @ noktasi civarinda birbirler-
ine ¢ok yakin degerler alitlar.

fx) =T, @) = K, (x.0) = K, (x)

olsun. K,(x) ifadesine kalan terim, fark veya hata denir. Buna gére

()
fo= Zf (O)(x @ + K, (x)

yazilabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor formiilii adi verilir.

Kalan terimle ilgili olarak, Taylor tarafindan verilen agagidaki teoremi ispatsiz
olarak veriyoruz.

TEOREM 10.21 (Tay}

f fonksiyonu ¢ noktasini ihtiva eden bir aralikta (n + 1)— inci mertebeden
tiirevlenebilir olsun. Bu araliktaki her x i¢in

f(’Hl)(C) n+ 1
K, = Lo - )

olmak iizere,

fo =)+ F@t -+ L g v LD (¢ gy sk, 0

i yazilabilir. Burada ¢, a ile x arasinda bir sayidir.

R )
o= -f—k,(i) G- aff + K, ()
k=0 :
ifadesinde n —> o icin limit alinirsa

fx) = Z f (a) (x-a)+ 11m K,x)

L%}
baZintist bulunur. Buradan goriildiigii gibi, z iﬁ(@ (x—a)* serisinin f(x)
k=0 :
degerine yakinsak olmas: igin gerek ve yeter gart

lim K (x)=0
ne o

olmasidir.
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AsaBida genel terimleri verilen serilerin yakmsaklik
yaricapl ve yakmnsaklik araligim bulunuz.

2) B (x+3Y o) (1Y (x— 1y
1 -1\
o =2 g DT g e
n 10"
N " 9 (x- 1)71 0 (- ])” n
n+1 i n!
L B — I Oy
27+ 1) n~n 3"
LAy 1ot
K ontGe-2y 1 ET20 gl
}22“ 2/1
) et o) atx" 5 (= 1y ina
2n-1 n+ 1) ) ) n

Asagrdaki serilerin yakinsakhk yarigaplan ve yakim-
saklik arahigini bulunuz.

S (=D 3
W o Z

N (*1) 2n+1 3 [
0 BLB o S

4 (211) ‘64”
(2n-1)

n=0
w2 o
x" (n)*
D2 9 2
) ZO (Y‘_w 9 Zb’;—:

Asagidaki serilerin yakinsaklik araliklarini bulunuz.

D ]

=0
0 I;)(”‘ S 2(2“3\_3)”
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qu x" serisinin yakmsaklik yaricapt R olduguna
gbre, agafidaki serilerin yakmsaklik yarigaplarini
bulunuz.

a) Z S b) 2((21’))‘ .

l
n=0 s

2 2 :
&) 2 eax" O 250,x" |

Herxe R icin

2n+1 5 i
sinax = Z (-1 ————T x
n=0 1)

oldugunu gosteriniz.

(X) = e‘/3 fonksiyonu (x - 3) iin kuvvetlerine gore
y =
yazmiz.

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu géisteriniz.

1 & a.n . )
a) = > =Dx (xl< 1)
1 +x ”}:;:)
it n-1_n i
by In(l 4+ =), =X (l<xsl)
n=1 i
c) 1111+x:2i ! (<)
l-x &= 2n+1
X 2+l
) arctanx:I;)(— UMm d < 1)
=, i
4 o= Z(Ina)”% (¥xe R)
=0 : :
X 21 ‘
e) cosix = %—+’§0( - I)H%Z)T ™ (Vxe R) j

-3 35 wet 31 g
f) sindx= ZZ(_D ”(m‘ el (Y eR)

&0

G

lim l(1+w7 +33 %)

n—z B

limitini hesaplayiniz.

(” ) dizisinin limitini bulunuz.
v ‘nl

Genel terimi
1 1 1

a = + 4ot
LN /2 )
Nrt+l o Wnt+2 NnS+n

olan dizinin limitini bulunuz.

Vne N iin a,>0 ve lima,=a olsun.

lim%a a,--a, =a

olacagim gbsteriniz.

U(; terimli bir aritmetik dizinin terimleri toplami 27,

terimlerin kareleri toplami 293 olduguna gére, bu
dizinin en biiyiik terimi ile en kiiciik teriminin farks
kagtir?

A R

ABCD eni 6 cm, boyu 8 cm olan bir dikddrtgendir.
Diger sonsuz c¢okluktaki dértgenlerden herbirinin
kogeleri, bir 6ncekinin kenarlarimin orta noktalari-
dur. Tlim dortgenlerin ¢evreleri toplami kag cm dir?

P . . ta,
Zan pozitif terimli yakinsak bir seri olsun. Z—n—

serisinin de yakinsak olacagini gosteriniz. -

1
S kY

Zan pozitif terimli bir yakinsak seri, (c,) de poz-'
itif terimli ve sifira yakinsayan bir dizi olsun.

a, ¢, serisinin yakinsak olacagini gdsteriniz. (c,)

I~ -
pozitif terimli olmazsa La” ¢, yakinsak olur mu?

Zan ve Zb” pozitif terimli yakisak seriler ol-
sun. Zan b, serisinin de yakisak olacagini gés-

teriniz.

1. Asagidaki serilerin yakisaklik durumlarini ince-

leyiniz.
3 1

2) Z“1+2+»--n
; 2%yt

)
S

serisinin p > 1 icin yakisak p < 1 igin

wraksak olacagini gosteriniz.

.Z. Asapidaki serilerin yakmsaklik durumunu ince- .

leyiniz.
e
a) -—
”Zb TC[IL
N n!
b —
) Z 1.3.5---(2n-1)

n=1

g

"2
o (n— 1)
n=1 n

g) Z e ”?

Sl

n=1

8

d

=

" n:
9 2= 1) 135-(n-1)
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3. a) (a,) monoton azalan bir sifir dizisi olsun.

) n

: E(_l)kakrz(il)kaksalwl

k=0 k=0
oldugunu gosteriniz.

e n

b) GE serisi veriliyor. Bu serinin topla-
n=0 21 (n+1)

m1 ilk bes teriminin toplamu ile yaklasik olarak ifa-

de edildiginde yapilan hata en fazla ne olabilir?

i, Asagidaki serilerin yakinsaklik araligini bulunuz.

a) i x?
T

15, Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz.

. 2"l
a) lim =
=~ n

n

2
lim (”"2)” -0
-\ B B

2n
) lim £-=0 (VxeR igin)
oo gy

0

b

el

¢ tim alx"

n—oo

=0 (xl<e igin)

. ave b pozitif reel sayilar olduguna gore

=
n
X

n=0 a'+ b

serisinin yakinsakhk yaricapini ve yakinsaklik arali-
g1 bulunuz.

7. cz0 icin Z(ﬂ +¢")x" serisinin yakinsaklik ara-

ligin1 bulunuz.

Z X2n

ot (nep)!

serisinin yakinsaklik araligini bulunuz.

1%, Asafidaki serilerin yakinsaklik araligmi bulunuz.

a) Z(lnk)/" P b) Zk]"kxk
k=1 k=1

. (r) % nin bir rasyonel fonksiyonu olsun.

k ko . L
ch X" ve EC,\, 7 x* serilerinin ayni yakinsaklik
yarigapina sahip olacagint gosteriniz. Bu iki serinin !

yakinsaklik araliklar aym midir?
Pk)
k)

varligim diigiintiniiz.)

(re =

1. O reel sayisi icin

(1+x)*= Z(:)x" , Ikl<l

n=0

.. o
oldugunu gosteriniz. Burada ( ) binom katsayisi

olup
O _ o= 1) (x=-n+1)
n i!

dir. Bu agilimdan yararlanarak

) — B a+n? g —L
VI+x (1+%)° |

ifadelerini Maclaurin serisine agimz.

2%. Fonksiyonlarin seriye acilumindan yararlanarak aga-

8idaki esitliklerin dogrulugunu gdsteriniz.

cos X

. e-e e

a) hm ——— =
2
=0 P 2
x stnx

L@ —¢ 1
b lim———= =

x=0 X3 3
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olacak gekilde P ve Q polinomlarinin

1. Pappus — Guldin Teoremi, 329
2. Pappus ~ Guldin Teoremi, 330
agik aralik, 6

agirlik merkezi, 328

alan hesabi, 293

alt dizi, 381

alt kiime, 2

alt seur, 376

alt toplam, 269

alterne seri, 401

antitiirev, 211

ara defer teoremi, 105
arakesit, 2

argcoshx, 75

argeothx, 75

argsinhx, 75

argtanhx, 75

aritmetik dizi, 372

aritmetik ortalama, 32

artan dizi, 375

artan fonksiyon, 41

artmayan dizi, 375

astroid, 207

ayrik kiimeler, 3

azalan dizi, 375

azalan fonksiyon, 41
azalmayan dizi, 375

bagiml: degisken, 36
bagimsiz dedigken, 36

basit kesirlere ayirma, 238
Belirsiz gekiller, 187

belirsiz integral. 212

bilegke fonksiyon, 40

bir noktamn bir dogruya olan uzaklhigi,
birebir fonksiyon, 39

biringi cesit genellestirilmis integral,
birlesim, 2

Bolzano teoremi, 103

bos kilme, 2

Cauchy Hadamart teoremi, 406
Cavalieri prensibi, 299

coshx, 73
cothx, 74
cschx, 74

¢ift fonksiyon, 42
degisken degistirme yontemi, 218
diferensiyeller, 192
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INDEKS (DIZIN)

disk yontemi, 305

dizi, 371

Dogal sayilar kiimesi, 4

doniim noktas:, 184

Duraklama noktasi, 164

diisey asimtot, 196

diizgiin parcalanma, 267

egik asimtot, 198

egim, 21

egri asimtot, 198

eleman, 1

esas periyot, 59

esneklik, 156

eylemsizlik momenti, 331

tark, 2

Fermat teoremi, 163

fonksiyon, 32

Gamma fonksiyonu, 347

Gauss Teoremi, 17
Genellestiriimis Ortalama Deger Teoremi.
gevellestirilmis integral, 337
geometrik dizi, 373

geometrik ortalama, 32

geometrik seri, 388

gortinti, 38

giil egrisi, 362

hacim hesab1, 304

hiperbolik fonksiyonlar, 73
hiperbolik fonksiyonlarin tirevi, 137
aksak dizi, 376

raksak éeri, 387

igine fonksiyon, 39

iki nokta arasindaki uzaklik, 20
ikinci gesit genellegtirilmig integral, 340
indirgeme bagntiar, 231

integral hesabin temel teoremi, 273
integral isareti, 212

integrallerin tiirevi, 280

integrant, 212

frrasyonel sayilar kiimesi, 5
irrasyonel fonksiyonlarm integrali, 253
isaret fonksiyonu, 49

kabuk yontemi, 307

kalan terim,~ 391

kapah aralik, 6

kapal: fonksiyonlann tirevi, 142
kardiyoid, 360
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