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YENI MUFREDAT HAKKINDA

nl—

Sevgili 6grenciler;

Milli Egitim Bakanligi Talim ve Terbiye Kurulu Baskanhgi'nin 2013 yilinda almis oldugu kararla orta égretim
Matematik dersi 6gretim mifredati de@ismistir. Ortaégretim 9, 10, 11 ve 12. Sinif Matematik Dersi Ogretim
Programlarinin 2013-2014 Ogretim Yilindan itibaren 9'uncu siniflardan baslamak ilizere kademeli olarak
degistiriimesi kararlastiriimis ve bu déntisim siireci 2016-2017 6gretim yili itibariyle tamamlanmis olacaktir.

Yeni programda dgrencilere
9. siniftaki matematik dersinde 216 saatte 47 kazanim
10. siniftaki matematik dersinde 216 saatte 44 kazanim
11. sinifta matematik dersinde 216 saatte 38 kazanim
12. sinifta matematik dersinde 216 saatte 38 kazanim
verilmektedir.

Yeni programda LIMIT ve SUREKLILIK konusu, 12. sinifta 14 saatte sunulmaktadir. Limit ve Siireklilik
konusu 12. sinif (ileri diizey) lise miifredatindaki 216 saatlik matematik dersi 6gretim programinin oran
olarak %6 sini olusturmaktadir. Ayrica Limit ve Siireklilik konusunda elde edilen kazanimlar Tiirev ve
integral gibi konularda da temel olusturmaktadir. Bu nedenle konunun LYS deki 6nemi ortadadir.

Yukarida saydigimiz tim gelismeleri ve konunun éneminin dikkate alarak, Limit ve Sireklilik konusunu eliniz-
deki bu kitapta size en glzel sekilde sunmaya calistik. Apotemi Yayinlari olarak kitaptan en iyi verimi almanizi
dileriz.

Kitapla ve yayinlarimizla ilgili gérus, éneri, istek ve yorumlarinizi asagidaki mail adreslerine iletmeniz bizi ¢ok
memnun edecek ve g¢alismalarimizi gizellestirme yolunda ¢ok yararli olacaktir.

fatihihtiyaroglu@gmail.com

apotemigrup @gmail.com



ONSOZ
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Sevgili Ogrenciler;

Limit sonsuzluk kavramina olan ilginin bir sonucu olarak matematikte de merak uyandirmis ve fonksiyonlarin
sonsuzdaki davranislari ya da bir noktanin ¢ok yakinindaki durumlari incelenmis ve bunlar Tirev, integral gibi
pek cok matematik konusunun gelismesine katki yapmistir. Limit ve devaminda Siireklilik; Tirev, integral gibi
oénemli konularin da alt yapisim olusturdugundan iyi 6grenilmesi ve pekistirilmesi gereken konulardir. Limit ve
Siireklilik saglam bir temele oturtulmazsa saydigimiz diger konularda sikintilarla kargilasmaniz muhtemel
olacaktir. Bu temel konunun en iyi sekilde anlasilabilmesi, detayli bir konu anlatimi ve bol érnek ¢ézllmesi ile
mumkin olabilir, Bunun gergeklesebiimesi adina Apotemi Yayinlar olarak 'tek konu tek kitap' kitap serim-
izde bu kitabl LIMIT ve SUREKLILIK konusuna ayirdik.

Konunun daha iyi anlasilabilmesi icin kitabin anlatiminda Adimlama Teknigini uyguladik. ilk defa Apotemi
Yayinlan tarafindan uygulanan bu konu anlatim teknigini 6zgiin sorularla destekleyerek, sizleri LIMIT ve
SUREKLILIK konusunda karsilasabileceginiz her tirlil soruya hazirlamak amaglanmigtir.

Adimlama Tekniginde, Limit ve Streklilik ile ilgili her konu alt basliklara ayrildi. Her alt baslikla ilgili gerekli bil-
giler 'Adim’ bashigiyla verilip ‘ADIM PEKISTIRME' testleriyle bilgiler saglamlastinidi. Ve ilgili konularn biti-
minde 'ADIM GGQLENDiRME' testleriyle takviye yapildi. Kitabin sonuna ‘MARATON TESTLERI' konularak bir
cok kaynakta yer almayan 6zgin sorularla son bir genel tekrar yapildi.

Ciddi bir emek ve titiz bir calisma sonucunda hazirlanan bu kitabin siz degerli 6grencilerimize faydali olmasi
dilegiyle...

Apotemi Grup adina
FATIH IHTIYAROGLU
BARIS SAHBAZ
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LimiT

Limit konusuna gecmeden énce limiti tarif ederken
kullanacagimiz bir kavrami, yaklagim kavramini
oncelikle ele alalim.

Bir noktaya yaklasim

Sayl dogrusu Uzerinde bulunan herhangi bir a
noktasina asagidaki gibi sag ve sol olmak tizere
iki farkl taraftan yaklasilabilir.

Sagdan yaklasim

&
L4

Soldan yaklas?nﬁ

* a sayisina a dan daha buyuk sayilarin bulun-
dugu taraftan yaklasilirsa buna a ya sagdan
yaklasma adi verilir ve a* ile sembolize edilir.

* a sayisina a dan daha kuglk sayilarin bulun-
dugu taraftan yaklasilirsa buna a ya soldan
yaklasma adi verilir ve a~ ile sembolize edilir.

Ornegin:

Bir x degiskeninin 3 sayisina sagdan yaklasi-
mi x — 3* biciminde

Bir x degiskeninin 3 sayisina soldan yaklasimi
X — 3" biciminde gosterilir.

Bir noktaya yaklasimi bir de fonksiyon grafigi ize-
rinde 6rneklendirmeye calisalim.

Ly

(x)

—— Limit ve Sireklilik

LimiT

Grafigi verilen f(x) fonksiyonu (izerinde sagdan ve
soldan yaklasma kavramlarini inceleyelim.

* x degiskeni degistikce f(x) fonksiyonunda bu-
na bagll olarak degismeler gézlenmektedir.
Grafige bakarak x, 3 e sagdan yaklastikca f(x)
degerlerinde bir azalma olacagi gérilmekte-
dir.

Yani bu durum “x degiskeni 3 e sagdan yak-
lastikca f(x) degerleri azalarak 1 e dogru yak-
lasacaktir.” seklinde yorumlanabilir.

* Yine grafige bakarak x, 3 e soldan yaklastikca
f(x) degerlerinde bir artma olacagi gértlmek-
tedir.

(x)

—  — —a3

Yani bu durum “x degiskeni 3 e soldan yakias-
tikca f(x) degerleri artarak 2 ye dogru yaklasa-
caktir.” seklinde yorumlanabilir.

Yukaridaki 6rnekte géruldigu gibi bir noktaya yak-

lasim kavrami kullanilarak fonksiyonun yapisi, ha-
reketi hakkinda yorumlar ¢ikartilabilmektedir.

-*l_ T —




Grafik tzerinde izah etmeye calistigimiz durumu
bir de sayisal degerler kullanarak gérmeye calisa-
lim.

Ornegin:

Reel sayilarda taniml f(x) = x + 1 fonksiyonunu

ele alalim.

Bu fonksiyonun x = 2 noktasinin sagindan ve so-
lundan yaklasildiginda nasil hareket ettigini sayi
degerleri yardimiyla gézlemleyelim.

x| .. 19 1,95 1,99 2 2,001 2,01 2,1
I(x)| .. 2,9 2,95 299 3 3,001 3,01 3,1

Dikkat edilirse x, 2 ye soldan ne kadar yakin segi-
lirse f(x) degeri 3 e o kadar yaklagsmaktadir. Ayni
sekilde x, 2 ye sagdan ne kadar yakin secilirse f(x)
degeri 3 e o kadar yaklasmaktadir.

Ozetle fonksiyonun x in degisen degerlerine karsi-
lik bir degere yaklasmasina, bir baska ifadeyle f(x)
in bir degere dogru yigiimasina fonksiyonun o
noktadaki limiti adi verilir.

Yukarda x in 2 ye sagdan ve soldan yaklasmasiy-
la ortaya koymaya calistigimiz limit kavrami mate-
matiksel olarak su sekilde gdsterilir.

* X, 2 ye soldan yaklasirken f(x) in limiti

lim f(x) =3

X492

Bu gdsterim soldan limiti ifade eder.

* X, 2 ye sagdan yaklasirken f(x) in limiti

,!i:l f(x)=3

Bu gosterim sagdan limiti ifade eder.

O halde su soruyu sorabiliriz, x 2 ye giderken
f(x) in limiti kactir?

Birazdan limit taniminda ifade edecegimiz limitin
var olma kosuluna burada biraz deginelim.

LimiT

Bir noktada limitin var olabilimesi icin o noktaya
sagdan ve soldan yaklasildiginda fonksiyonun ay-
ni degere yakinsamasi (yigiimasi) gerekir.

O halde 6rnegimizde fin 2 ye giderkenki limiti (sag
ve sol limitlerin her ikisi de 3 e yakinsandigindan)

lim f(x)=3

bulunur.

DiKKATo

Fonksiyonun bir noktada limitinin var olmasi
icin fonksiyonun o noktada tanimli olmasi ge-
rekmez.

Asagidaki grafigi inceleyelim.

f(x) fonksiyonu x = 2 de tanimh degil. Peki f in
bu noktada limitinden séz edilebilir mi?

Fonksiyonun bir noktada limitini arastirirken sag-
dan ve soldan limitine bakilmasi ve bunlarin ayni
saylya yigiimasi gerektiginden bahsetmistik.

Bu grafige bakilirsa;
X, 2 ye soldan yaklasirken f(x), 3 e yakinsar.

X, 2 ye sagdan yaklasgirken f(x), 3 e yakinsar.

O halde,

,!LT f(x)=3 ve £T+f(x) =
oldugundan

Ij_r];u f(x)=3

bulunur. Dolayisiyla f in x = 2 de tanimli olmasi ge-
rekmez.

= B_I‘-

Limit ve Streklilik ——



Limit kavramini daha iyi anlayabilmek igin yaptigi-
miz bu uzun giristen sonra simdi limitin tanimini
yapalim.

Tanim:

a bir gercel sayi olmak Uzere,

X, a ya yaklasirken (sagdan ve soldan) f(x) fonksi-
yonu da k gibi bir gercel sayiya yakinsiyorsa;

Bunu
“X, a ya yaklasirken f(x) in limiti k olur." seklinde
ifade ederiz ve asagidaki gibi yazabiliriz.

lim f(x) =k

X—a

Bir fonksiyonun a noktasin limitinin var olma-
sl icin su iki kosul saglanmalidir:

1. lim f(x) (soldan limit)

x—a

Iim+ f(x) (sagdan limit)

X—a

limitler var olmali

2. lim f(x)= lim+f(x) olmalidir.

x—a x—a

Yani a noktasinda sag limit ve sol limit birbiri-
ne esit olmalidir.

* Eger sag ve sol limitler esit degilse “O nokta-
da limit yoktur.” denir.

DiKKATo

* Bir fonksiyonun bir noktada limitinin var
olmasi icin fonksiyon o noktada tanimli
olmak zorunda degildir.

* Bir fonksiyonun a gibi bir gercel sayi icin li-
miti varsa bu limit sadece bir gergel sayiya
esit olmalidir. Yani fonksiyonun o noktada-
ki limiti birden fazla sayiya esit olamaz.

Yukarida grafigi verilen f(x) fonksiyon igin

a. lim f(x) b. lim f(x)
x—1" x—1"

c. lim f(x) d. lim f(x)
x—1 X—3

limitlerini hesaplayiniz.

a. Grafige bakilirsa x, 1 e sagdan yaklasirken f(x) de-
gerlerinin azalarak 2 ye yaklastigi gérulmektedir.
O halde, lim f(x)=2
x—1"

b. x, 1 e soldan yaklasirken f(x) deg@erlerinin azalarak
3 e yaklastigi gérlilmektedir. O halde, lim f(x) =3

x—T

c. X, 1yaklasirken f(x) in limitinin var olabilmesi igin 1
e soldan ve sagdan yaklastigimizda limitlerinin esit
olmasi gerekir.

lim f(x) # lim f(x) oldugundan lim f(x) yoktur.
X317 x—1" x—1

d. Grafige bakilirsa x, 3 e soldan ve sagdan yaklasti-
ginda f(x) degerlerinin 4 e yaklastigi gorilmektedir.
O halde x, 3 e giderken f(x) in limiti 4 olarak bulu-
nur.
Yani, lim f(x) = lim f(x) =4 oldugundan

x—3 x—3"

lim f(x) =4 bulunur.

x—3

Burada f(3) = 3 olmasi f(x) in limitini degistirmez.
Cunku limit tanimi hatirlanirsa f in bir noktada limi-
tinin olma sarti, o noktada f in sag ve sol limitlerinin
birbirine esit olmasidir.

;;*._9_

—— Limit ve Sireklilik



4 ...................... .
3 o —
/2‘40
: X
f—1 2

Yukarida grafigi verilen f(x) fonksiyon icin

a. limf(x) b. lim f(x)

x—0 x—2
limitlerini hesaplaylnlz.
Cozim

a. Grafige bakildiginda x sifira soldan ve sagdan yak-
lastiginda f(x) degerlerinin 2 ye yaklastigi gorl-
mektedir. Yani,

lim f(x)= lim f(x)=2
X0~ x—0"

Dolayisiyla lim f(x) =2 bulunur,

x—0

b. Grafik incelenirse x, 2 ye sagdan ve soldan yakla-
sirken f(x) degerlerinin farkli degerlere yakinsadig
gobrilmektedir.

lim f(x)=3 , lim f(x) =2
x—2* X—2"

X — 2 icin sag ve sol limitler esit olmadigindan

lim f(x) yoktur.

x—2

f: [-2, 4] — R olmak lzere,

¥

f() A

-2 -1 3 4

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

lim f(x) =2 olduguna gore, a nin alabilecegi tam sa-

X—a

y1 degerlerinin toplami kagtir?

X — a i¢in f(x) in limitinin 2 olmasi isteniyor. Yani x, a
tam sayisina sagdan yaklastiginda f(x) in 2 ye yakinsa-
masini istiyoruz. Bunu saglayan a tam sayilar 0, 1, 2 ve
3 tdr.

Burada x — —1 icin f(x) in limiti 2 olamaz.
Cunku,
lim f(x)=2 iken lim f(x)=-1 dir.

x—-17 x—-1"

Sag ve sol limitler esit olmadigindan
lim f(x) yoktur.

x—=1

O halde a nin alabilecegi tam sayi degerleri toplami

0+1+2+ 3 =6 bulunur.

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

lim f(x)=b

x—a

olduguna gore, f(b) kagtir?

Cozim
Grafik incelenirse x, a ya sagdan yaklasirken f(x) dege-
rinin sifira yakinsadigi gértlmektedir.

Burada x — a* i¢in f(x) degerinin sifirn sagindan sifira
dogru geldigine dikkat ediniz.

O halde lim f(x)=0=b olur.

x—a’

f(b) yi bulmak i¢in f in x = b i¢in aldigi degere bakilmali-
dir.

b = 0 olduguna gére, f(b) = f(0) = 1 bulunur.

Limit ve Streklilik ——

— 10 4 mm



4

) LimiT b -

0 "X
f(x)

Yukanda grafigi verilen f(x) fonksiyon igin

a. lim f(x) b. lim f(x)

x—07 x—0"

limitlerini hesaplayiniz.

Cozum

a. Grafik incelenirse x sifira sagdan yaklasirken f(x)
degerlerinin artarak arti sonsuza (+-°) Iraksadig
gorilecektir,

Yani lim f(x) =+ olur. Vi
x—0"

+o yerine genellikle = A
seklinde yazilr. f(x)

Dolayisiyla lim f(x) = 0 *—*—\ mx
olur. X0

b. xsifira soldan yaklasirken f(x) degerlerinin azalarak
eksi sonsuza (—=) iraksadigi gortilmektedir.

Yani lim f(x) =—e= olur. 7

X0~ \

DiKKATo

* oo yeya — bir reel sayi degildir.

*  Bir limit isleminin = veya — ile gdsterilmesi o
noktada limit oldugu anlamina gelmez. Sonsuza
iraksanmak olarak da ifade edilen yukaridaki gi-
bi érneklerde “limit yoktur” yerine sonug genellik-
le == veya —= sembolleri kullanilarak gésterilir.

—— Limit ve Sireklilik

AY

f(x)

Yukarnida grafigi verilen f(x) fonksiyon i¢in

a. lim f(x) b. lim f(x)

x—-1" X2

limitlerini hesaplayiniz.

Cozim
a. QGrafik incelenirse x, —1 e sagdan yaklasirken f(x)
degerlerinin azalarak —- a iraksadigl gérilecektir.

Yani lim f(x)=—<

x—=1

b. x — 2 icin limiti arastiriyoruz. Arastirma yaptigimiz
nokta f in grafiginin kesintiye ugradigi bir nokta. Ya-
ni kritik nokta bu noktada sag ve sol limitlere baka-
rak limitin varh@: arastirilir.

X, 2 ye sagdan ve soldan yaklasirken f(x) degerleri-
nin artarak « a gittigi goérulecektir.

Yani

oldugundan

lim f(x) = lim f(x) =< olur.
X2 x—2"

DiKKATo

Yukaridaki sonuca gdre
lim f(x) = e

x—2

gosterimi kullanilabilir. Ancak x — 2 igin limitin
olmadigi unutulmamalidir.




f(x)

Yukanda grafigi verilen f(x) fonksiyon igin

a. lim f(x) b. lim f(x)

X—peo K—p—=

limitlerini hesaplayiniz.

Cozim

a. X — = gosterimi x e istenildigi kadar blylk pozitif
deger verildigi anlami tasir.

Grafige bakilirsa x — == icin (x sonsuza giderken)
f(x) degerlerinin y = 2 dogrusuna yaklastigr gordl-
mektedir.

Yani x sonsuza giderken I
grafigin kolu y = 2 dogru- e S
suna neredeyse degecek
hale gelir. : 5

Bu durumda lim f(x) =2 bulunur.

X—pea

b. x— —e gbsterimi x e istenildigi kadar klglk negatif
deger verildigi anlami tasir.

Grafige bakilirsa x — — icin (x eksi sonsuza gider-
ken) f(x) de@erlerinin -1 e yaklastig: gérlilmektedir.

Yani x sonsuza giderken A
grafigin kolu y = -1 dogru- 2
suna yaklasir. 6
X
-— +— <+—/|0 o
ropy oIt ool SRR EE

Bu durumda lim f(x) =-1 bulunur.

X—3—oo

Ay

Yukarida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gére,

lim f(x) + lim f(x) + lim f(x)
x—0

A—r—oo X—yem

ifadesinin degerini bulunuz.

Her bir limiti ayri ayr hesaplayalim.
Grafik incelenirse,

* X — —e ic¢in f fonksiyonunun bir kolu y = 2 dogrusu-
na yakinsanmaktadir.
Bu durumda lim f(x) =2 olur.

K—p—vms

* X — oo igin f fonksiyonunun bir kolu y = 0 dogrusu-
na yakinsanmaktadir.
Bu durumda lim f(x) =0 olur.

X—poo

* X — 0 icin f fonksiyonunun y ekseninin -1 de kesti-
gi gérilmektedir.

Bu durumda lim f(x) =—1 olur.
x—0

O halde limitler toplami;
lim f(x)+ lim f(x) + lim f(x) =2 +0 -1
X—3—o0 ®—poo x—)

=1 bulunur.

Limit ve Streklilik ——
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C ADIM PEKiSTIRME TESTI )
1.

Ay

i f(x)

Yukarida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gore,

I lim f(x) = -1

%—0

I limf(x) =0
x—2

. lim f(x) = -1

x—3*t

ifadelerinden hangileri dogrudur?

A) Yalniz |
D) lvell

B) Yalniz Il C) Yalniz Il
E) I, Ilvelll

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
lim f(x)— lim f(x)+ lim f(x)

X—0" x—0" P

ifadesinin degeri kagtir?

A) -2 B) -1 Cc)o D) 1 E) 3

1)B 2)E

LimiT =

4

3. 4y
f(x)

Yukanda f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

lim f(x)+limf(x) = lim f(x)
x—-2 x—1 X =3[

olduguna gore, x, kactir?

A) -1 B)O C)1 D)2 E)3
4, Ay
/1(x)
i i o
3 4 g
P i

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

lim f(x) = lim f(x)+ lim f(x)
X—a x—-1 x—3t
esitligini saglayan kac farkh a tam sayisi vardir?
A1 B) 2 C)3 D) 4 E)S5
3)B 4)C

pui— 13 —

—— Limit ve Sireklilik



5. : AY

f(x)
[ ——

Yukarida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore,

I lim f(x) =
A—po=

Il lim f(x)=0
X—3—oo

. lim f(x) =

x—-1"

ifadelerinden hangileri dogrudur?

A) Yalniz |
D) 1l ve Il

B) Yalniz Il C) Yalnz 1l
E) I, Il velll

6. Ay

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, asagidakilerden hangisi yanhstir?

A) lim f(x) = oo B) lim f(x)>1
x—1" X2

C) lim f(x)=2 D) lim f(x) =
K—poo x—0"

E) limf(x) yoktur.

x—1

5)B 6) D

LiMiT

™
{

f(x)

Yukarida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gore,

I lim f(x)=-3

X—3y—oo

Il. lim f(x) yoktur.

Xx—2

. lim f(x) <0

x—1"

ifadelerinden hangileri dogrudur?

B) Yalniz I C) Yalniz Il
E) I, 1l ve lll

A) Yalniz |
D) lvell

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, asagidakilerden hangisi yanhstir?

A) lim f(x) = oo B) lim f(x) = —=

X—peo X—p—==

C) lim f(x) = —o D) lim f(x) <0

x—=-1" x——-2

E) lim f(x) <2

X2
7)D 8)E

Limit ve Streklilik ——
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9.
X
Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
a e (-4, 3) olmak Uzere,
lim f(x)
X—a
limiti olmadigina gore, a tam sayisi kag farkl
deger alabilir?
A) 6 B) 5 C)4 D)3 E)2
10. 4y
N
Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
x in 0, k, 1 ve 2 deki var olan limitlerinin toplami
4 olduguna gore, k kacgtir?
A) -4 B) -3 C)-2 D) -1 E)O
9)D 10)C

—— Limit ve Sireklilik

LimiT =

4

11. Ly

f: R — R biciminde tanimh f fonksiyonunun grafigi
yukaridaki gibidir.

f fonksiyonu yardimiyla g fonksiyonu her x, € R ic¢in

g(Xg) =f(—xg) + lim ; f(x)

X—X0

biciminde tanimlaniyor.

Buna gore, (gof)(1) degeri kactir?

A) -1 B) O C)1 D) 2 E)3
12. Ay ;
RSP 1
-1
: T T
i 1 i

Yukarida gercel sayilarda tanimli f ve g fonksiyon-
larinin grafikleri verilmistir.

Buna gore,

(g0g)(xg) = lim f(x)

X—)Xu
esitligini saglayan x, gergel sayilari icin en
genis tanim araligi asagidakilerden hangisidir?

A) (0, 1]
D) (0, =) v {1}

B) [-1. 1] C) (o=, 1]
E)[1, ) U {-1}

11)B 12)E

pua— 15 —




LimiT

APOTEMI Yayinlar olarak bu kitapta u¢ noktada
limit kavramini yukaridaki nedenden dolay sade-
. ce sagdan ve sadece soldan limit biciminde ele
alacagiz. Tahminimiz OSYM nin sinavda bu konu-
yu iceren bir soru sormayacagi, sorsa da Calculus
kitaplarindaki bilgilerle celismeyecegi yonindedir.

BiR ARALIGIN UC NOKTALARINDA
LimiT

J

f:[a,b) = R

bigiminde tamimlanan f fonksiyonunun grafigi asa- ( ADIM PEKiSTiRME TESTI )

gidaki gibi olsun.

4y 1. LY
: f(x)
=X
Y1
> X
4 b Yukarida f fonksiyonunun tanimh oldugu aralikta
grafigi verilmigtir.
* fin a noktasindaki limiti sadece sagdan limit ,I(‘T;f(x) - xﬂm* fx) +,|Ln;—f(x)

ile belirlenir. Yani .
olduguna gére, a kagtir?
Iim+ T =ya

X—ra

A) 6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2

* fin b noktasindaki limiti sadece soldan limit ile
belirlenir. Yani

lim f(x)=y,
x—b~

NOT: Bazi kaynaklarda uc noktada limit in-
celenirken sadece soldan veya sade- 2 19
ce sagdan limiti fonksiyonun o nokta-
daki limiti olarak da almaktadir. C 1

Thomas Calculus gibi dinya universitelerinden i : i
ylzden fazla matematik¢inin katki sagladigr ve -2 1 3
kaynak kitap olarak okutulan Calculus kitaplarinda
uc¢ noktada limitin sadece sol ya da sadece sag-
dan olarak hesaplanabilecegi ifade edilmis. Yuka-
ridaki ornekte yer alan f gibi bir fonksiyonda

Yukarida f fonksiyonunun tanimli oldugu aralikta
grafigi verilmistir.

lim f(x)— lim f(x) =1

lim f(x) ve limf(x) x—a x—b*
x—a x—b
esitligini saglayan kacg farkl (a, b) tam say ikil-

limitlerinin olmadig ifade edilmistir. MEB kitapla- isi vardir?

rinda ise ug noktada limit ile ilgili 6rnek soru kulla-

nilmamistir. A) 2 B) 4 C)6 D) 8 E) 12
. y 1)D 2)C
— 16 —ng = Limit ve Sureklilik —



3 *\
7S C ADIM PEKIiSTIRME )
LiMIT ISLEMI ILE iLGILI
OZELLIKLER f(x) = 2
o : : lim g(x) =4
Bu adimda limit alma islemi yapilirken karsilasa- x—3
bilecegimiz bazi cebirsel iglemlerin nasil gercek-
lestirilecegini gorecegiz. olduguna gére, lim (f(x)-g(x)) isleminin sonucunu
X3
* a bir gercel sayi, f ve g fonksiyonlari x = a bulalim.

noktasinda limiti var olan iki fonksiyon

olsun.

Buna gore,

1. Her k gercel sayisi igin 1'213 () -9(x) )= ETJ(X) - :I(iTﬁg(x)

limk =k R
e :[,';'.QZJ""
o =2-4
2. Her k gercel sayisi icin
=-2 bulunur,

lim k- f(x) =k - lim f(x)
x—a X-a
3. k, 1den farkli gercel bir say! olmak Gzere,

lim f{x)
lim k') = g*>2

-

4. lim (f(x) Fg(x) )= lim f(x) F lim g(x)

x——-»a( ) x—a X —a lim f(x) =5

X—2

5. lim (f(x)- = lim f(x) - li

xl-—Ta( (x)-9(x)) xlTa ) x[nﬂg(x) olduguna gére, [im 4% isleminin sonucunu

x—2
bulalim.
6. g(x) 20ve limg(x) #0 olmak tizere,
X—a
fix) fimf(x) .
im /= xsa Adimda verdigimiz 3. ézelligi kullanalim.
x—a g(x) lim g(x)
=8 lim_(2f(x)-1)
lim 42f()¢}—1 — 4)(—)2
7. n pozitif tam sayi olmak lizere, he
o lim (2f(x)—1)=2-lim f(x) —lim 1
lim (f(x) ' = [ lim f(x)] R N
x—a x—a =2:5-1
" J = 9
DIKK ATo oldugundan
Yukaridaki tm kurallar sagdan ve soldan limit P L
alma islemleri icin de gecerlidir.

—— Limit ve Sireklilik




NOT: Bir polinom fonksiyonunun bir noktadaki

limiti, fonksiyonun o noktadaki degerine
esittir.

f(x) =2x-1

lim g(x) =n
X0

esitlikleri veriliyor.

Iirr:] (f(x)-9(x) )=2

olduguna gére, n degerini bulalim.

Cozim
lim (f(x)-g(x) )= lim f(x) - lim g(x) =2
x—0 x—0 x =0

f(x) bir polinom fonksiyon oldugundan

lim f(x) = f(0) =2-0 —1=—1 olur.
%0

O halde

lim f(x)- Ilm g(x} 2
x—0

(-1)-n=2

n=-2 bulunur.

lim f(x) =4

X—=5

3
olduguna gére, lim xz—fz(x)) ifadesinin limitini
x—5

bulalim.

Coéziim

Soruyu daha kolay ¢ézebilmek igin adimda verdigimiz
7. 6zelligi kullanalim.

3
lim (x —fZ{x)) [Iiin)s (x2 ~f2(x) )}

x—5

3
[hmx —lim f (x)}

X—5 xX—5

lim f2(x) = (hm f(x)] =42-16
x5

X35

LimiT —

olduguna gore,

3
{Ilmx ~lim fz(x)-’ =[25-16

X5 x5

=9% =3% bulunur.

f(x)

Yukarnda f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafikleri verilmig-
tir.

Buna gore,
lim (f(x)-g(x) )=a-2b
x—1"
lim (f(x)+g(x) )=2a+1
x—1"

olduguna goére, a.b degerini bulalim.

Adimda verdigimiz 4. ézelligi kullanalim.

lim f(x)— I1m g(x)=a-2b

x—1t x—1*
0-4=a-2b
4=a-2b ..(1)

lim f(x)+ lim g(x) =2a+1

X1 x—1"
a+b=2a+1
a-b=-1 .-(2)

(1) ve (2) ortak ¢ozdllrse

=2 ve b =3 bulunur,

O halde
a.b = 2.3 = 6 bulunur.

Limit ve Streklilik ——
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C ADIM PEKISTIRME TESTI )

f ve g fonksiyonlarinin x = 2 i¢in limitleri var olmak
lzere,

||m2 (fx)+x)=3
|im2 (f(x)-g(x) )=2

olduguna gore, lim g(x) limitinin degeri kagtir?
X2

A) 2 B) 1 C)0 D) -1 E) -2

2. |im2*™ =16

X—3

olduguna goére, lim f(x) limitinin degeri kagtir?
X—3

A) 4 B) 3 C) 2 D) : E) 1

3. lim (2x-f(x Yy =0

olduguna gore, lim f(x) limitinin degeri kacgtir?
x—=1
A) 4 B) 2 C)1 D)0 E)-2
1)D 2)D 3)E

—— Limit ve Sireklilik

4

4. f(x) pozitif degerli tim gercel sayilarda limiti var
olan bir fonksiyon olmak Uzere,

Iim[ f(x) + x ]=
®—6 fz(x)

olduguna gore, lim f(x) limitinin degeri kactir?
x—6

3 1 3
A)3 B) 2 C) 4 D) 2 E)_Z

5. y>1 olmak lzere,
2 —
lim w =
X3y xy—1

olduguna gére, y kactir?

A) J5 +1 B) J§+1 c) 2
2 2

3 ~
D) = E) v2
32 )

Yukarida f ve g fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.

f(x)+2
li f —X) )=
LACR SR =)

olduguna gore, f(a) kactir?
A) 7 B) 6 C)4 D) 3 E)2
4)B 5) A 6)B

=¥ L 19 —



LiMIT iSLEMI ILE iLGiLI
OZELLIKLER

8. e« ntekdogal sayl olmak Uzere,

lim 9/f(x) = oflim f(x)

¢ n cift dogal sayi ve f(x) = 0 olmak Uzere,

lim ff(x) = pflim f(x)

9. lim|f(x)|= ‘ lim f(x)

10. lim f(x) limiti var olmak uzere,

xX—a

lim (logf(x) )= Iog( lim f(x)]

-

( ADIM PEKISTIRME

Jx+vx+2

lim 5
X+6

x—2

limitinin degerini bulalim.

) |x—1|+x
lim +———
=3 X —-4|

limitinin degerini bulalim.

Coézim

lim(x—=1) + lim x
x—->3( ) x—3 :2+3
-1

lim(x—4)

%X—3

=5 bulunur.

olduguna gére, lim (2InB-3InA) limitinin degerini
x—3

bulalim.

Oncelikle limiti istenen ifadeyi diizenleyelim.

2
2InB-3InA =InB? -InA® =|n[B—3]
A

BZ
lim (2InB-3InA )= Iimln[
x—3

F} ozelligi kullanirsak;
X3

3

B2
= In( lim A_] seklinde yazilabilir.

x—3
Cozim e |
| A 4 5
|Im[ = ] =e" oldugundan,
x—3
lim x + /Iim X+2 — =
xX—2 X }2( ) . 2+JZ BZ 1
i T lim| — |=— olur.
3i|_’rr£(x +8) 31:T2(x +6) x—>3[ Aa] et
N2+2 O halde
s
In IimB—2 =In l
= 35 x—3 1\3 84
2 .
=1 bulunur. =In(e™)
=—4 bulunur.
— 20 —nig = Limit ve Streklilik —



LimiT =

wa— . 4. limf(x)=-2
C ADIM PEKISTIRME TESTI ) X1

gk olduguna gbre, Li_rn|f(x)-|f(x)-3;\ limitinin
lim =3 degeri kagtir?

x4\ X+n
olduguna gére, n kactir? A) 7 B) 6 C)5 D)3 E) 1
A)-3  B)-2  C)-1 D)2  E)4

5. Her x gercel sayisi igin f(x) > O olmak Uzere,

lim {m f(x) +In (x.f(x} )] -2

x=1

olduguna gore, limf(x) kactir?
x—1

2
- e
A) 2e B) Ve C)e D) £l E)2
2. f(x) her x gercel sayisi igin limiti olan bir fonksiyon
olmak lzere,
lim 3/f(x) =3
x—2
olduguna gdre, Iim fff(x) +3f(x)  limitinin
- X2
degeri kactir? 6. i
\. 2 C/f{):)
A3 B ¥ O D Y2 B B

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore,
. lim|f(x)| limiti yoktur.
x—1

Il lim [f(x)| limiti vardir.

X—-2
3. fi[1, ) = [1, =) olmak lzere, I fim |f(x)| limiti vardir.
x—0
f(e*) = Vx — 1

ifadelerinden hangileri dogrudur?
olduguna gore, lim f(x) limitinin degeri kactir?
X—e

] A) Yalniz | B) Yalniz Il C) Yalniz Il
E)1

2
A)3 B)In2 C)-1 D) ln[— D) Il ve Il E) I, Il ve Il

e

1)B 2)E 3)E a)A 5)C 6)C

—— Limit ve Sureklilik = a— 21 —




BILESKE FONKSIYONUN LIiMITi

limg(x)=m ve lim f(x) =n
X—a x—m

olmak Uzere,

[Iim(fcg)(x) = lim f (g(x) )=n ]

Eger f fonksiyonu x = m de tanimli ve bu noktada
limiti f(m) ye esit ise

[Iim (fog)(x) = f[ lim g(x) ) = f(m)J

seklinde gosterilebilir.

C ADIM PEKISTIRME
x?+x+3 x% +1
g{x)=T ve fx)= X+1

olduguna gbre,
lim (fog)(x)
X—2

limitinin degerini bulalim.

Cézim
2
3
lim gx) = lim % _3 our.
x—2 x—2 X+1
X =3 igin
2
lim fo0y = tim X1 219 _ia)
x—3 x—3 X+1 4
oldugundan

lim(fog)(x) = f[ lim g(x) ]:f(S) =2 bulunur.
X—2 X —32 4 2

Yukarida g ve f fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.

Buna gore, lim(fog)(x) limitinin degerini bulahm.
x—1

limg(x) =2 ve lim f(x) =3 oldugundan
X1 x—2

lim(fog)(x) = lim f (9(x) )=3 bulunur.
x—1 x—3

Dikkat edilirse

lim f(x) #f(2) oldugundan adimda verilen ikinci esitlik

x—2

yani lim(fog)(x) = f{ lim g(x)J gosterimi sartlar saglan-
x—1 X =1

madigindan kullaniimadi.

Gergel sayilar kiimesi Uzerinde tanimli f fonksiyon igin

lim f(x) =2

x—3"

lim f(x) =4

x—3"

olduguna gore, lim fax~1)

limitinin degerini bu-
x—2" f(5-Xx)

lalim.

Coézim

Oncelikle x — 2* gerceklesirken 2x — 1 ve 5 — x ifadele-
rinin hareketini gézlemleyelim.

x in 2 ye sagdan yaklagsmasi 2 den buyiik ¢ok ki¢iik de-
gerlerle 2 ye yaklasmasi demektir.

Limit ve Streklilik ——
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Birkag say! degeri yardimiyla 2x — 1 ve 5 - x ifadelerini
gézlemleyelim.

201 2.1

X | 2e
2x-1| 3 3,02 32
5-x| 3 299 29

Yukaridaki tablo ile x — 27 i¢gin

« 2x -1 ifadesi 3 e sagdan yaklagsmakta. Bu nedenle
lim f( 2x-1) = lim f(x) =2 esitligi yazilabilir.
x—3"

x—2" 4t

¢ 5 -xifadesi 3 e soldan yaklasmakta. Bu nedenle
lim f( 5-x )= lim f(x) =4 esitligi yazilabilir.
I S o

x—2" 4
& 3

Buna gére,

Hox—1) _2 _1 bulunur.

im =—=—
w2t f5-%) 4 2

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore,

lim f(x =1+ lim f(-x)
x—0% X—-1"

limitinin degerini bulahim.
Coéziim

e ¥, sifira sagdan yaklasirken x — 1 in hareketini ince-
leyelim.

x| 0% 010 0,11
x-1[-1 -0,90 0,89

Yukaridaki tabloya gére x — 0% i¢cin x — 1 ifadesi -1 e
sagdan yaklagmaktadir.

—— Limit ve Sireklilik

LimiT =

4

O halde

lim f(x—=1) = lim f(x)=1 olur.
x—0% x—-1*

e X, -1 e soldan yaklasirken —x in hareketini gézlem-
leyelim.

-

% | <101 7 ~1,10 =4
x| 111 110 1

Yukarndaki tabloya gére x — —17 i¢in —x ifadesi 1 e sag-
dan yaklasmaktadir.

O halde
lim f (-x) = lim f(x) =0 olur.
x—-1" ‘—v—‘1+ x—1*

lim f(x=1)+ lim f(-x)=1+0=1 olur.
x—0" x—-1"

Yukanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, |im (fof)(x) limitinin degerini bulalim.
x—2"

Céziim

lim (fof)(x) = lim f(f(x))
x—2* x—2"

lim f(x) =1

x—2*t

Grafige dikkat edilirse x, 2 ye sagdan yaklasirken f(x)
degerleri de y ekseninde 1 e soldan yaklasmaktadir.
Yani x — 2% ise f(x) — 17 dir.

Simdi bu bilgi yardimiyla bileske fonksiyonun limitinin
degerini bulalim.

lim f(f(x))= lim f(x) =3 bulunur.
=27 —— x5
=

o 23 —



) LiMiT

C ADIM PEKiSTIRME TESTI )

1. g(x) = 2x+1

f(x) = v3x

olduguna gore, lim(fog)(x) limitinin degeri kac-
x—=1

tir?

A) V2 B) V3 C) 2v3 D) 4V3 E) 4

2. Gercgel sayilarda tanimh bir f fonksiyonu igin

lim f(x)=4
X"
f(x-1)-f(5-x) _2

lim
f(x? -3)

x—2%

olduguna gére, lim f(x) limitinin degeri kactir?

x—3"

A) -4

B) -1 C) 1

D) 4 E)8

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gore,

lim f(=x)+ lim f(x -1)
x—17 x—0T

ifadesinin degeri kactir?

A) 2 B) 1
1)¢C 2) A

C)0 D) -1

3)E

E) -2

4.

&

Yukarida f ve g fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.
Buna gore, lim (fog)(x) limitinin degeri kacgtir?
x—1"
A) -1 B) 1 C)2 D)3 E) 4
Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gore, lim (fofof)(x) limitinin degeri kagtir?
x—0"
A) -1 B) 0 C)1 D)2 E)3
y
Yukarnida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gore, |im (fof)(2 —x) limitinin degeri kactir?
x—2t
A) -1 B) 1 C)2 D) 3 E) 4
4)C 5)E 6)B

Limit ve Streklilik ——
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PARCALI FONKSIYONLARIN LiMiTi

Parcgall fonksiyonlarda limit hesaplanirken limit ali-
nan nokta kritik nokta ise o noktada sagdan ve sol-
dan limite bakilir. Eger limit alinan nokta kritik
nokta degilse sagdan ve soldan limite bakiimasina
gerek duyulmadan limit alinabilir.

Parcall fonksiyonda alt araliklarin ug noktalarina
kritik nokta denildigini hatirlayalim.

Ornegin:

X+2 x>1
X)) =

5-x x=<1

fonksiyonunun x = 1, x = 2 ve x = 0 noktalarinda-
ki limitlerini bulalim.

e x =1 noktasi f in kritik noktas! oldugundan bu
noktada sag ve sol limitlere bakilmalidir.

lim f(x) = lim (x+2)=3

x—1" x—=1T
lim f(x) = lim (5-x) =4
x—T" X—1"

Sagdan ve soldan limitler farkh ciktigindan
Iin-n1 f(x) yoktur.
X—¥

e x = 2 noktas f in kritik noktas! olmadigindan
bu noktada sag ve sol limitlere bakilmasina
gerek yoktur. O halde x = 2 i¢in f in gecerli ku-
ralini kullarak limiti bulabiliriz.

lim f(x) = lim(x +2) =4
x—2 X2

e x =0 noktasi f in kritik noktas olmadigindan
bu noktada sag ve sol limitlere bakiimasina
gerek yoktur. O halde x = 0 i¢in f in gegerli ku-
ralini kullarak limiti bulabiliriz.

lim f(x) = lim(5 -x) =5
x—0 x—0

—— Limit ve Sireklilik

LimiT

C ADIM PEKISTIRME )
X—a Xx=2
fx)=1x+a w9
2 X

fonksiyonu veriliyor.
lim f(x)
x—2

limiti var olduguna gore, a gergel sayisini bulalim.

x = 2, ficin kritik noktadir. Bu noktada limitin var ola-
bilmesi icin sag ve sol limitler birbirine esit olmalidir.

O halde, lim f(x)= lim (x—a)=2-a

x—s2t x—=2t
- 3 Xx+a 2+a
lim f(x) = lim =
X2 x—2-| 2 2
2
2-a= +a::»-‘4—221:2+a

-3a=-2

a= 2— bulunur.
3

x*+1 x>4 X+1 X>2
f(x) = ve g(x)=
x?-1 x<4 2x x<2

fonksiyonlari veriliyor.

Buna gore, lim (fog)(x) limitinin degerini bulalim.
x—3"

Coézim

lim (fog)(x) = lim f(g(x))
+ w3t

x—3
lim g(x) = lim (x +1) =4 olur.
x—3t x—3t
X — 3% icin g(x) — 47 bulundu. Simdi bu bilgiyi kullana-
lim.
lim f(g(x))= lim f(x) = lim (x2+1) =17 bulunur.
+ + X—)“E

x—3 —_ x4
4+

o — 25 —



LimiT b= -

( ADIM PEKiSTIRME TESTI )

x?-3 x<2

1. f(x)=
2x-3 x>2

fonksiyonu veriliyor,

Buna gére, lim f(x)+ lim f(x) toplaminin degeri
x—2 x—0

kactir?

A) -2 B) -1 C)0 D) 1 E) 3

x2+x x<0
2. f(x)=12x 0<x<1
X—2 1K
olduguna gére, asagidakilerden hangisi yan-
hstir?

A) lim f(x)=2 B) lim f(x)=-1
x—1" x—1"
C) lim f(x)=0 D) lim f(x) yoktur.
x—0t x—0
E) lim f(x)=0
x—-1
(ax+1 x20
3. f(x-1)=

x+2a x<0

fonksiyonu veriliyor.

Buna gore, lim f(x) limitinin var olmasi igin a

x—-1

ka¢ olmahdir?

A)2  B)1 C)%— D) -1 2

1)A 2)D 3)C

4. Gergel sayilarda tanimli f fonksiyonu

X+2  x>n
f(x) =

3x-2 x=n
bigiminde verilmistir.

f fonksiyonunun her gercel sayi icin limiti var
olduguna gore, n kactir?

A)3 B) 2 C)1 D)o E) -1

2-X X <1
5. f(x)=
3-x2  x=1

fonksiyonu veriliyor.

Buna gore, lim (fof)(x) + lim (fof)(x) toplaminin
x—31" x—1"

degeri kagtir?

A) =2 B) —1 C)0 D) 1 E) 2

xZ +1 X <-1
6. f(x)=
2%2 -1 x=-1

X+2 x<1
g(x) =
2X x=1

fonksiyonlar veriliyor.

lim(fog)(x) limiti olmadigina gére, a nin alabile-
X—ra

cegi degerler toplami kagtir?

A) 4 B) 2 C)0 D) -1 E) -2

4)B 5) D 6)E

Limit ve Streklilik ——
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LimiT

MUTLAK DEGERLi FONKSIYONLARIN
LimiTi

Mutlak degerli fonksiyonlarda limit hesaplanirken
limit alinan nokta kritik nokta ise yani mutlak dege-
rin icini sifir yapan bir nokta ise o noktada sagdan
ve soldan limite bakilir. Eger limit alinan nokta kri-
tik nokta degilse fonksiyonun limiti o noktadaki gé-
runtuslne esittir.

DiKKATo

Mutlak degerli bir ifadenin bir noktada sagdan
veya soldan limite bakilirken dnce limit alinan
noktaya gére, mutlak degerin iginin isareti belir-
lenip mutlak deger kaldirilir. Sonra ifadenin li-
miti alinir.

Ornegin:

x| x

lim "+ lim —

x—0" X x50~ |X|
ifadesinin degerini bulalim.

Oncelikle limit alinan noktaya gére, mutlak deger-
lerin iginin isaretini belirleyip mutlak degerleri kal-
diralim.

X — 0*igin Ixl = x

X — 07 igin Ix] = —x oldugundan

e X X
lim —+ lim —=1-1=0 bulunur,
x—0" X x—07 =X

( ADIM PEKIiSTIRME )
_|x-2|
Ll X-2

fonksiyonunun x = 2 , x = 3 ve x = 0 noktalarindaki
limitlerini bulalim.

—— Limit ve Sireklilik

Cozim

* x =2 de mutlak degeri i¢in sifir oldugundan bu nok-
ta kritik noktadir. Bu noktada sag ve sol limite bak-

maliyiz.
X-2 ¥%=2
lim f(x) = lim | = lim =1
x—2* x2t X=2  x52tX-2
X-2 —(x-2
lim f(x)= lim | |—: lim ( ):—1
x—2" x—2" x-2 x—2" X-2

Sag ve sol limitler esit cikmadigindan lim f(x) yok-
x—2
tur.

* x =3 ve x =0 kritik noktalar degildir. Bu noktalarda
sag ve sol limitlere bakmaya gerek yoktur. Fonksi-
yonunun bu noktalardaki limitini bulmak icin f(3) ve
f(0) degerlerini bulmak yeterlidir. O halde,

lim f(x) = f(3) =1
x—3

0-2| 2
im 1) =10)="52 =2
9
1L | If(x)! fonksiyonunun kritik nokta-
.‘ larinda sag ve sol limitler esit ¢i-
mwfx kar.
.
f(x) = Ix =2l

olduguna goére, lim f(x) limitinin degerini bulalim.

X—2

f i parcal fonksiyon biciminde yazarak yukaridaki pratik
kuralin nasil gegerli oldugunu gdrelim.

X-2 X222
f(x) =
2-X X<2

oldugundan

lim f(x)= lim f(x) =0=1(2) bulunur.
32~

x—2t X




f(x) = Ix = Ix = 11l

olduguna gore, lim f(x) limitinin degerini bulalim.
x—2

Coézim

x =2, Ix - Ix = 11| ifadesini sifira esit kilar. Pratik kura-
limiza gére, bu tip mutlak degerli bir ifadede sag ve sol
limit birbirine esit ¢ikar. O halde sagdan ve soldan limit
incelemesi yapmamiza gerek yoktur.

Buna gére,
lim ‘x—!x—1|| =1 bulunur.
X—2

|x-2|-1 x>1
f(x) =

| x| +1 x<1

olduguna goére,

lim f(x) + lim f(x)
x—»0 x—3

ifadesinin degerini bulalim.

X — 0 igin

f(x) = IxI + 1 lim || +1=0+1=1
*x—=0

X — 3 igin

f(x)=Ix-21-1 lim (|x-2|-1)=lim (x-2-1)=0
x—3

x—3

oldugundan lim f(x) + lim f(x) =1+0 =0 bulunur.
x—0 X3

_ ‘x2—3x+2‘
lim —M —
x—2" |X—4|—X

limitinin degerini bulahm.

Oncelikle mutlak degerli ifadelerin x — 27 igin iglerinin
isaretlerini belirleyelim.

* X2 -3x+2=(x-2)(x-1)

x | 1 2

oldugundan x — 2" icin X2 =3x + 2 < 0 dir.

* x— 2 icinx—-4<0dr.
O halde,

2

X°-3x+2 —(x — iy
lim 7‘ = lim L S
x—=2" |X"4 -X x—2 "(X*‘Q)—X

~M.(x_~1)_

= lim —

w2 —2(x~7)

|2x 6] +[x? - 9|

lim

x—3 x-3

limitinin degerini bulalim.
Cozim

x = 3, ifadenin payi i¢in kritik noktadir. Bu nedenle sag
ve sol limitleri incelemeliyiz.

, 2"—6[+"‘2—9| . 2x-6+x?-9
im ——————— = |im
x-3" x-3 x—3* x-3

; (x+5) (x~3) 5

x—3* _X“Zg
|2x-6|+[x2-8|  g_oxi9-x
lim = i
X3~ x-3 %3 x-3

- S
= lim (X+ )M_:_a
A3 m

Sag ve sol limitler farkl ¢iktigindan x — 3 icin limit yok-
tur.

Limit ve Streklilik ——
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C ADIM PEKiSTIRME TESTI )
4

x® -
1.  lim- '
=0 X—2

limitinin degeri kactir?

A) Yoktur B) 4 C)2 D)0 E) -2
Ix2 —1‘
2. lim"‘
x—-1 X+1
limitinin degderi kactir?
A) 2 B) 1 C)o D) -2 E) Yoktur
. - |-x|
3. lim + lim ——
x—»O'X—|x| x—-0t X
ifadesinin degeri kactir?
3 1 1
A)2 B C D) - E) -1
) iz Gz B B

4. f(x)=Ix =21 -x| +Ix -1l

olduguna gore, |imf(x) limitinin degeri kactir?

x1

A)3  B)2 C) 1 D) 0 E) Yoktur

1)E 2)E 3)B 4)D

—— Limit ve Sireklilik

LimiT

5.

6.

7.

8.

4

; [1-x|
im
x—=1" WX -1
limitinin degeri kactir?
A)2 B) 1 C)o D) -1 E) Yoktur
x*-9]
im ———
x—3 |K—3|+2X—6
limitinin degeri kagtir?
A) -3 B)O C)3 D)6 E) Yoktur
x2 -
lim X -2x+1
x1 [2x? —2x
limitinin degeri kactir?
A)1 B) % C)o D) -1 E) Yoktur
|x-1-2 x=1
f(x) =
‘x -|x —1” x<1
olduguna  gdre, lim f(x 1)+ lim f(1-x)
x—2" x—0"
ifadesinin degeri kagtir?
A) 2 B) 1 C)o D) 1 E) -2
5)C 6) E 7)B 8)D
-

T 20 —



= - : 3.
C ADIM GUCLENDIRME TESTI-1 )

1. 4

_13' 1

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, asagidakilerden hangisi yanlistir?

B) lim f(x)=2

x—1"

A) limf(x)=0

x—0

C) lim f(x)=3

x—1t

D) fim f(x) =2

X=——

2

E) lim f(x)=3

—=-1"

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gére, asagidakilerden hangisi yanlistir?

A) B) lim f(x) =0

x—0

lim f(x) =—=

X—a

C) lim f(x) = oo

x—b

D) lim f(x) =

X—yoo

E) lim f(x) =<0

1)D 2)D

LimiT

4
e

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gére,

lim+ f(x) =

lim f(x)+ lim f(x)
x—=1" x—3*

esitligini saglayan a tam sayilarinin toplami kag-
tir?

A)3 B) 2 C)1 D)o E) -1
AY
Yukarnda y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
lim (fof)(x) - lim f(x -1) =1

x——4" X—¥%p

olduguna gore, X, asagidakilerden hangisi ola-
bilir?

A) -2 B) -1 c)o D)1 E)2

3)B 4)D

Limit ve Streklilik ——
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LimiT

5. fve g, x=a da limiti var olan fonksiyonlar olmak
lzere,

lim (f(x) +a(x) )=4

im (f(x)-g(x) )=1

I
X—a

olduguna gére, lim (f(x)-g(x)) limitinin degeri
X—a

kactir?
15 15 7 1
A B C D E
) i ) 2 ) 3 ) 3 ) 2
B -
6. Iim X +xy-2y =1
Xy Xy—1
x3 +y° .
olduguna gére, lim limitinin degeri
kagtir? oy X0y
A) -2 B) -1 C)o D)1 E) 2
1 x=0
7. f(x)=
-1 x<0
olduguna godre, Iim iZ2-%) limitinin degeri
kagtir? 2t X -4
A) —oo B) —1 C)0 D) 1 E) o
5) A 6) E 7)A

—— Limit ve Sireklilik

4

8. a ve b pozitif tam say! olmak lzere,

2x-a-b X< -1
f(x)={x+b -1<x<0
a+2b 0<x

fonksiyonu veriliyor.

lim ()~ lim f(x) =4

x—0 %—-1

olduguna gére, lim f(x) limitinin degeri kag-
x—=-1"
tir?

A) 2 B) 1 Gy =1 D) -3 E) -4

9. n bir gercel say! olmak Uzere,

|im|nx—2|=‘lim (n—x)
P |

x—1

| %2 4|
olduguna gore, |lim——

x—n X —
kactir?

limitinin degeri

A) -4 B)—% C)—g D) -1 E)%

|x-a|
— x <1
10. f(x)={ x-a

X <2 x>1

fonksiyonunun her x gercel sayisi icin limiti var
olduguna gore, a gergel sayisi asagidakilerden
hangisi olamaz?

B) 3 G2 D) % E) i

A) "

N~

8)E 9)B 10)E

am T 31 —



) LiMiT b -

C ADIM GUCLENDIRME TESTI-2 )

1.

Yukarida reel sayilarda tanimli f fonksiyonunun
grafigi verilmistir.

Buna gére, agagidakilerden hangisi yanlistir?
A) lim f(x) =2
x—07"

B) lim f(x) =

K—peo

C) lim f(x)=2

x—3"
D) lim f(x) =2 sartini saglayan sadece bir a ger-
X—a

cel sayisi vardir.

E) Fonksiyonun t¢ noktada limiti yoktur.

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, f(Ixl) fonksiyonunun limitinin olma-
digi noktalarin apsisleri toplami kactir?

A) 4 B) 2 C) 1 D) 0 E) -3
1)E 2)D

3. Ay Ay

5| SOS—
o0

Yukarida f ve g fonksiyonlarinin grafikleri verilmis-
tir.

Buna gore,
I. lim f(x)= lim g(x)
=2 x=1
Il lim (fof)(x) = lim (gog)(x)
x—2' x—-2
. lim (fog)(x) = -1
x—2"
ifadelerinden hangileri dogrudur?

A) Yalniz |
D) I ve lll

B) Yalniz Il C) Yalniz lll
E) I, Il ve lll

4. f: R — R fonksiyonunun grafigi asagida verilmistir.

AY

1

Her x gergel sayisi igin

g(Xp) = lim f(x)+ lim f(x)

X—rXg X—3Xq

biciminde bir g fonksiyonu veriliyor.

Buna gére, |im gx-1 limitinin degeri kactir?
x—=1 g(x)
A)O B) - C) L D) 1 E) 2
3 2
3)D 4)B

Limit ve Streklilik ——
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m Lf()()+ |||v'§"!I M::g
xo2 f(x)  x92 Xx

4

LimiT b= -

olduguna gore, lim f(x) limitinin degeri kactir?
X2

c) L

A)2
) 2

B) 1

6. lim f(x)=-2

x—=1"

lim f(x) =3

x—2"

olduguna gére, I|im

degeri kactir?

1 5

5
A) — B) — C) ——
) 2 ) 2 ) 2
Xx—1 Xx<a
7. f(x)={2x+b a<x<1
X+2 1<x

D) -1

f(x-1)-f(x-2)
x—3* f(|x—3]+1)

5
D) -=
) 3

E) -2

limitinin

E) -3

fonksiyonunun her x gercel sayisi icin limiti var

olduguna gére, a.b kactir?

A) -3 B) -2 C) -1

5) A 6) C

7)B

1
D) —
)2

E) 2

2
8. lim X +4x-12
x—2 [X—Z[

limitinin degeri kactir?

A)-8 B)-4 C)2 D)8

E) Yoktur

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gére,

lim [f(x) =1+ lim [f(x) +2
x—1" x—=1t
ifadesinin degeri kagtir?

A)0

B) 1

C)2

10. LY
(x)

D) 3

E) 4

Yukarida [-1, 2] araliginda tanimli f fonksiyonunun

grafigi verilmistir.

Buna gére,
) ||
lim + lim ——
x—07" f(X} x—2" f(X)

limitinin degeri kactir?

A) 4 B) 3 C)2 D) 1

8)E 9)C 10)E

—— Limit ve Sireklilik

N =

E)
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) LiMiT

C ADIM GUCLENDIRME TESTI-3 )

1. 4y

f(x)

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gére,

o f00-1
s 1201

limitinin sonucu asagidakilerden hangisine
esittir?

A)—o  B)-1 C)0 D) % E) o

2

/—1

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore,

f 1

(X)) IJ

lim + lim —

x—1" f l x—1" f(X)
X

3.

4.

5.

T

[f(x)-2|
lim 9 271 =—

x—2t

olduguna gore,

lim f(x)

x—2"
limitinin degeri asagidakilerden hangisi ola-
bilir?

A) -3 B) -2 C) -1 D)0 E)3
lim f(x)=a-2
P

lim f(x)=a+b
x—-0"

lim (x—f(x))’ =0

x—0

olduguna gore, a.b kagtir?

A) —4 B) -2 C)0 D) 1 E) 4

Her x gercel sayisi icin f ve g fonksiyonlarinin limiti
var ve sifirdan farkhidir.

i 004900
x—3 f(X}

olduguna goére, |im 9 -g(x) degeri kagtir?

limitinin degeri kactir? x>3  g(X)

1 1 2 1 3

= = b s A)-2 B) -= C) =— D)1 E) —

A) -1 B) 5 C)o D) 1 E)2 ) ) 3 ) 5 ) )2
1)D 2) A 3)E 4)A 5)C

e Limit ve Siireklilik —
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4x -3 X>2
6. f(x)=
—X+4 X<2

fonksiyonu veriliyor.

Buna gore, |im f(2x)+ lim f[ i) toplami kagtir?
X

x—1" x2"t
A) 3 B) 4 C)5 D)6 E)7
X+2 x>0
7. f(x)=
ﬂ X < 0
2

fonksiyonu veriliyor.

Buna gore, limf'(x) limitinin degeri kagtir?
x—1

A) -4 B) -3 C) -2 D) 0 E) 2

LimiT b -

M x#0
9. f(x)=1 x
2 x=0
1- x—1‘ x#1
gx)={ x-1
3 x=1

fonksiyonlari veriliyor.
Her x gercel sayisi i¢in

h(xo) = (fog)(x,) + lim (fog)(x o)

esitligi gecerlidir.

Buna gore, limh(x) limitinin degeri kactir?

x—1

A) 5 B) 3 C)2 D)0 E)~1

10. Her x gergel sayist igin
f: x — “x ten kigiik en blylk tam say!”

bigiminde bir f fonksiyonu tanimlaniyor.

Buna gére, lim f(x-2)

2 2! limitinin degeri kactir?
- (fof)(-2x) ger! kagt
2

c) -+ D)0  E)1

A)-2  B)-1 .

11.
2
[,2 \_
A X“+2x+1-1 f(2x-1)
8. Im—7—F—
X——1 |X —2|
Yukarida f(2x — 1) fonksiyonunun grafigi verilmigtir.
limitinin degeri kagtir?
Buna gore, Ilim f(x)+ lim f(x) toplami kagtir?
1 1 1 X— =1 X—-3
A) —— B) —— C)o0 D) — E)1
3 2 3 A) 4 B) 3 C)2 D) 1 E)O
6) E 7)C 8)A 9)B 10) E 11) A
—— Limit ve Sareklilik .-
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ADIM GUCLENDIRME TESTI -4
(cOzZUMLU)
1.
2/3/-= X Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gore, lim (fofofo...of) (x) limitinin degeri
x—1"
Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. kagtir? 100 adet
Buna gore,
A) —oo B) 1 C)2 D)3 E) e
[, lim f(x)=1
X—p—ea
1. lim f(x) =ee
x—2"
. lim f(x) <0
x——1
ifadelerinden hangileri dogrudur?
A TRl By Yanz i @Yl 4. vy sifirdan farkl bir gercel sayi olmak Uzere,
D) | ve lll E) I, Il velll
7|
lim (y?) xv
im ()
limitinin degeri kactir?
1
% § A —  By: Cy* Dy¥ EyY
y
X
\ 1 P
» -2
Yukarida gercel sayilarda tanimli f fonksiyonunun
grafigi verilmistir.
fim (1-x)+ lim £ > =1 5. fim XX 1-x+1
x—1" X2~ X ) Y x_‘||
. .. ) S — -
olduguna gore, ’I(l.n:lzf(x) limitinin degeri kagtir? limitinin degeri kagtir?
A) 3 B) 2 C) $ D) ! E)
2 2 3 A) -2 B) -1 c)o D) 1 E)2
1)A 2)C 3)C 4)E 5)E

— 36 —nig = Limit ve Streklilik —




6. a bir gercel say! olmak uzere,

5x—a2‘ x>1
f(x) =
X+a

fonksiyonunun her gercel sayisi icin limiti var
olduguna goére, a nin alabilecegi degerler
toplami kactir?

A) -3 B) -2 C) -1 D)0 E) 1

7. k bir gercel sayi olmak lzere,

lim f(x+1)= lim g[§}=k

x—0" x—1"

olduguna gore, asagidaki limitlerden hangisinin
degeri kesinlikle k ya esittir?

A) lim f(x-2) B) lim g(x?-4)
x—1" x—2t
C) lim f(x*-1) D) lim g(x+3)
x—17 x—0"
E) lim g(1-x)
x—=1"

8. f(x2-2x)=(x-12-4

f(x)

olduguna gére, lim limitinin degeri

x—-3 |f(X)|
kactir?
A)-1  B)O C)% D)1  E) Yoktur
6) E DE 8)B

—— Limit ve Sireklilik

LimiT

9.

10.

4

1 g(x) >0

f(a(x))=1 0 9(x) =0
-1 g(x)<0

biciminde bir f fonksiyonu tanimlaniyor.

Buna gére,

I. limf(x=1) limiti yoktur.

X1

1. lim f(x®+x) =1
x—2

N lim f(x* —=x) =0

x>0

ifadelerinden hangileri dogrudur?

A) Yalniz | B) Yalniz Il

D)l vell

C) Yalniz Il
E) Il ve lll

AY

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

(gof)(x) fonksiyonunun x = 1 igin limiti var oldu-
guna gore, g fonksiyonunun grafigi asagidaki-
lerden hangisi olabilir?

9)D




) LiMiT

ADIM GUCLENDIRME TESTi -4
(COZUMLER)

Grafik incelenirse
I. dogrudur.

X — —o icin fonksiyon grafiginin bir kolu y = 1 dog-
rusuna yakinsamaktadir.

Yani lim f(x) =1 esitligi dogrudur.

Ko—p—cs
Il. yanhstir.

x — 2% icin fonksiyon grafiginin —= a iraksandigi
gorilmektedir.

Yani lim f(x) =<= esitligi yanhstir.

x—2t
1. yanhstir.

X — =1 i¢in f(x) in y = 1 dogrusu (zerinde degder
aldigi gériilmektedir.

Dolayisiyla x — =1 i¢in  lim f(x) >0 olmalidir.

x—=1

Yani lim f(x) <0 esitsizligi yanlstir.

X—=1

Cevap A

2. Soruda verilen limitleri ayri ayri hesaplayalim.
* X — 1%icin 1 —x — 0~ oldugundan

lim f(1-x)= lim f(x) olur.
x—1" T x—=0"

Grafik incelenirse x — 07 igin  lim f(x) =-2 bulu-
nur. x—0

O halde lim f(1-x)=-2 olur.

x—1t

T

* X — 27 ic¢in iz —1" olacagindan
X

x—2 X x—1

lim f{in= Iim+f(x} olur.

Grafik incelenirse x — 1" igin lim f(x) =a olsun.
x—1"

O halde lim f[i]=a olur.

e 2
x—2 X

(*) ve (**) da elde ettigimiz sonuglar kullanalim.

lim f1-x)+ lim f[iz]ﬂ

x—=1" x—2 _ X
-2+a=1
a=23 bulunur.
Simdi lim f(x) limitinin degerini bulabilmek igin
x—2
[1, 8] araligindaki f(x) in denklemini, dogru denkle-
mi yardimiyla elde edelim.

LY
3

=X

3
Egim = - 2 ve x = 3 igin y = 0 oldugundan

i 3 9 .
dogrunun denklemi y = —Ex + 2 seklindedir.

[1, 3] araliginda f(x) in denklemi f(x) = - 2 X+ 2
oldugundan

3 9 3
limf(x)=-—:2+ —=— bulunur.
L e e

Cevap C

3. Grafik incelenirse

s X, 1 e soldan yaklasirken f(x) deg@erleri 2 ye sol-
dan yaklasmakta

e X, 2 ye soldan yaklasirken f(x) degerleri 3 e sol-
dan yaklagmakta

s X, 3 e soldan yaklasirken f(x) degerleri 1 e sol-
dan yaklasmaktadir.

Limit ve Streklilik ——
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Buna gore,
lim (fofof)(x) = lim (fof)(x)
x—=1" x—2"

= lim f(x) =1 olur.

x—37

Yani x — 17 i¢in fofof — 1~ dir.

Dikkat edilirse f U¢ defa bileske islemine girerse li-
mit 1 olarak bulunmakta. Her defasinda Ugli bi-
leske icin bu durum tekrarlanacagindan 100 adet f
bileske isleminin limiti her Ucte bir basa dénllece-
ginden asagidaki gibi esitlik yazilabilir.

lim (fofofo...of)(x) = lim f(x) =2 bulunur.
x=1" 100 adet x—"

Cevap C

4. Limit isleminde y sabit bir gercel sayi oldugundan

v =

lim (yz) Y (yz ),“’,‘;. -

X2y

esitligi yazilabilir.
x — y* igin x2 — y2 > 0 oldugundan
2 2
X° -y 2 _ 42
im [#-¥] lim ==Y
x—y' X-—Y x—y" X—Y

(x~¥) (x +y)

= lim
oy X~y
=2y bulunur.
|

lim

Bu durumda (y2 Lyt XY = (y2 )zy =y% olur.

Cevap E

5. Xx— 17igin x = 1 < 0 oldugundan

X-|x=1|-x+1 X-(1=x) = x+1

lim ————— = lim

x—1" |X—1| e 1-x
- . 2

- X-x2-X+1_ 1-x

x—1" —-X x—1" 1-x

—— Limit ve Sireklilik

4

fin her x gergel sayisi igin limiti var olduguna gore,
x =1 igin de limiti olmalidir.

O halde

lim ‘x—az‘z lim (x+a) olmalidir,

x—1" x—1"

MN-a%=1+a

1-a?=1+a veya 1-a°=-1-a
a®+a=0 a®-a-2=0
ala+1)=0 (a-2)(a+1)=0

a:U,a=—1 a=2,a=—1

1-a%/=1+a esitliginde
1+az0= az=-1 olmaldir.

O halde a nin alabilecegi de@erler toplami
-1+ 0+ 2 =1 bulunur.

Cevap E

Oncelikle verilen limitleri daha sade yazalim.
x — 0% icin x + 1 — 1% olacagindan
lim f(x+1) = lim f(x) ..(")

x—0" x -

2 ”
X — 17i¢in - — 2" olacagindan

x—=1"

lim g[%]: lim g(x) ..(")
x—2"

Buna gére, lim f(x)= lim g(x) =k olur.

x—1 x—2

O halde son elde ettigimiz esitlik yardimiyla sege-
neklerdeki limitleri incelersek E sec¢eneginde yer
alan limitin k ya esit olacag! gortlecektir. Gunku

X—-1"igin1 -x —» 2*

lim g(1-x) = lim g(x) =k
x—2%

x—-1"

Diger seceneklerdeki limitlerin (*) veya (**) esitlik-
lerinden birine uymadigindan sonuglarin k ya esit
olmasi kesin degildir.

Cevap E




8. Soruyu daha kolay yorumlayabilmek igin f in ku-
ralini bulalim.

f(x? -2x) =x% -2x +1-4
f(x? -2x) =x%-2x -3
— Mt

X X

f(x) =x -3 bulunur.

f(x)_ 0

=——=0 bulunur.
X 3 |f(x)| x—h3 X 3| 16|

Cevap B

9. |. dogrudur.

Xx—1ticinx-1>0 = lim f(x-1) =
x—1"

X—=17iginx-1<0 = lim f(x-1)=-1
x-1"

oldugundan lim f(x —1) limiti yoktur.
X1

Il. dogrudur.
x — 2 icin x? + x > 0 oldugundan

lim f(x? +x) =1
X2

1. yanhstir.

X —>0%igin X2 =x <0 = lim f(x?-x)=—

x—0"

X - 07igin x* =x>0 = lim f(x*>-x)=1
x—0"

oldugundan lim f(x) limiti yoktur.
x—0

Cevap D

LiMiT —

10. x =1 igin (gof)(x) fonksiyonunun limiti varsa bu nok-
tada sag ve sol limitler birbirine esit olmalidir. Yani

lim (gof)(x) = Ilm (gof){x) olmalidir.

x—1"

f fonksiyonunun grafigi incelenirse

x — 1% icin f(x) degerleri 2 ye soldan yaklagsmak-
tadir.

O halde
lim (gof)(x) = lim g (f(x)) = I|m g(x) ...(1)

o
X — 17 igin f(x) degerleri 1 e sagdan yaklasmak-
tadir.
O halde
I|m ) (gof)(x) = Ilm g (f(x)) = lim g(x) ..(2)
———

x—7
11—

Buna gore, aradigimiz g fonksiyonunun (1) ve (2)
deki limitlerin esit olmasi gerekmektedir.

Secenekler incelendiginde B secenegindeki grafigi
verilen g fonksiyonu bunu saglamaktadir.

Culnkl B secenegindeki grafige gore,
lim g(x) = lim g(x) =1 bulunur.

x—2" x—-1"

Cevap B

Limit ve Streklilik ——
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LimiT

GENISLETILMIiS
GERCEL SAYILAR KUMESI

lim (x) =k

X—a

isleminde limit tanimini verirken a ve k y! birer ger-
cel say| olarak tanimlamistik.

AY

Yukaridaki gibi grafige sahip bir f fonksiyonunda x
in istenildigi kadar blylk ya da istenildigi kadar
kiclk secilme durumlarini == ve —= sembolleri ile
ifade ederek x — < ve X — —= i¢in limit ne olaca-
gini grafik tUzerinden 6nceki adimlarda yorumla-
mistik.

Fonksiyonlarin yapisi geregi karsimiza ¢ikan son-
suz kavramini gercel sayilar kimesi icerisine dahil
ederek olusturulan kimeye genisletilmis gercel
sayilari kiilmesi denir. Bu kime

R =R U {~, s}
biciminde gosterilir.

Burada —= ve = un birer gergel sayi olmadigi unu-
tulmamalidir. Bu kiimenin olusturulmasinda amag¢
fonksiyonlarin sonsuzda limitlerini tarif etmektir.

Oncelikle bu kiimede bazi islemlerin nasil yapildi-
gini gosterelim.

Genisletilmis Gergel Sayilar Kiimesinde islem-
ler

a herhangi bir gercel sayi olmak (izere,
L ] a+oo=o0c0
e a>0=a-cc=0

e a<0=a00=—o0

Limit ve Sureklilik

L ]
»
A
U
QO

3
I
o

Yukarida belirtilen durumlar disinda yer alan ve
sik karsilasilan e — = ve 0.e islemleri, ilerideki
adimlarda anlatilacak olan limitte belirsizlik du-
rumlari icerisinde ele alinacaktir,

Sonsuzda Limit

X — == V& X — —= i¢in bir fonksiyonun limitini arag-
tinrken bu fonksiyonun tanim kidmesinin batdn
sonlu sinirlart astiginda davranisini belirlemek is-
teriz.

Ornegin,

f(x) = 1 fonksiyonu sifirdan farkli tdm x degerle-
X

ri icin tanimhdir.

Bu fonksiyonunun sonsuzda limitini bulalim.

Genigletilmis gercel sayilar kiimesindeki islemleri
hatirlayarak;

li 200 = lim =0

X—h= x—3ee X
. v ]
lim f(x) = lim — =0 bulunur.
Koo X—3-o0 X

Sonsuz Limit

Limit isleminin sonucunun <= ve —= ile tarif edilme-
si, bir fonksiyonun bir noktadaki limiti bulunurken
kullanilan bir yazim seklidir. Daha énce de hatir-
lattigimiz gibi limitin sonucunun = ve —< ile géste-
rilmesi limitin var oldugu anlamina gelmez. Sade-
ce bu gosterimle fonksiyonun < veya —e a dogru
iraksandigi anlatiimaya calisilir.

Ornegin;

1 : 5
f(x) = — fonksiyonunun x — 0* ve x — 0" igin li-
X
mit islemlerinin sonuglarini = ve —= sembollerini

kullanarak ortaya koyabiliriz.




LimiT

r R X — e igin 2% = oo
- w3
X — oo Igin 27" = e 0
s 1 ;
X — o= igin a 0 seklinde sonuglanir.

O halde,

Iim[2x+2'x+1]=m+0=m
X—»oa X

seklinde sonuglanir.

Yukandaki grafik incelenirse x in sifira sagdan

yaklasirken ) ifadesi her defasinda blylyecek

X
ve sinirsiz bir bigimde bu biytime devam edecek-

tir. O halde x — 0" icin f in bir limiti yoktur ve bu

sonucu f in sonsuza yéneldigini gostermek icin lim {xz —1]
K=o X
lim f(x)= lim 1 = limitinin sonucunu bulalim.
x—07F x—0" X
seklinde tarif ederiz. Céziim
x in sifira soldan yaklasirken A ifadesi her defa- X — —o i¢in %2 3 oo olUr
3 A
sinda kucilecek ve kigllme sinirsiz bir bicimde . 1
X — —e igin — 0 olur.
devam edecektir. O halde x — 07 nin f in bir limiti X
O halde,
yoktur ve bu sonucu yani f in sinirsiz kiigtlmesi 1
lim [xz ——]:m—o =co oOlur.
durumunu am X

1
|. f = I' — = —0a
im f(x) = lim .

x—0" x—0"

seklinde tarif ederiz.
= = lim sin{—]

( ADIM PEKISTIRME ) = LK

-n limitinin sonucunu bulalim.
Cozim

Daha kolay yorumlamak adina degisken dontisimu kul-
lanilabilir.

Iim[2"+2""+ 1]
X

X—poa

limitinin sonucunu bulalim.

1
t= — olacak sekilde dustnilirse
X

X —» e igin t — 0* olur.
Genigletilmis gercel sayilar kimesindeki islemleri hatir- _
ST (. .
larsak; lim sin| — [= lim sint =0 olur.
X—peo =0t

Limit ve Streklilik ——
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LimiT

C ADIM PEKiSTIRME TESTI )

1
1. lim| -
x-}O[ Xz]

limitinin sonucu nedir?

A) —oo B) -1 C)0

;
2. lim (:ﬁ +9"‘J
X—pee

limitinin sonucu nedir?

A) o B) 4 C)2

3. lm |x|3~x3 +3")

X—3—s0
limitinin sonucu nedir?

A) oo B) 3 C) 1

4. lim (l+2”"]
%07 X

limitinin sonucu nedir?

A) oo B) 2 C) 1

1) A 2)D

—— Limit ve Sireklilik

3)A

D) 1

D) 1

D)0

D) 0

E) e

E)0

E) —oo

E) —o

4)E

5.

4

lim cos| — !
X—poo X2
limitinin sonucu nedir?
A) oo B) 1 C)o D) -1 E) —o
lim 4(—x+sinx)
p p—
limitinin sonucu nedir?
A) oo B) 4 C)1 D)o E) —
Y
lim [2 x 27X +1}=1
olduguna goére, a yerine
l. e
1. (—e<)
1. 0
ifadelerinden hangileri yazilabilir?
A) Yalniz | B) Yalniz Il C) Yalniz Il
D) I ve lll E) Higbiri
( —-X
lim L 1 2 ]
Xx—ree| X
limitinin sonucu nedir?
A) o B) 2 C) 1 D)o E) —=
5)B 6) A 7)E 8)D
-
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TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN
LIMITI

Trigonometrik fonksiyon olarak ifade edilen sinus,

kosinis, tanjant, kotanjant fonksiyonlarinin tanim

kiimesindeki her bir degere karsilik limiti vardir ve

bu limitin degeri fonksiyonun o noktadaki degerine

esittir.

Ornegin,

5 TT
® |im cosx =cos — 1
n 3

H—p—

3

S . T
e |lim sinx =sin —
n 2

X —r—

2

i
2

e limtanx =tanm =0

b8
e |im cotx =cot— =1
Lid 4 X—T

X——

4

DiI(KATo

Trigonometrik fonksiyonlarda sagdan ve sol-
dan limit incelemelerinde bu fonksiyonlarin bol-
gelere gore isaretlerine dikkat edilmelidir.

-

( ADIM PEKISTIRME

m € [1, 10] olmak (zere,

(sinx) -3 _
™ cos(mx) —1
2

olduguna gore, m nin kag farkl tam say degeri ala-
bilecegini bulalim.

Cozum
X — g icin limitin 1 e esit oldugu bilgisi verilmistir.

Limiti alinan ifadede x yerine % yazalim.

sin ﬂ)—3
; (sinx) -3 2
lim = - =1
 cos(mx) —1 [ m
x> sLmE =1

LimiT <

sing =1 olduguna gore,

i

1-3
:1=>cos[

mm
=2 2
e

mm
cos{ 7 J = -1 olur.

m € [1, 10] oldugu biliniyor.

‘mn
cos| —

n ya da 7 nin tek katlari olmasi gerekir.

sqa g A PR 111 .
—1 esitliginin saglanabilmesi icin > nin

O halde m tam sayisi 2, 6, 10 degerlerini alabilir. Yani 3
farkli m tam sayisi vardir.

. tanx+cotx
lim ———

xont

tanx +cot x 3 tanm+cosm
sinx sinm

limitinin esitini bulalim.

lim
x—nt

1

_F_

1

0

—(—oo) = oo

1)

Burada x — n* oldugundan x in 3. bélgede yer aldigi dii-
stnlImelidir. Bu nedenle, x — n* igin sint* — 0~ oldugu-
na dikkat ediniz.

. sinx . .
lim limitinin esitini bulalim.
7~ COS3X
X—»G

- m ;
X— : oldugundan 3x — 5 olur. Yani 3x in 1. bél-

gede oldugu anlasiimaktadir.

no, ;|
x—>€ icin 3x—>§ ise cos3x — 0% olur.

Buna gore limitin esiti
1
2

=eo bulunur.

sinx
—cos3x 0
X—)E

Limit ve Streklilik ——
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LimiT

C ADIM PEKiSTIRME TESTI )

. 1 1
1. lim -
x—0"| COSX  sinX
limiti neye esittir?

A) —oo B) -1 C)0

. COSX
2. lim

x—nm =X
limiti neye esittir?
A) o

B) 1 C)0

1
3. lim 2cosx-sinx
x—0"

limiti neye esittir?

B) 0 o) |

&) oo
) 2

sin(-x)
o+ sindx

X—p—
4

limiti neye esittir?

A) —oo B) -1 C)0

1)E 2) A

—— Limit ve Sireklilik

D) 1

D) -1

3)B

D) 1

D) 1

E) e

E)—DO

E) o

E)w

4)E

5.

7.

4

cos? 2x —sin?2x

lim -
i o 2sin3x
2
limiti neye esittir?
A) 2 B) -1 Cc)o D) i E)
2 2
Jhy H H
o= w15
2 2
Yukarida y = tanx fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gére, lim 2" [imiti neye esittir?
X—)E
1
A) oo B) 1 C) 2 D)0 E) —o
=)oz
lim | cos —sin
X—yoo X X
limiti neye esittir?
A) o B) 2 C)1 D)0 E) —o
a tam sayi ve a € [0, 8] olmak Gzere,
: X
lim [ ] =0
an | cosx
X )[ 2
olduguna gére, a nin alabilecegi degerler
toplami kagtir?
A)3 B) 4 C)8 D) 10 E) 16
5)A 6)D 7)C 8)D
-
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LIMITTE BELIRSIZLIK DURUMLARI

Limitte belirsizlik kavrami, bir fonksiyonun herhan-
gi bir noktada limiti incelenirken ve ilk anda yorum
getirilemeyen durumlar icin kullanilir.

Bir limit islemi incelenirken karsilasilan

D=

0
durumlar belirsiz durumlar olarak adlandirilir. Li-
mit incelenirken bu durumlarla karsilasilirsa cebir-
sel islemler (sadelestirme, payda esitleme, genis-
letme gibi) yardimiyla belirsizlik gideriimeye limitin
yakinsandigi deger belirlenmeye calisilir.

0

— BELIRSIZLIGI

. f(x

lim Q limitinde,

x—a g(x)

lim f(x) =0 ve limg(x)=0 ise
X—a X—»a

lim 10 belirsizligi vardir
ong0 0 irsizligi s

belirsizligini gidermek igin limitte belirsizlige
sebep olan ifade ya da c¢arpanlar sadelesme yo-

luyla ortadan kaldiriimaya calisilir.

LimiT

Ornegin:

- x-1
lim E
x1 X—1

0
0

. 1-cosx O
lim — =
x—=0 Sinx 0

. _T+cos(mx) O
lim———=—
x—1 (X —1)2 0

X2y — xy?
K=Y

lim
Xy

—
0

limitlerinde . belirsizligi bulunmaktadir.

C ADIM PEKi$TiRME )
o
ET1 x% -1

limitinin esitini bulahm.

Cx*-x 0
lim 5 =—
x=1x“-1 0

Belirsizligi ortadan kaldirabilmek igin pay ve paydadaki
ifadeleri dlizenleyelim.

x*-x  x(x*-1)

X2 -1 (x=N(x+1)

Q(/‘If(x2 +Xx+1)
= X, = —
=T (x+1)

B x.(x2+x+1)
T (x+1)

Pay ve paydada sifiri olusturan ¢arpan sadelestirildi.
Simdi limit islemini gerceklestirelim.

2
lim M = E bulunur.
x=»1 (X+1) 2

Limit ve Streklilik ——
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§fx - Jx

lim———

x— 1-1\/_ %.";

limitinin esitini bulalim.

Coziim
- ¥x-Vx o
¥x-gx 0

Belirsizligi ortadan kaldirabilmek igin islem kolayhgi
sag@layacak bir diizenleme yapalim.

Kok dereceleri 2, 3 ve 6 oldugundan bu sayilarin okek i
olan 6 yi kullanarak x = t® déniisimi yapalim.

x — 1i¢in t — 1 olacagindan limit

Ve - Jt? - -
x—>1§j_ J_ x—>1t t2

sekline doénusr.

Simdi belirsizligi giderelim.

lim——— =limt =1 bulunur.

1t~ o

e x? - 2x
x—2 1— \[X 1

limitinin esitini bulahm.

Cozim

e x?-2x 0
x—2 1— \/X 1 G
Belirsizligi ortadan kaldirabilmek i¢in paydadaki ifadenin

eslenig@i ile pay ve payday carpalim.

x2-2x  (1+¥x-1)  x(x-2).(1+vx -1)

1-dx—1 A+dx-1)  1-(x-1)
X (x~2).(1+x 1)
a o

==X-(1++vx-1) olur,

—— Limit ve Sireklilik

4

lim (=x —=xyx =1 )=-2-2 = -4 bulunur.

x—2

olduguna gére, a + b toplamini bulalim.
Cozim

Limit isleminde kesrin paydasi x — 0 i¢in sifira esit
olurken pay kisminin da x — 0 igin sifira esit olmalidir.
Culinkl payda sifira giderken limit isleminin 1 gibi bir reel
saylya esit olabilmesi igin belirsizligi olusmaldir.
Aksi halde payda sifira giderken pay kismi sifirdan fark-
I bir saylya giderse limit +== a iraksar, bir reel say| elde

edilemez.
O halde,

x—=0ign 0-0+b-1=0
b =1 bulunur.

3_ 2_ L
jim XA _ o XOE-a) _0-a_, o
x—0 )(2—)( x—0 X/(X—‘I) 0-1

Buna gére, a + b =2 bulunur.

. cos*x-sin®x
I|m —2
at  1-cos®4x

xaz

limitinin esitini bulahm.

Cozim
. cos*x-sin*x 0
lim Z =

xt  1-cos<4x 0
X )4

Belirsizligi gidermek igin pay ve paydayi dizenleyelim.

=¥ L 47 —



HATIRLATMA @

e C0s2x = cos?x — sin?x
e sin2x = 2sinx.cosx

e cos®x +sin®x=1

1

——
cos*x—sin®x _ (cos?x —sin®x) -(cosx +sin’x)
1-cos? 4x sin? 4x
cos 2X -
=— elde edilir.
sin“ 4x

. cos2x O
lim ——— =
ztsincd4x 0
X ?4

oldugundan sadelestirmeye devam edelim.

sindx = 2sin2x.cos2x oldugundan

- cos2Xx i co52X
ntsindx "+ 4sin?2x. cos?2x
4 4 cos2x

. 1
= lim ———
=* 4sin® 2x.cos 2x
)t—i-E-

+

X — : icin cos2x — 0~

; = i = —e bulunur.

410 O

AY

f(x)

Yukarida y = f(x) paraboltniin grafigi verilmistir.

i f(n +h[:—f(n} -1(3)

h—0

olduguna goére, n kactir?

im f(n+h)—1f(n) _ f(n) —f(n) _ 0
h—0 h 0 0

Belirsizligi gidermek i¢in éncelikle f in denklemini yaza-
lim. f parabollniin baskatsayisina a dersek, f fonksiyo-
nu f(x) = a.x.(x — 4) = ax® — 4ax seklindedir.
f(n+h) =a.(n+h)? —4a(n +h)
=an? +2anh + ah? —4an-4ah
f(n) =an? —4an
f(n+h) - f(n) = 2anh + ah® —4ah

2anh+ ah? - 4ah K (2an +ah-4a)

lim = lim
h—s0 h h—0 H
=2an-4a

Parabol denklemi yardimiyla f(3) in esitini bulahm.
f(3) =a32-4a3 =-3a
Simdi iki sonucu esitleyelim.

2an—-4a=-3a

1
2an=a=n-= 2 bulunur.

lim (cos x.cos 2x —sinx.sin 2x) 21
x—0 sin6x

limitinin esitini bulalim.
Cozum

lim (cos x.cos 2x —sinx.sin2x)? —1 0
x—0 sin6x 0

HATIRLATMA 0

e cosa.cosb - sina.sinb = cos(a + b)

Bu hatirlatma yardimiyla limiti duzenleyelim.

. (cos(x+2x))-1 .. cos?3x -1
lim , = lim -
x—0 sin6x x—0 Sin6x

sinBx = 2sin3x.cosx ve sin?3x = 1 — cos?3x ise

_ —sin®3x _ -sin3x 0
lim — = lim =—=0 bulunur.
x>0 2SIA3X.COSX  x02c0s3x 2
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LimiT

C ADIM PEKiSTIRME TESTI )

. (x* =22 (x=1).(x+2)
L LITn (x% -1).(x* +x-2)?

limiti neye esittir?

1 1
A)O B) — C) =
) O
3x 2% X
PO . el
X0 1-e*
limiti neye esittir?
A) e? B) e(e + 2)
D)2
g
3 lim tan® x s;n X
x-n 1-c0s“X
limiti neye esittir?
A - B)-1  C)o
2
1)D 2)E 3)C

—— Limit ve Sireklilik

3
D) =
)2

E)3

D) 1

E) 1

C) 3e

E) 2

4

-
4, lim 5

eX X4 =X

limiti neye esittir?

A) o B) e C)1 D) %
5. |]m$
x—23 X°-9

limiti neye esittir?

1 1 1
B) — = Bi =
AL ) 172 © 3 ) 3

E)0

E) 1

6. ave b sifirdan farkli gergel sayilar olmak lzere,

olduguna gore, a.b ¢carpimi kactir?
3 1 3 1
A) — B) — C) — D) -—
) 2 ) 3 ) 5 ) 2
4) A 5)B 6)E

=¥ L 49 —



) LiMiT

. COSX.COS2X.cos4x
T: lim -
at sin8x

x iy
2

limiti neye esittir?

1 1
A= B) -, ¢o D g E) e
(xvx =1)°

8.
o (XX —2). (X —1)2

limiti neye esittir?

3 1 1 9
A) —  B) — C)— D — EO
) 3 ) 12 ) & ) 2 )

9. Gergel sayilarda tamimli f fonksiyonu ile ilgili asagi-
dakiler bilinmektedir.

e Grafigi bir parabol belitmekte ve x = 2 de x ek-
senini kesmektedir.

e (1, —1) noktasinda f en kigik degerini almak-
tadir.

2(x+1)-2(2)

Buna gére, Iim limiti neye esit-

x—1 X -
tir?
A) 2 B) 1 C)o D) -1 E) -2
7)D 8)D 9)C

T

10. AY

Yukarnda y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, asagidaki limit iglemlerinin hangi-

sinde % belirsizligi gerceklesir?

A) lim fix+1)-f(x) B) lim f(x-2)
vott  x—1 x—2t f(3-x)

C) lim f(—x)+f(3-x) D) lim f(x)
xor f(x+1) xs2” f(x=1)

E) fim X010
x—0* X

11. lim f(x+1)=2 olmak lzere,
x—0*

lim M:
x—2 f X
2

olduguna gére, asagidakilerden hangisi kesin-
likle dogrudur?

1

A) lim f(x-1)=0 B) lim f(x) =1
x—-1* x—1"

C) lim f(x+1)=2 D) lim f(3-x)=0
x—2" x—-2*

E) lim f1-x) =0

x—0"

10)C 11)D

Limit ve Streklilik ——
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sinx

iGEFIEN LIMITLER
.. 0 T
Bu adimda x — 0 icin a0 belirsizligi iceren
lim S limitinin esitini ve bu limitin sonucu ola-

x—0

0 e e s
rak bazi o belirsizligi iceren limit islemlerinin so-

nucunu da 6grenmis olacagiz.

. sinx . -
Peki lim —— limitinin sonucu neden énemlidir ve
x—0 X

bir kural olarak anlatiimaktadir?

Bu limit islemiyle; f(x) = sinx ve f(x) = cosx fonksi-
yonlarinin tirevi hesaplanirken karsilasiimis ve
cozimu aranmistir. Yani bu limite trigonometrik
fonksiyonlarin tirevinin hesaplanmasinda ihtiyag
duyulmustur.

* f(x)= S':X fonksiyonunun grafigi asagidaki

gibidir.
AY
1
V=5
S/ N\ /NS
I 2z\_J/-n n\_J/2n } =

Grafige bakilirsa lim BRE g oldugu acikca go-
x—0
rlilmektedir.

* Bu limitin sonucunu bir de cebirsel yolla gés-
terelim.

Ceyrek birim cember yardimiyla asagidaki gibi
alanlar arasinda bir siralama elde edilir.

Tarall dilimin alani: A(OAP)
e -
A(OAP) < A(OAP) < A(OAT)

sin0 0 tan0
s
2 2 2

sinB<B<tand

LimiT

—— Limit ve Sireklilik

Son elde ettigimiz esitligi sin0 ya bolelim.

0 1 sin®
=il >cos0 olur.

1< — <
sin@ cosH 0

sin® —_
Simdi cosB < Sa <1 esitsizliginin her tarafinin

X — 0 igin limitini hesaplayalim.

: < lim1
x—=0

. . sin
lim cos 0 < lim
x—0 x—0

. sinB
1< lim ——<1
x—0

sin®

Sikistirma teoremi nedeniyle lim S0 —1 olir.
x—0

Bu limit isleminde elde edilen sonug yardimiyla

benzer limit problemlerinin ¢ézimi de hesaplana-

bilmektedir.

Ornegin:

lim M limitinin sonucu bulalim.
x—2 X—2
Coziim:

im sml(x—2}_ _ 0

X2 X-2 0

Limit isleminde x — 2 = t dénistimu yapalim.
X — 2 icin t — 0 olur. O halde,

sin(x -2)
x-2

. sin
=lim
to

; t
lim =1 bulunur.

x—2

Ornegin:
. tan3x
lim
x—0

limitinin sonucu bulalim.

Céziim:
i tan3x _ 0
x—0 2X - 0

1

sin3x . 1
- lim
x—0 COS 3X

: sin3x
lim—=
x—0 2X.C0S3X x—0 2X

lim 313X fimitinde 2x = t d8nsGma yapalim.,

x—0

X — 0icin t — 0 olur. O halde,




LimiT

: C ADIM PEKIiSTIRME )
e s
. sin3x . sint 3. sint 3
lim = lim ——=—lim——=— bulunur.
el e (GRNEK (
3 3
sin3x X
- li - +
Ornegin: x—0| sin2x  tan3x
TAR3X e
x50 SinX
Cozim: Cozim
m tan3x =_Q_ i sin3x L X 0
x-0 sinx 0 x-0l sin2x tan3x | 0
1
- sindx - i3y Fim T Adimda 6grendigimiz genel sonuglari bu sorunun ¢o-
x—0 SiNX.c0s3X x-—0 sinX x-0cos3x zimtnde kullanalim.
3 . sin3x X _ 3 1
lim ST‘ i isleminde pay ve paydayi x e bdlelim. 1'_";'0 sin2x * X'Lno tan3x 2 T3
x—0 sinx
11
sin3x lim sin3x =5 bulunur.
fim—X_—xs0 X _3_g
x50 SiNX im SNX 1
X x—0 X
Simdi tim anlattiklarimiz sonucunda asagida-
ki genel sonuglan elde edebiliriz.
x — a icin f(x) — 0 olmak iizere, lim sin” 3x
in(f f x—0 X.fanx
L SOOO) 10
x—a f(X) x—a sin(f(x)) limitinin esitini bulalim.
Yukaridaki islemlerde sin yerine tan yazil-
sa da esitlikler gecerlidir. Céziim
I. lim M:E lim sin? 3x _ 9
x—a Nnf(x) n x-0 X.tanx 0
nfx) _n Verilen limit islemini diizenleyelim.
x—a sin(m.f(x)) m , \
Yine yukaridaki esitliklerde sin yerine tan im Sin3x.sindx _ . sin3x . sin3x
yazilirsa esitlikler gecerli olur. x-0  X.anx x0 X x—0 tanx
=3-3=9 bulunur.
. lim sin(m.f(x)) . tan(m.f(x)) _m
" xoa sin(nf(x)) x—a tan(nf(x)) n
im BN _ - sinmf() _m
x—a sin(nf(x)) x-atan(nf(x)) n
DiKKATo lim sin(1-cos x)
x—0 sinz X
0
Yukaridaki islemlerin 0 belirsizligi ile karsilasildi- limitinin esitini bulalim.
ginda gecerli oldugu unutulmamalidir.
= R
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Coziim
. sin(1-cosx) O
fim———a—=—
x—0 sin? x 0

Verilen islemi adimda verdigimiz kurallari uygulayabile-
cek sekle dontstirelim.

sin®x = 1 — cos®x olduguna gére,

sin(1-cosx) _ sin(1-cosx)

lim 5 =
x=0 1-c0s“X x—0 (1-cosx).(1+cosx)

. sin(1—-cosx) 1 1
lim -lim =—
x-0 (1-cosx) x-o(1+cosx) 2

1 1

2

y 2 _
lim sin(x® —4)
x—2 xX-2

limitinin esitini bulalim.

Coézdim
;g
lim sin(x® - 4) :E
X—2 x—2 0
e o sinf(x) . -
X — 0 igin f(x) — 0 ise lim =1 oldugunu biliyo-
x-0  f(x)

ruz.

Bu soruda bu kurali uygulayabilmek igin sinUs iginde yer
alan x? — 4 ifadesi payda da yer almalidir. Bunun icin li-
mitte verilen ifadenin pay ve paydasini x + 2 ile genis-
letelim.

_sin(x®-4) x+2
lim ———- .
X232 X—2 X+2

. sm(x
lim 27
X—2 X" -

1

’-—-——-—'\-——-—«
4

(x +2)J, lim M- im(x +2)
X —2

=1.4 =4 bulunur.

—— Limit ve Sireklilik

LimiT =

4

. X+sin2x
lim ——
x—=0 X° +tan3x

limitinin esitini bulahm.

. X+sin2x 0
lim — =
x-0 X°+tan3x 0
Adimda verilen kurallari uygulayabilmek igin limitte veri-

len ifadenin pay ve paydasini x e bélelim.

X+ sin2x ) 1 N sin2x
lim % = lim XX
x—0 X% +tan3x  x—0 tan3x
X+
X X
g . sin2x
lim 1+ lim
— x50 x—0 X
. . tan3x
lim x+ lim
x—0 x—0 X
1+2
=——=1 bulunur.
0+3
fin Jsin2x
x>0 QHJ;

limitinin esitini bulahm.

( Gozim )
lim Vsin2x 0
x—0 SII“IJ_

Adimda verilen kurallari uygulayabilmek igin limitte veri-
len ifadenin pay ve paydasini Vx e bélelim.

lim
lim [_ _ %0 X
x—0 s:nJ_ lim sin\/;
Jx x-0 X

sin2x

lim
x—0 X

s sin\/;
lim

x—0 J;

\/_
1

\E bulunur.




L [ 1-cosX )
lim sin

x—0 X2

limitinin esitini bulalim.

Cézim

e cosx (1-cosx)
lim sin Ilm e
x—0 X

0
0

[ 1-cosx
lim >
x—0 X

olduguna gére, bu belirsizligi ortadan kaldirmaya c¢a-
lisalim.

HATIRLATMA @

cos2x =1-2sin%x

, e
olduguna gére,cos x =1-2sin? . olur.

O halde,
1—[1—2sin25]
. 1-cosx 2
lim = lim =
x—0 X x—0 X
2sin? X
= lim —-2
*x—0 X
2
. X
sin—
=2.| lim —2
x—=0 X
2
=2- : :1 bulunur
2 2
Buna gore,

. ,[1—005){) [1]
lim sin 7 =sin olur.
x—0 X 2

LimiT b=

.2, .
. sIn“(sinX
lim SI"(ENX)
x=0 X.tanx

limitinin esitini bulahm.

, sin2(sin x) 0
lim =
x—=0 X.tanx 0

Verilen ifadeyi diizenleyelim.

sin(sinx) -sin(sinx) 0

lim -
x—0 . sinXx 0
cos X

. sin(sinx . sin(sinx
={Ilmmsx]{h ( ) [Itm ( )]...(*}

x—0 —0 sinx * -0 X

1

. sin(sinx) O
lim Sinsin) =—
x—0 X 0

isleminde kurali uygulayabilmek igin sin(sinx) ifadesinin
paydasinda sinx bulunmahdir. Bunun igin kesrin pay ve
paydasini sinx ile ¢arpalim.

lim -
x—0 X sinx

sinx x—0 X
1 1

=1.1=1 olur.

sin(sinx) sinx =[ o sin(sinx) ][ ™ sinx ]
x—0

Bu sonucu (%) da yerine yazarsak;
D
sin“(sinx
lim ( )
x—0 X.tanx

=1.1.1=1 bulunur.

Cunkl x — <= igin sinx bir say| olarak davranirken

payda sonsuza gider,

Yani

. sinx sayl

lim —:—y:o olur
K= X oo

Limit ve Streklilik ——
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C ADIM PEKiSTIRME TESTI )

x% —sinx B

1. [ lim 0

x—0 X

sin(ta
T i Lt Y
x»0  tanx

: 2%
. lim—-=2
X—= SINX

Yukarida verilen esitliklerden hangileri dogru-

dur?

A) Yalniz |
D) Il ve lll

B) Yalniz Il
E) I 1l velll

C)lvell

]
. sin“2x

2. lim .
x—0 X.Sin6x

limiti neye esittir?

A0 B) C)

2
D) — E) oo
6 )3 )

[A RN

sin(2x -2)

3. lim 5

=1 X7 +x—-2
limiti neye esittir?

A) 2 B) 1 C); D)l E) 0

sinx
-1

4. lim X
w0t X—sinX

limiti neye esittir?

A) —so B) -1 C)0 D) 1 E) oo
1)B 2) D 3)C 4)A

—— Limit ve Sireklilik

LimiT

4

v G .
5 lim sin“(2sinx)
x>0  2tanx

limiti neye esittir?

A) e B) 2 C)1 D) % E)O
6. lim sin(cos x)
& X.cotx
limiti neye esittir?
s 2
A)n B) — C) — D) 1 E)O
2 b1

3 : 6
sin” x—sin” x
7. fx)=————
) x? .tan3x

olduguna goére, lim f(x) neye esittir?
x—0

1 1
A) e B) 1 C) 5 D)0 E) %
3 i (1—_2::05;‘2 x)2 -1
x—0  sinx-tan2x
limiti neye esittir?
A) 4 B) 2 )1 D) -1 E) -2
5)E 6)C 7)C 8)E

am o 55 —



JX +sinyx

9, lim
x—0" X-+/2tanx

limiti neye esittir?

A) o B) v2 C)1 D)

V2
2

10. a sifirdan farkl bir gercel sayi olmak iizere,

[ X . (a

sin| — sin| —
. a . X
lim = lim

x—0 x2 +X X —3oo 4

olduguna goére, a kactir?

A) 4 B) 2 C) V4 D) V2
1. lim 5|n(1.—2c:osx)
x-0  sin“x
limiti neye esittir?
A)O B) d C) i D) 1
4 2
9)A 10)C 11)C

LimiT

E)0

E) 1

E) 2

T

. COSX-COoS2X-cos4x-sin8x
12. [im
X0 tan6x

limiti neye esittir?

1 4
A) -1 B) - c)o D) 1 E
) ) 5 ) ) ) 3
3 —
13, lim " g" f‘)z
x—n (T° —X%)-sin“ X
limiti neye esittir?
1 1
A) —— B) —— c)o
) 2n? ) 2n )
D) ! E) 1
2n
14. lim sinx.cosh—sinx —cos x.sinh
h—0 h
limiti neye esittir?
A) -1 B)O C) -sinx
D) —cosx E) sinx — cosx

12)E 13)B 14) D

Limit ve Streklilik ——
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i ™~ & ~
o
N
i = H m‘!lk
oo SR m ve n dogal sayi olmak Uzere,
— BELIRSIZLIGI )l
= 8
n=m ise b

X — aicin . ax"+a _x"'+.+a, £
lim =in>m ise Foo

m m-1
x>%a b X +bp x4+ by

lim f(x) =Fe= ve limg(x) =F-= esitlikleri gecerli
X—a

X—a n<m ise 0

ise

e T o Pratik kurala gére,
lim —- limitinde — belirsizligi ortaya gikar. Bu

x—a Q(X) eo

s Pay ve paydada en biyilk dereceli terimlerin

belirsizligi ortadan kaldirmak icin sadelesme ya- dereceleri esitse limit, bu terimlerin katsayilar

pilabilir. orani olur.
* Payin derecesi blyiikse limit —- veya <= a esit
Ornegin: olur.
2% + x +1 * Paydanin derecesi daha buyikse limit sifira

oo
lim ————=— esit olur
x-m3)(3+x+2 oo $ :

limitinde gerceklesen belirsizligi sadelesme

yoluyla giderelim. ( ADIM PEKiSTIRME )

Bunun igin pay ve payda en bilyik dereceli terim-

lerin ortak parantezine alinir.

2 3 _
Sredaed)  gad,d o (L0 s
_ A _ 2+;§*+-x? xom (X7 =1)(x° +1)
lim = lim —5——
K—peo 1 2 K—poo 1 2 S e
)(3( 3=t 3+—+— limitinin esitini bulalim.
X X b ¢
Sadelesme sonucunda son elde edilen limitte Céziim
X —»eeicin ;12- —0ve ;(%—)0 olacagindan O+ +x-1) _=
xoe =N +1)
A
: 2+ 5+ 3 2 Adimda verilen pratik kurali uygulayabilmek igin pay ve
lim —X—X_ -~ pulunur. . , - o
Xbes o 1 I 2 3 paydayl duzenleyip en blyuk dereceli terimleri bulalim.
G2 @ o3
X“ X

Pay kisminda garpma islemi gergeklestirirsek en buylk
dereceli terim x° olur, paydada ise x® olur. Diger terim-
lerin dereceleri daha kicilk oldugundan bu terimlerin

Simdi yukaridaki 6rnekte oldugu gibi pay ve pay- }

- limit isleminde bir belirleyiciligi yoktur.

dasinda polinom bulunan ve x igin — belirsizligi

« O halde paydanin derecesi daha bilyk oldugundan,

iceren limitler icin pratik bir kural verelim.
2 3 5

im (& :1)(:( :x L = lim 5 =0 bulunur.
X—peo (X —1)(}( +1) Xx—pes X

—— Limit ve Sreklilik o 57 —



2 3
lim (2x° +x+1)

Wo—pom x4 + i

x2

limitinin esitini bulalim.
Cézim

e @x2+x+1)°*

X—poo X4 + —
X

oo
oo

Pay ve paydadaki en blyuk dereceli terimleri bulahim.
Bunun igin ifadeyi diizenleyelim.

im (2x? +x+1)°

X—peo

@2x%+x+1% %2
1 = lim =
x4+—2 X —pem X~ +1
X

i ((2)(2)3+..‘)>(2
X—3ss x® +1

. (8x%+..)-x?
= lim %
X—poo X" +1

o 8xP+..
= lim 5
x—e X° +1

= o0

Payin derecesi paydanin derecesinden blylk oldugun-
dan limit = a esit ¢ikar.

!

2

lim| ax+b+ 5
X“+2

X—poa

x3+1J_3

olduguna gore, a.b degerini bulalim.

X — e igin verilen ifadenin % gibi bir reel sayi ¢iktigi
gordliyor. Bunun gergceklesmesini saglayan a ve b sa-
yilarini bulabilmek igin limiti alinan ifadeyi dizenleyelim.

Payda esitlersek;

LimiT b=

4

ax® +bx? +2ax+2b+ x> +1

lim

X—>ea x%+2

. (a+1)x3+bx2+2ax+2b+1 3
lim 5 =—
X—poo X +2 2

Sonucun % cikabilmesi igin pay ve paydadaki en bu-
ylk dereceli terimlerin dereceleri ayni olmalidir. O halde
pay kisminda x® Ii terim bulunmamalidir. x° 1i terimin

bulunmamasi i¢in a = =1 olmalidir.

. bx?*+2ax+2b+1 b
lim > =—
X—3oo X +2 1

O halde

VX% +2 —x
lim
X—p—oo 4x +1

limitinin esitini bulahm.

Céziim

o VBX*+2 -x
X—y—oa 4% +1

==}
[==]

Pay kismindaki ifade polinom olmadigindan pratik kural
burada hemen uygulanamaz. Belirsizligi giderebilmek
icin pay ve payday! en blylk dereceli terimlerin ortak
parantezine alalim.

2
XZ'(G‘*—ZJ—X x| By
; X . y X2
lim = lm ——=——

x[4+1) o x[4+lJ
X X

X — == i¢in Ix| = —x olur.

X—p—on

2
o T [
. X ; X
lim 1 = lim R
o= x-[4+ ] o )(-{4+ ]
X X
2
’6+—+1
2 _
lim - x1 = JE bulunur.
e 44—
X

Limit ve Streklilik ——




3425 41
lim
x> 2-3%-2%+3

limitinin esitini bulalim.

Coézim

im #2541 e
B oo

xyes 23X 2% 43

Belirsizligi ortadan kaldirabilmek icin tipki pay ve payda
polinom oldugu durumlardaki gibi en buy(k terimlerin
parantezine alma dusunulebilir.

X — o igin 2 < 3% oldugundan pay ve paydadaki en b(-
yuk terimler 3% Ii terimlerdir. O halde,

3‘( 3+2—+i
3 3
||m

*oaed)

x

1
— 0 ve — 0 dir.

X —» oo igin X X

Buna gére,

i
T gl

Gr4 21
lim
$isis 5:<+1 +2x.—2

— bulunur.

limitinin esitini bulalim.

[
Im L M
0

N e, Xz belirsizligi vardir.

Clnkl x — —= i¢cin 5% — 0 ve 2* — 0 dir.

Bu soruyu da bir 6nceki drnekteki gibi dusinelim. Yani
énce X — —= igin en blyuk terimleri belirleyelim.

X — —o igin 5% < 2% dir.

LimiT =

4

O halde pay ve paydayi 2% li terim parantezine alalim.

55
22 42
2)&
H#Z{[Szx +22J
X

X — —oe igin Z_" — 0 dir. Cunkl payda x — —= igin da-

ha blyuktir. Buna gére,

0
5 1 1
Zz "2 _3_1

Ilim 22 = 3 = 8 bulunur.

.. PP aXy
lim
.

limitinin esitini bulahim.

Cozum
. 22X+1 +3X +4 o
lim =
x—oe 4% 42X -1 b

Pay ve paydadaki en blyuk terimleri belirleyelim.

2% = 4% oldugundan pay kisminda en bulyuk terim 4% li
terimdir. O halde,

. 4%.243%+4
lim = ||
X—pea 4x+2x—1 = {1

0
I z‘z
+ X
= lim
K—pes /2{/ Z
1+

= % =2 bulunur.

+
f, S——

—— Limit ve Sireklilik



LimiT

C ADIM PEKiSTIRME TESTI )

1. |

xoe  (2x+1)°
limiti neye esittir?

A)-4  B)-2

3_q2
2. fim XV
x——ee X<+ (X7 +1)

limiti neye esittir?

A) oo B) 1

limiti neye esittir?

A) 0 B) %

1)¢C 2)E

m (1-2x2)-(2x -1)

i
c) -, D) 0
C)0 D) -1
C) 1 D) 4
3)D

E) e

E) —oo

E) o

6.

T

f x3‘1 b1

2
lim 2{x +X |

X—p—sa

limiti neye esittir?

B)

A)0
) 2

C) 1 D)2 E)

(@-2)-x +x-(x*+1) _

2
3x*+2

lim

X350
olduguna gore, a kactir?

A) 8 B) 7 C)6 D) 2 E) %

k, m ve n gercel sayilar olmak Uzere,

_ 4 _ 2
lim (k=3m)x™ =(n+1)x~° +1 _

X—peo

3

(n-=Nx> -mx? +2
olduguna goére, k.m.n kacgtir?

A) 6 B) 2 C) % D) < E) —

3 2

4) A 5)B 6)C

Limit ve Streklilik ——
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7. lim ubbe.
X 4x —\x% +1

limiti neye esittir?

A) -1 B)~%

o L
8. lim -X x+1 x+1
x—e 37+ 3% +2

limiti neye esittir?

A) 0 B}%

7)B 8)B

—— Limit ve Sireklilik

U2+ x+1-2x

1
C) =—
) 3

1
o3
) 4

3
D_
) 2

D) 1

LimiT

E) 1

E)

4

o (24 )2

Ny n2 +1

9. lim

limiti neye esittir?

c) ~ D) 1

1
A)0 B) —
) ) 4 2

10. a bir pozitif tam say! olmak Uzere,

x23f4 + x63—4

im —k—
Yoo XO 3 4 y5at

E) o

isleminin sonucu bir gercel sayiya esit oldugu-
na gore, a nin alabilecegi degerler toplami kac-

tir?
A) 3 B) 6 C) 10 D) 15
9)E 10)D
=
=

E) 21



1. f(x) = 1+Inx
Inx
olmak Uzere,
-1
lim )

X—pee 1._1 i
X

limiti neye esittir?

A) = B) e? C)e
x—+1 x<0
X
12. f(x)=
|x-2 5 h
b=
x’ -4

olduguna gbre,

lim f(x) = lim f(x)

X—peo X—p—eo

isleminin sonucu kactir?

A) oo B) -1 C)0

11)D 12) B

1
D)
e

D) 1

LimiT b= -

E)O

E) =

13. Bir Urinin x adetinin satisa sunulurken toplam
maliyeti (TL)

f(x) =2000+ X + 4
2" x

fonksiyonu ile verilmektedir.

Buna goére, 1 adet Uriiniin en diigiik maliyeti kag
TL olur?

A) 20 B) 10 C)1 D) 0,5 E) 0,2

x% 41

im(-2) * =ee

X—y00

14. L

x+1 )

In
I, lim 2 [ .y

X—3—oo

x X
L lim ? +2 =0
x—-w| 2% 5%

Yukarida verilen esitliklerden hangileri dogru-
dur?

A) Yalniz | B) Yalniz Il C) Yalmz Il

D) I ve ll E)I, Il ve lll

13)D 14)D

Limit ve Streklilik ——
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LimiT

( ADIM GUCLENDIRME TESTi-1 )
x? -4

1. lim

X2 ‘Xz

+x—6‘

limiti neye esittir?

4 2 =
A) -1 B) —— Cc)o D) — E) —
) ) 5 ) ) 3 ) 5
X1 _ nx-1
2. lim 2 : 3 z
x-1 8% = 27%7
limiti neye esittir?
A)9 B) 4 C) g D) Ll E)O
9 3
3. Kk, m, n birer gercel sayi olmak (zere,
o xX2emx+x+m+n k
lim 3 =—
X1 x“ -1 2
olduguna goére, k + m + n toplami kactir?
3
A) 2 B) 3 C) 1 D) 0 E) -1
 NAx—x +1
4. im ————
X—pyeo \/; +X+ 1
limiti neye esittir?
A) 4 B) 2 C) 1 D) % E)O
1)B 2)D 3)C 4)E

—— Limit ve Sireklilik

5.

7.

8.

A
2 % x>0
f(x) =
+tanx x<0
fonksiyonu veriliyor.
Buna goére, lim f(x)+ lim f(x) toplami neye
x—0% x—0"
esittir?
A) e B) 2 C)1 D)o E) —
. Sinx+cosx
lim ——
at tanx
x—»E
limiti neye esittir?
A) —oo B) -1 C)o D)1 E) =
. AU+ -x+1
lim
x-se= \[4x2 +1-5yx2 +1
limiti neye esittir?
A) -5 B) -3 C) -2 D) -1 E)O
_ cos?2x—cos?4x
lim —
x—0 sin“6x
limiti neye esittir?
1 1 4 1
A) — B) — C) — D) — E)1
) 12 ) 5 ) 5 ) 3 )
5)E 6)C 7)D 8)D
-

am i 63 —



o (x*-

9. — .
x—1tan(x -1)

limiti neye esittir?

A) o B) 4 C)2 D) 1 E) 0
|
10. P N=—" ve C(n, 1 =—"
(n—r)! (n—=r)lr!
olmak lizere,
i P(n, 2) +P(n, 3)
wass. Ol 3)
limiti neye esittir?
A) 0 B) k) C) i D) 3 E)6
6 3
11. a pozitif gercel sayi olmak Uzere,
K \f;+ Jg—a+3 _ 1
xoat| (VX —va)Wx +va) | 6
olduguna gore, a kactir?
A) 1 B) 3 C)6 D) 9 E) 36
9)A 10) E 11) D

LimiT

T

1 2* +sinx
x—e 2" + 4 8inX

limiti neye esittir?

c) D)

A) o B) 3 3 E)O

N

13. lim In{ 1}

X | e
limiti neye esittir?

A) —co B) 0 C) 1 D)e E) o

14. 1. lim 2% _o

x—0t sin \/; -

x 1

I, lim — =
x—see SIN2X 2

M, i
=t tanx
" o
2

Yukarida verilen esitliklerden hangileri dogru-

dur?
A) Yalniz | B) Yalniz I C) Yalnmz lll
D) I ve lll E) I Il ve lll
12)C 13) A 14) A

Limit ve Streklilik ——
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( ADIM GUCLENDIRME TESTI-2 )

1. a bir gercel sayl olmak lizere,

4
Iim{2a’< —2”+1]:1

X—poo

olduguna goére, a asagidakilerden hangisi olabi-

lir?
A) 2 B) 1 C) L D) 0 E)—1
2 g
T N
xoz-| [x-2] x-2
limiti neye esittir?
A) —o B) —1 C)o D) 1 E) o
3. lim tr?mx +cotx
nt SINX —COSX
x—)z
limiti neye esittir?
A) w B) V2 C) 1 D)o E) —eo
1)E 2)E 3)A

—— Limit ve Sireklilik

4.

5.

4

. sin? 4x

lim — - 3

xZ (sinx.cos 3x —cos x.sin3x)“ -1

4

limiti neye esittir?
A) 4 B)0 C) -2 D) -4 E) —o

o x2+2x

lim —

2% 50 X° + 3%
limiti neye esittir?

2
A)O B) 3 C)1 D)2 E) =
H 1 y
Xz/q =
Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
2 —_—
im f (x‘}I f(x)
x—0 f( i ] 1
X
limiti neye esittir?
A) = B) 1 C) % D)0 E) —o
4)D 5)A 6) A
-
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™~
{

) LiMiT

7. im sinx +sin? x +sin’®x +sin*x +... 10. lim cos 3x.sin2x
x—0" x* xon  tanx
limiti neye esittir? limiti neye esittir?
1
A) co B) 3 C) 1 D)0 E) — A) -2 B) -1 C)o D) 3 E)2

11. Iim |:[ 22 = ]-In(e"-?)}
X—poo X e

17 K= =

. A) o B) 2In2 C) 2
e e

olduguna gére, asagidakilerden hangisi kesin-
likle dogrudur? D) 1 E) 0
A) lim f(x) =1 B) lim f(x+1)=1

x—1" x—-1
C) lim f(-x)=0 D) lim f(x+1)=1

x—07" X2

E) lim f(x-1)=0
x—=1
12 Ly
y =f(x)
e
=X

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

g(x)=x+ i olduguna gére,
X

. tan 1-cos? x
9. lim ( — )
x—30 sin“ 2x

im [ (fog)(x) +(gof(x) ]

|
X —poo

limiti neye esittir? limiti neye esittir?

1 1
A)O B) 7 C) 5 D)1 E) 2 A) e B) 3 C)2 D) 1 E) 0
7A 8)D 9)B 10) A 11)E 12) B
= R

— 66 —myg . Limit ve Sireklilik —



LimiT

( ADIM GUCLENDIRME TESTI-3 )

4
1

2+3x

1. f(x)=

fonksiyonu veriliyor.

f in x = 0 noktasinda sagdan ve soldan limitleri
sirasiyla asagidakilerden hangisidir?

A) (0, 1) B) (0, 2) C) [% 2]
D) (-0, =) E) (o, —)

2. ave b birer gercel sayl olmak Uzere,

- (@a-2)n®+3n-7 3

noe (b+NN+2 5

olduguna gére, a.b kactir?

A) 12 B) 10 C)9 D) 8 E)6
% fgs J5x2 ~4x-|x

fonksiyonu veriliyor.

Buna gore, xim f(x) limiti neye esittir?

A) 3 B) 1 C)o D) -1 E)-3

1)B 2)D 3)E

—— Limit ve Sireklilik

4.

5.

2002
im sin (fx )
x—0 X
limiti neye esittir?
A)0O B) 1 C)2 D) 4 E)8
. a—-vJa+x
lim ——
x—=2 X—-2
limitinin bir gergel sayiya esit oldugu bilindigine
gore, a kactir?
A) -1 B) O C)1 D) 2 E) 4
m bir gercel sayi olmak Uzere,
: 1 (1
limiti veriliyor.
Buna gore,
[. m = 3 igin limit yoktur.
II. m = 2 igin limit 1 dir.
Ill. m = -2 icin limit O dir.
ifadelerinden hangileri dogrudur?
A) Yalniz | B) Yalmiz I C) Yalniz Il
D) Il ve Il E)I, Ilvelll
4) A 5)D 6)E
-
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) LiMiT

. cosx.cosh-sinx.sinh—cosx
7. lim
h—0 h

limiti agsagidakilerden hangisine esittir?

A) -1 B) 0 C) cosx
D) —sinx E) cosx — sinx
x.tan/x 2
8. lim -sin| —
x—0" [ 2\/; { X ]}
limiti neye esittir?
A) —o B) —1 c)o D) 1 E)

9. Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin x — 0*
icin limiti yoktur?

A) f(x) = ST;TZ B) f(x) = ": 21":
c) f(x)=|27"| D) f(x)=sin[%J
&) 0=,

7)D 8)B 9)D

T

T
10. lim Hsm x+cost_ 1 }
x—0t X tanx

limiti neye esittir?

1

A) e B) 1 C) 5 D)o E) —
11, lim———

x—0 tan(x —2n)

limiti neye esittir?

A) e B) 2 C)1 D)0 E) -1
12. Ay

P
= X
A B

Yukarida y = \/)(3;2 egrisinin grafigi verilmistir.
X

Yukaridaki gibi tabani x ekseni Uzerinde, tepe nok-
tas| egri Uzerinde olan bir PAB eskenar Ug¢geni ali-
niyor.

P(x, y) olmak lizere, lim AIan(Pﬁ'B) limiti neye

X—poo

esittir?

A) V6 Es)£ C)ﬁ D)ﬁ E) 1
3 9 3

10) A 11)C 12)C

Limit ve Streklilik ——
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( ADIM GUCLENDIRME TESTI-4 )

1
1. lim {3*-31—*+2x]

Wy

limiti neye esittir?

A) o B) 4 C)3 D)2 E)O
2. im tanx —cot x

x—0-  COSX

limiti neye esittir?

A) —eo B) -1 C)o D)1 E)

. sin(cos x +sinx
3. lim ( - ) =0
x-sm COS(SiNX —Ccos X)

olduguna gore, m asagidakilerden hangisi ola-

bilir?
b1 b1 in
A) A B) 2 C)n D) E) 2n
1)B 2)E 3)D

—— Limit ve Sireklilik

LimiT

4.

5.

6.

4

lim

1[5

*—1 \;'x ¥ %/; -
limiti neye esittir?
A) 2 B) 1 C) 1 D) ! E)O
2 6
a ve b birer gergel say1 olmak lzere,
2
lim{ s +ax—bJ=3
¥ —dpoo K _1
olduguna gore, a.b kactir?
A) -3 B)O C)1 D)2 E)3
= .2
sin(sin“ x
X
olduguna gore, lim f(x) limiti neye esittir?
x—0
A) 2 B) 1 C) 1 D) l E)O
2 4
4)B 5)D 6)B
-

am i 69 —



7. iim (cos 2x‘) -1
x50 X+ (X —sin2x)
limiti neye esittir?

A) 2 B) 1 C)% D) %

8. a bir gercel sayl olmak uzere,

. ax—-yx%+2
im ———=4
X—y=00 Xx+9

olduguna gore, a kactir?

A) 8 B)5 C) 4 D) 3
oAt 44x —x+2
9. lim —
X—yee .
X

limiti neye esittir?
A) o B) 2 C) 1 D)0
7)A 8)D 9)D

LimiT b=

E)0

E) 2

E) -1

10. m bir pozitif gergel sayi olmak Uzere,

fim | X1 !
x—0| m+1 tan(mx) 2

olduguna gore, m kagtir?

1 1 3
A) — B) — C)1 D)2 E) —
)z B3 O ) 5
1. \‘Y f(x) = x — (a+1)x + 2a
2
: i
n
Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gére,
2 —
jim + 00~
x—n f {K)—1
limitinin degeri kactir?
4 2 1
A) — B) 1 C) — D) — E)O
)3 B )g D3z B
10)C 11)C

Limit ve Streklilik ——
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ADIM GUCLENDIRME TESTI-5

(cO6zZUMLU)

1. im 4 :3x+2

x—0" —
5% +6*

limiti neye esittir?

A)3 B) 2 C)1 D)o

Jax —\x+3

2. lim
x=1 X +3 - Jax - (x2 =1)

limiti neye esittir?

1 3 1 3
A) — B) -— C) — D) —
)16 )32 )8 )4

3. a sifirdan farkh bir gergel sayi olmak uzere,

m_ X -2
x—a sin(x? —a?)

limiti neye esittir?

3a?

A) 3a2 B)T C) D) —

w|w
N

1)A 2)B 3)D

—— Limit ve Sireklilik

E) —o

3
Ey =
) 2

E)a

LimiT

4.

5.

6.

4

. 2x
lim
xet 1-InX

limiti neye esittir?

A) s B) 2 C)1

im J1-cosx

x0~  Sinx
limiti neye esittir?

A) -~ B - 0O

. sinBx —sin2x
im—7mM———
x—n COSX-Singdx

limiti neye esittir?

A) -2 B) -1 C) %

4)E 5)A 6)B

D) 0

o) V2

D) 0

E) —o

E) V2

E) 2

=N LA N



) LiMiT

i g
sin
L‘) X)O
tan2x-sin3x
7. f(x)= .
.5l x <0
tanx

fonksiyonu veriliyor.

Buna gore, lim f(x)+ lim f(x) toplami neye
Y

x—0" x—0
esittir?
1
A) oo B) 1 C) 5 D)o E) —oo
8. Yanda f(x) ve g(x)
g) fonksiyonlarinin gra-
fikleri verilmistir.
o
‘-‘__‘____-_— -

Buna gdre,

I lim LM):Cl

x—11 f{)()

I, lim 9x) =00
st (%)

. g(x)
. | -0
e Hx)

esitliklerinden hangileri dogrudur?

A) Yalniz | B) Yalniz Il C) Yalnmz 11l

D) I ve lll E) I, lve Il

7)C 8) A

4
S

9. Bir ABC Uggeninin ¢evrel cemberinin yaricap: 2r, A

acisinin élgiist o ve IBCI = x olduguna gore,

limiti neye esittir?

1
A) o B)r C)er D) 4r E)
10.
B Yandaki O merkezli cey-
rek birim gemberde
1 -~
m(BOA) = x
% D BA] L [OC
- [BA] L [OC]
BC[BA|
Buna gore, lim —— ——— limitinin degeri kag-
x—07" .AC.
tr?
A) il B) 4 C) 1 D) V2 E)2
4 2
21 e
i e 20 2

o—0 [Xz.SiI"I2 ol

limitinin degeri kactir?

A) - B)—% c)o D)% E) 1

1
3
9)C 10)E 1) A

Limit ve Streklilik ——

— T2 4 mm



ADIM GUCLENDIRME TESTI-5

(COZUMLER)

1. x — 07 igin pay ve payday! inceleyelim.
e Pay kisminda yer alan

4* - 1 ve =3x — 0 olur.
1

e Paydada yer alan 5% — 0 dir.

Culnkl x — 07 igin l ——eo Ve 5§77 =0 dir.
X

¢ Yine payda da yer alan 6* — 1 dir.

O halde
—-3x+ 1-0+
lim 3 Lol = 2 =3 bulunur,
x—0" 0+1
5% 4+6*

Cevap A

2. Oncelikle limiti alinan ifadeyi diizenleyelim

lim JE—J)H» 0
x—)‘i\;')(-!- 3 -\ax -(x*-1) "o

Belirsizligi gidermek i¢in pay ve paydayi

Jax + Jx + 3 ile carpalim.

(JE—J)H )(JE-&-\DH )

141 VX +3 - Jax -(x2 =1)- (V3% + Jx +3)
4x —(x+3)

ol Ix+3 -Jax - (x2 =) -(Vax +x +3)

3. (x~1)
x—»1JX+3 Jax - (x~1) - (x+1)- (Vax +Jx +3)

3 3
=—————=—— bulunur.
2:2.2-(2+2) 32

Cevap B

—— Limit ve Sireklilik

3.

4

x3-a® 0
lim ——2 =—
X—a sm(x ) 0

Belirsizligi gidermek icin ifadeyi diizenleyelim.

(x—a)-(x?+ax+a?)

lim =

x—a sin(x —az)

Pay ve paydayi (x + a) ile genigletirsek

. (x+a)-(x-a)-(x?+ax+a?)
lim
xsa  (x+a)-sin(x? -a?)

o (x*-a%) (x*+ax+a) a’+a’+a’
x-a sin(x? -a?)  (x+a) 2a
L=
3a? 3a
=——=— olur
2a
Cevap D
Ay

x — e* igin Inx — 1% olur. Bu yorumu Inx grafigini
distndrek de yapabiliriz.

O halde
2% 2e 2e
lim =—=—oo bulunur.
5o 1—Inx 1-(1") 0
Cevap E




B
g

. ~N1l-cosx O

5 lm ——— =—

w0~ Sinx 0
l. yol

Belirsizligi gidermek icin ifadeyi dizenleyelim.
Hatirlatma: cos2x = 1 — 2sin®x

O halde cosx = 1 - 2sin® % yazilabilir.

.2 X
2sin? =
. ~1-cosx "
lim y = lim .
%3 sinx x—0~ Sinx
= X
V2 -sin| —
. 2
= lim T
K30~ sinx

X — 07 igin sin[ % J <0 oldugundan

. X
sin| —
lim —Ji-—[iL—Ji-l— L

2 =——— olur.
sinx 2 2
1

2

x—0"

I1. yol

Pay ve payday! V1 + cosx ile garpalim.

_ J1-cos?x
x—0~ SiNX -1+ cosXx

J1-cosx.\/1+cos x
sinx -1+ cos x

lim

x—0"

2

. sin? x ) sinx|
Iim — 0——= lim —
x—0~ SiNX-y/1+cosx x—o~sinx-y1+cosx
= lim el
x>0~ SHTX -1+ cos X
1
- =- bulunur,
V2
Cevap A

LimiT

6.

T

. sinbx-sin2x 0
lim —m——=—
x—n COsX-sindx O

Belirsizligi gidermek i¢in pay kisminda sinlis dénu-
sUm formalGnu uygulayahm.

Hatirlatma:

sina-sinb =2-sin[ a;b )-cos( ath ]

2
Hatirlatma yardimiyla;

. 2-sin2x-.cosdx O
im —m7MM— = —

x—n COSX-sindx 0

Belirsizligi gidermek icin simdi sadelesme yapalim.
lim Z . sin2X -cos4x 1
x—n COSX- 2 - sin2X -cos2x  (—1)-1

=-1 olur.

Cevap B

5 1

. . X .

lim f(x) = lim = lim x- =

=T x0~ tanx  x_ o~ tanx
: 2
sin(x 0

lim f(x) = lim ( ‘) =

X0+ «ot tan2x-sin3x 0

Belirsizligi gidermek icin pay ve payday x? ile ge-
nisletelim.

i sin(x?) x?
x—0" X2 tan2x-sin3x
H 2
. sin(x X X 171 1
lim (2 A " — = [
x0T X tan2x sin3x 23 6
1 1 1
2 3
Buna géore,

lim f(x)+ lim f(x) =0 +l = 1 bulunur.
x—0" x—0" 6 6

Cevap C

— 74 % mm
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B
%

8. Her bir maddeyi ayr ayrn inceleyelim.

Ay
g

or N, :

Koo

n

o /1 2 3""':.-—,—-‘—f o
L

[

4

. Yukaridaki grafigi incelersek

lim g(x)=0

x—1"

lim f(x), ifadesi k gibi sifirdan farkli bir gercel

x—1"

saylya esittir.

O halde, lim 9x) = 2 =0
x—1t f()() k

O halde | dogrudur.

. Grafige bakilirsa

—— Limit ve Sireklilik

X—3
x — 3" icin f(x) — 0~ oldugundan

jim %) _ M
x—3" f(X) 0-

=—o bulunur.

O halde Il yanhstir.

Grafige bakarsak

lim f(x)=n ve lim g(x)=n
x—2" Xx—2~

oldugundan lim mﬂ olmalidir.
X—2" g()()

O halde Ill yanlistir.

Cevap A

Iim+ g(x), m gibi bir gercel sayiya esittir.

LimiT

ABC liggeninde sinls teoremi uygularsak

BC| :
—-=2+(2r) dir.
sinA
O halde
BC| :
L =4r= x=4r-sina olur.
sina

Simdi elde ettigimiz sonucu limitte kullanalim.

. X . 4rsino
lim = lim
a—s0 200 a—0 20

1

o
i sino
= lim 2r-
ot—0 o

=2r-1=2r bulunur.
! Cevap C




10.
B
1
i IOAl = cosx
X 0
O cosx A C IBAI = sinx
1 IACl =1 — cosx

BC yayinin uzunlugu, BOA acisinin élgtist x oldu-
dgundan IBCI = x dir.

O halde,
: ‘éé“BA' . x-sinx 0
lim — = lim =
x-0t  |AC| -0t 1—cosx 0

Belirsizligi gidermek icin limiti alinan ifadeyi dizen-
leyip sadelesme gerceklestirelim.

Yarnim aci formuld yardimiyla
cosx =1—2sin? % yazilabilir.

Buna gére,

X-sinx X-sinx

Iim* = Iim_l .
x0 1—[1—25in2x] x0" 2.sin?
2 2

. X-sinx
= lim

x—0t 2.si X . X
+8SIN—-8In —
2 2

1 X sinx

Il
5
|

. | -
sin—||sin—
2 2

= i = 2 bulunur.
2

Cevap E

LimiT

11.

T
{

ol -sinfa O
"m_zT=_
a0 of.sin“ae O

Belirsizligi gidermek igin ifadeyi dlizenleyelim.
lim 1 _i =a olsun
a0l sina  o? '

iglem kolayhg! olmasi igin & = 2x dénlstimi yapa-
lim.

o — 0= x— 0 olur. O halde,

. 1 1

Ilm T_—H =a
x—0| sin“2x  4x
sin2x = 2.sinxcosx ve
olduguna gére,

1 = sin®x + cos®x

[sin®x+cos®x 1
hm ﬁ_—z =a
x—0l 4.sin“x.cos“x 4x
Iim[ 1 - 1 1 =a
x-0l4.cos2x 4.sin’x 4xZ)
lim 1 + 1 Iim[ - L =a
x—04.c082x 4 x—o0lsin?x x?
a
1 i a _
4 4
1_ 3a
4 4
a=—— olur.
Cevap A

Limit ve Streklilik ——
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A) Sureklilik Tanimi
B) Surekli Fonksiyonlarin Ozellikleri







SUREKLILIK

SUREKLILIK

Bu adimda fonksiyonlarda sureklilik kavramini ele
alacagiz.

Strekli bir fonksiyon basitce, “Tanim kiimesi lze-
rinde elimizi kaldirmadan grafigi cizilebilen fonksi-
yondur.” bigiminde tarif edilebilir.

Bu tarife uyan ve uymayan birkag fonksiyona gra-
fikleri yardimiyla érnek verelim.

Ay Ay
y =f(x) l_}/
o= g(x)
1 i i >X
Ay Y
2y Y ol .A = k(Y

1 e
=X E + X

1 1

Yukarida verilen grafikler incelenirse f her x igin
sUrekli bir fonksiyon olarak adlandinlirken g, h ve
k fonksiyonlarinin grafiklerinde x = 1 noktasinda
kopma oldugundan bu fonksiyonlar x = 1 nokta-
sinda stireksiz fonksiyonlar olarak adlandirilir.

Simdi bir fonksiyonun bir noktada stirekli olmasini
matematiksel olarak ifade edelim.

Tanim: Sureklilik
A c R ve f: A— R bigiminde taniml bir f fonksiyo-

nu var olsun.

ac A olmak tzere, lim f(x) =f(a) esitligi saglani-
Xx—a

yorsa f fonksiyonuna x = a noktasinda “streklidir”
denir.

f fonksiyonu tanim kiimesinin her noktasinda sii-
rekli ise “f tanim kiimesinde sireklidir” denir.

Ve

—— Limit ve Sireklilik

f in x = a noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek-
li sartlari siralayalim.

i. f fonksiyonu x = a noktasinda taniml olmali-
dir.

ii. X = a noktasinda limiti olmaldir.

iii. fin x = a noktasindaki limiti, f in x = a daki de-
gerine esit olmalidir.

Bu li¢ kosuldan en az biri saglanmiyorsa f fonksi-
yonuna x = a noktasinda “siirekli degildir’ veya
“sireksizdir” denir.

Ornegin:

'y

N

Yukarida verilen f fonksiyonunun grafigine bakilir-
sa fonksiyon x =1, x = 2 ve x = 3 apsisli noktalar-
da sureklilik sartlarini saglamadigindan bu nokta-
larda f igin sureksizdir denir.

f fonksiyonu bu noktalar disindaki tanim kiimesine
ait diger tim noktalarda sureklidir.

X = 2 apsisli ve x = 3 apsisli noktalarda f in limiti
oldugu halde stirekli olmadigina dikkat ediniz.
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Bir Araligin U¢ Noktalarinda Sireklilik

Fonksiyonlarin u¢ noktalarinda limit arastirilirken
tek tarafli limitlere bakabildigimizi daha 6nce limit
konusunda gérmustk.

Bir noktada tek tarafll limite bakilabiliyor ve bura-
da limit degeri fonksiyonun o noktadaki degerine
esit oluyorsa fonksiyon o noktada strekli kabul
edilir.

Yukarida ifade ettigimiz u¢c noktada streklilik
kavramini matematiksel olarak tanimlayalim.

Tanim: Ug Noktada Siireklilik

f: [a, b] — R biciminde tanimli ve (a, b) araliginda
strekli olsun.

lim_f(x) =f(a)

X—a

lim f(x) =f(b)
x—=b™

esitlikleri gecerli ise fonksiyon u¢ noktalarda da
surekli olur. Boylelikle f [a, b] araliginin her nok-
tasinda strekli kabul edilir.

Simdi anlattiklarimizi grafik Gzerinde érnekleye-
lim.

AY Ay

a b a b

f, (a, b) araliginda streklidir.  f, [a, b] araliginda streklidir.

Ay LY

a b a b

f, (a, b] araliginda streklidir.  f, (a, b) araliginda stirekli iken
f, [a, b] araliginda x=a ve x=b

icin streksizdir.

=~

' ™

Ornegin:

Y

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonu x = 0 nokta-
sinda surekli iken x = 1, x = 2 ve X = 3 apsisli nok-
talarda streksizdir.

( ADIM PEKIiSTIRME )
X+1 x <1

f(x) =1 2x T<x<2
_x+1 X2

fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalari bulalim.

Fonksiyonun kuralina bakildiginda her x degeri igin ta-
nimli oldugu gériimektedir. Peki bu noktada limiti var
midir? Bunu merak etmemizin nedeni her noktada ta-
nimh olmak fonksiyonun sdrekliligi icin yeterli degildir.

Burada verilen f pargall fonksiyonu kritik noktalari olan
x =1 ve x=2 apsisli noktalarda kirllma yapmistir,

Bu noktalarda sag ve sol limitleri arastiralim.
lim f(x) = lim (x+1) =2

X1 %1

lim f(x) = lim 2x =2

x—1t x—1"

O halde limf(x) =2 bulunur.

x—1

fin x =1 i¢in degeri 2 oldugundan lim f(x) = f(2) slrek-
x—1

lilik sarti saglanir ve f, x = 1 de streklidir denir.

lim f(x)= lim 2x =4

x—2" X2
lim f(x)= lim (x+1) =3
x—2" x—2*t

Limit ve Streklilik ——
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oldugundan lim f(x) yoktur. Dolayisiyla f, x = 2 de si-
x—2

reksizdir.

f(x)=<2x-2

21x x <1

fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalari bulalim.
Coziim
Fonksiyonun kuralina bakildiginda f fonksiyonu her x
gercel sayisi icin tanimlidir.
Fonksiyonun kirlima yaptigi noktalarda limit arastiralim.
lim 2" jim 2x -2

x—=0" X x—0*
1 -2

oldugundan f in x = 0 da limiti yoktur. Dolayisiyla f bu
noktada slreksizdir. Simdi diger kirima noktalarini in-
celeyelim.

lim (2x-2) =0
x—=1"
L 1
lim 2™ = |m 2~ =—=0
x—1" x-—1t 2

oldugundan fin x = 1 igin limiti vardir.

lim f(x) =f(1) =0 oldugundan f, x = 1 de sureklidir.
x—1

"1
) S|

x-1
f(x) =<ax+b X =1
x-b x>1

fonksiyonu her x gergel sayisi igin siirekli olduguna
gore, a.b degerini bulalim.

—— Limit ve Sireklilik

4

Coziim
Fonksiyon her x degeri igin slrekli ise kirilma noktasi
olan x = 1 de de sirekli olmalidir. O halde,

lim f(x) = lim f(x) =f(1) esitlikleri saglanmalidir.

x—1" x—1t

x2 -1 1-x2
lim = lim = lim -1-x=-2
xor X1 x—n~ X=1  xa-

lim x-b=1-b oldugundan -2=1-b=b=3 olur.

x—1t

f(1) = lim f(x) esitligini kullanarak a yi bulalim.

x—-1"

a+b=-2=a+3=-2=a=-5

Buradan a.b = (-5).3 = —15 bulunur.

Yukarida f: [-1, 3] — R fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, fonksiyonunun siirekli ve siireksiz oldu-
gu tam sayi degerlerini bulalim.

Once tanim kiimesinin ug degerleri olan x = -1 ve x = 3
noktalarini inceleyelim.

x=-1iginf(-1)=2ve lim f(x) =1 degerleri birbirine
+

X——1

esit olmadigindan f, x = -1 de sireksizdir.
e x = 0 da sureklidir.

e x=1de f(1)# lim f(x) oldugundan sireksizdir.

x—1

e x=2de lim f(x)# I'tm* f(x) # f(2) oldugundan f,

X2 x—2

bu noktada streksizdir.

e x=23te lim f(x)=f(3) oldugundan f, bu noktada

x—3"

sureklidir.
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fR—>R
'm-cosx+1 x<0
)= x=0
sin2x x>0

x|

fonksiyonu x = 0 da sirekli olduguna goére, m - n
farkini bulalim.

Cézim

f, x = 0 da strekli ise

lim f(x) = lim f(x) =f(0) olmaldir.
x—0*

x—0"

lim f(x) = lim (m-cosx +1) =m +1

x—0" x—0

. . sin2x . sin2x
lim f(x)= lm ——= lim ———=2
x—0t x—=0" |X| -0t X

f(0) = n oldugundan
m+1=2=n=m=1, n=2olur.

O halde m — n = =1 bulunur.

a, b, ¢c € R olmak uzere,

ax?+b
f(x) =4 x-2

c x=2

fonksiyonu tiim reel sayilarda siirekli olduguna go-

re, a;c orani kactir?
Cozim

f(x), tim reel sayilarda strekli ise x = 2 noktasinda da
surekli olmalidir.

ax? +b

lim f(x)= lim f(x) = lim
x—2~ x—2t X2 X-—2

Limit isleminde x = 2 de@eri payday! 0 yaptigindan %
belirsizligi olusmasi icin pay! da 0 yapmalidir.

X = 2 igin ax?+b=0
4a +b=0ise b =—4a olur.
O halde
2 2
im 2% +b=limax 4a=|| a(x~2)(x+2)

im
2

%<2

X2 X—2 X2 X-—2 X

= lima(x+2)=4a olur.
X2

X = 2 icin f(2) = ¢ oldugundan c = 4a olur.
atc a+t4a 5

O halde =—— bulunur.
-4a 4

Pozitif reel sayilarda tanimli bir f fonksiyonu
VX +1—3x+7 X#3
f(x) =
a X=3
seklinde tanimlanmaktadir.

f(x) fonksiyonu tiim pozitif reel sayilarda sirekli ol-
duguna gdre, a degerini bulalim.

f(x), tim reel sayilarda surekli ise x = 3 noktasinda da
strekli olmalidir.

. . V5x+1-43x+7 O
lim f(x) = lim — =
x—3 X—3 Xx-3 0

% belirsizliginden kurtulmak icin verilen ifade, payin

eslenigi ile carpiimalidir.

o VEx+1—3x+7 Bx+1++3x+7
x—3 X—3 \,|'5X+1 +\,|'3X+7
. 5x+1-(3x+7)
= lim o
x-3 (x—3)- (VBx+1+3x+7 )
i 2(x~3)
x3 (x~3) - (VBX+1+/3x+7 )

= lim £ S S
x-3(V5-3+1+3-3+7) 8 4

O halde x = 3 i¢in f(x)=f(3)=a =% olmalidir.

Limit ve Streklilik ——
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x—1
f(X)=—F——
) x? —mx +9

fonksiyonu her x gergel sayisi igin sirekli olduguna
gore, m nin hangi aralikta yer aldigini bulalim.

f fonksiyonunun her x icin strekli olmasi, paydasinda
yer alan x2 — mx + 9 ifadesinin sifirdan farkli olmasi ile
mumkunddr.

Buna gore, bu ifadenin diskriminanti (A) sifirdan kigiik
olmalidir.

A<0=m?-4.9<0
m? < 36
—-6<m<6 bulunur.

Yani m € (-6, 6) olmalidir.

f(x) = Ix = 3] =[x +1|

fonksiyonunun siirekli oldugu en genis araligi bula-
him.

Cézim

Bu fonksiyonun strekli oldugu en genis arah@r bulmak,
tanimli oldugu en genis araligi incelemek olacaktir.

Bu arada bir fonksiyonun tanimli oldugu yerde streksiz
olabilecedi unutulmamalidir. Ancak bu soruda fonksiyo-
nunun denklemi nedeniyle fonksiyon tanimli oldugu her
yerde strekli olur.

O halde f in en genis tanim araligini bularak en genis
sUrekli oldugu aralik da tespit edilebilir.

Ix =3l = Ix + 11 = 0 olmalidir.
Ix — 3l = Ix + 1] esitsizligini ¢ézebilmek i¢in her iki tara-
fin karesi alinabilir. Kare alinirsa mutlak deger kaldirla-

bilir.

—— Limit ve Sireklilik

(x-31) = (x+11)
X% —6x+92>x%+2x+1
8 > 8x
1= x

O halde f in, surekli oldugu en genis aralik (—=, 1] arali-
gidir.

x*-9

=3

fonksiyonunun sirekli oldugu en genis araligi bula-
lim.

f fonksiyonu x = 3 te tanimsizdir. Dolayisiyla tanimsiz
oldugu bu noktada sirekliliginin arastiriimasi anlamsiz-
dir.

x = 3 disinda f fonksiyonu her x gercel sayisi i¢in slrek-
lidir. Yani f in siirekli oldugu en genis aralik R — {3} tdr.

L f(x)=e *

x2 4|
Il gx) =——
. h(x) =2

fonksiyonlarindan hangilerinin gercel sayilar kiime-
sinde siirekli oldugunu bulalim.

I. fonksiyon x = 0 icin sireksizdir.
II. fonksiyon x = 2 igin streksizdir.

II. fonksiyon her x icin ayni deg@eri alir. Dolayisiyla her
nokta igin limiti o noktanin degerine esittir. Yani her x
gergel sayisi i¢in sureklidir.

Buna gére, U¢ fonksiyondan sadece h fonksiyonu ger-
cel sayilar kimesinde sureklidir.
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( ADIM PEKIiSTIRME TESTI ) PR

1. f(x) =V9-x% +/x—1 e* -1

fonksiyonunun sirekli oldugu en genis aralik
asagidakilerden hangisidir?

1. f(x) = In(x® + X)
A) (-3, 3) B) [-3, 3] C) [0, 8]

D) (1,3) E)[1, 3] Yukarida verilen fonksiyonlardan hangileri ger-
cel sayilar kiimesinde siireklidir?

A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvell
D) Il ve Il E) I Il velll

1

5. W=m—7—
) x% +m|x|+1

2. f(x)=log(x®+2x + m—-1)
fonksiyonu her x gercel sayisi icin surekli oldu-
guna gore, m igin asagidakilerden hangisi dog-
rudur?

fonksiyonu her x gercel sayisi icin siirekli oldu-
guna gore, m i¢in asagidakilerden hangisi dog-

rudur?
A) (0, =) B) (2, <) C) (0, 1) A) m>0
D) (0, =) - {1} E)(-1.1) B) m>2
C) m<2
D) m#2veyams#=-2
E) 2<m<?2
2x -2 1-cos x?
i Xx=a 6. f(x)= 7&‘2 x#0
3. f(x)= )
|x k x=0
— X<a .
X
biciminde tanimlanan f fonksiyonu x = 0 nokta-
fonksiyonu x = a da siirekli olduguna gére, a sinda siirekli olduguna goére, k gercel sayisi
kactir? kactir?
A) 2 B) 1 C)o D) . E) -1 A)O B) ] C) L D) £ E) 1
2 3 2 3
1)E 2)B 3)C 4)B 5)E 6)B
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7. mve n sifirdan farkli birer gergel sayidir.

sin(m —1)x

x<0
nx

f(x)=1 4n-1 x=0
x_—1

e x x>0

fonksiyonu her x gergel sayisi icin siirekli oldu-
guna gore, m.n ¢carpimi kagtir?

1 1 1
A) — B) — B) - D) e E) e?
)8 )4 )2 )e )e

8. Pozitif gergel sayilarda tanimli f fonksiyonu

vX+2 -x
f)={ *
l x=2
4

bigiminde tanimlaniyor.

f fonksiyonu x = 2 noktasinda sirekli olduguna
gore, t kactir?

A) -3 B) -2 C) -1 D) 1 E) v2

7)B 8) A

—— Limit ve Sireklilik

9.

10.

4

AY
Yukanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gére,
I f(x — 1)
1
Il
f(x-2)
Il f(x® = 3) + f(4 — x)
fonksiyonlarindan hangileri x = 2 de stireklidir?
A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvell
D) Il ve Il E) I Ilvelll
Asagidaki fonksiyonlardan hangisi x = 0 da si-
reklidir?
+ 2
sin® x -
A) f(x)=1 x
1 x<0
i[ x=#0
B) f(x)=1 x
1 x=0
e ” x<0
C) f(x)=" 1
— x>0
X
.1
x-sin— x>0
D) f(x)= X
1 x<0
2
X<+ x
x>0
E) f(x)= Vx
’
1—-aX x<0
9)B 10) D
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=]

SUREKLi FONKSIYONLARIN
OZELLIKLERI

A c R ve agA icgin
TA—-R,g:A—>R

fonksiyonlari x = a noktasinda strekli iki fonksiyon
olmak lzere,

i. f+g,f-g,f.gfonksiyonlar ve g(a)# 0 olmak

f
sartiyla a fonksiyonu x = a da sreklidir.

ii. g fonksiyonu f(a) noktasinda surekli ise gof
bileske fonksiyonu da x = a da sureklidir.

iii. f: A — B bigiminde tanimli birebir ve érten f
fonksiyonu A da sirekli ise f ' ters fonksiyonu
da B de strekli bir fonksiyondur.

NOT: Polinom fonksiyonlari gergel sayilarda
surekli fonksiyonlardir.

" J

( ADIM PEKISTIRME )

]x—a x>0
X+b+1 x<0
x-b x>0
X—a x<0

fonksiyonlar veriliyor. f fonksiyonu ve f — g fonksi-
yonu x = 0 da siirekli olduguna gére, a.b kactir?

f, x = 0 da surekli ise

-a =b + 1 esitliginde b yerine a yazarsak,

—a=a—1=>a=1 ve b=1 olur.
2 2

1
a-b=— bulunur.
4

Yukarida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

(f + g) fonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli olduguna
gore, asagidakilerden hangisi g fonksiyonunun gra-
figi olamaz?

Her madde tek tek incelenerek

lim (F+g)(x) = lim (f +g)(x) =(f +g)(1)

x—=1" x-—1"

sartlari kontrol edilmelidir. Ornegin | icin,

: : f g f+g
lim (x—a)= lim (x+b+1) = -a=b+1 olur. — e
x=0" X0~ lim 2 1 3
x—=1"
f ve f — g fonksiyonlari x = 0 da siirekli ise g fonksiyonu _
da x = 0 da sirekli olmaldir. x“_'::l 4 - 3
O halde, x=1 3 0 3
Iim+(x —-b) = Iim_(x—a) = -b=-a tim sartlar saglaniyor. Bu sekilde hareketle cevabin IV
x0 0 teki grafik oldugu gérilir. Cinki g nin grafigi IV teki
= b=a olur. ; irekli
grafik olursa f + g, 1 de sirekli olmaz.
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C ADIM PEKiSTIRME TESTI )

sin2x s [ 1
1. f(x): X g(x): 2% +1 x<0
2 x=0 1 xz0

Yukarida f ve g fonksiyonlari verilmistir.
Buna gére

I.f+g
II. f.g

im. —
g

fonksiyonlarindan hangileri x = 0 da sireklidir?

A) Yalniz | B) Yalniz Il C) Yalmz Il
D) I ve lll E) I, Il ve lll
oz
L 1 x>1
2. f(x)=4 x-1
3-x x<1

fonksiyonu veriliyor.

f — g fonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli oldu-
guna gore, g fonksiyonu asagidakilerden han-
gisi olabilir?

1

— x>1
A) g(x)=1x-1

x-1 x<1

x1 x=0
B) g(x)=12"-2

=27 x<0

|x_1| x>1
C) g(x)=4 1-x

-X x<1

=3 x=0
D) g(x)={x~1

Ix| -1 x <0

LN
E) g(x)=1x-1

x-1 x<0

1)E 2)C

—— Limit ve Sireklilik

3.

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

f + g fonksiyonu x = a da surekli, x = b de siirek-
siz olduguna gére, g fonksiyonunun grafigi asa-
gidakilerden hangisi olabilir?

-2 - 1 2
.I'—I—‘l

Yukarida f ve g fonksiyonlarinin grafigi verilmistir.

Buna gére, x in -2, -1, 0, 1, 2 degerlerinden
hangisi i¢in f.g fonksiyonu surekli olur?

A) -2 B) -1 C)o D) 1 E) 2
3)C 4)D

Fu— 87 —
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C ADIM GUCLENDIRME TESTi-1 )

1. f(x)={

2.

— 88 —/E4 gm

1)D

X+6 Xx<a

X X>a

f(x) fonksiyonu her x gercel sayisi icin strekli
olduguna gére, a nin alabilecegi degerler topla-
mi kagtir?
A) -2 B) -1 Cc)o

D) 1 E) 2

f ve g fonksiyonlari x = a noktasinda sirekli ve
g(a) # 0 olmak Uzere,

Il.f+g
I.f-g

. f.g
f
V. —
g
V. (fog)

yukandaki fonksiyonlardan kag¢ tanesi x = a
noktasinda kesinlikle sireklidir?
A)5 B) 4 C)3

D) 2 E) 1

2)B

- N

3. f(x)= ’

4.

3)A

kx?-k x>3

k?-9 Xx<3

f(x) fonksiyonu her x gercel sayisi igin siirekli
olduguna gore, k nin alabilecegi degerler topla-
mi kactir?

A) 8 B) 2 C)o D) -1 E) -9
3x+1
f(xX) =———
) x? —4x +k
fonksiyonunun gercel sayilarda siireksiz oldu-
gu noktalardan biri x = 1 olduguna gore, f(x) in
siireksiz oldugu diger noktanin apsisi kagtir?
A) -3 B) -1 C)o D)3 E)4
4D

Limit ve Streklilik ——
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Ay

) 1 \
b
A

NI

Yukarida f: [-2, 2] — R fonksiyonunun grafigi veril-
mistir.

Fonksiyonun siireksiz oldugu noktalarin apsis-
leri toplami kactir?

7. Pozitif reel sayilarda taniml bir f fonksiyonu
J2x+5 —/4x+a
f(x) = x-2
b X=2

#2

seklinde tanimlanmaktadir.

f(x) fonksiyonu tiim reel sayilarda siirekli oldu-
guna gore, a + b toplami kagtir?
1 1 2

A}—3 8)3 C}3 D)1 E)‘::r

A)O B) 1 C)2 D)3 E) 4
2
|47x| X>2
fx)=1 2-x 8. Asagidaki fonksiyonlardan hangisi R gercel sa-
3-x X<2 yilar kiimesinde siirekli bir fonksiyondur?
fonksiyonu veriliyor. A) f(x) = X B) f(x) = x.sinx
COS X
(f.g) fonksiyonu x = 2 noktasinda siirekli oldu-
guna gore, g(x) fonksiyonu asagidakilerden C) f(x) = 1 D) f(x) = Inx
hangisi olabilir? 271
x-1 X>2 X+2 X>2 1
A) B) E) f(x)=—
X+3 x<2 x—1 Xx<2 x° -1
X+1 X>2 2x-1 x>2
C) D)
X+2 X<2 x-1 X 2
I x—1 x>2
E) -
lx -8 X<2
5)D 6) E 7)C 8)B
—— Limit ve Sreklilik = pa— 89 —



9. Yanda f(x) fonksiyonunun AY
grafigi verilmigtir.

f — g fonksiyonu x = 1
noktasinda siirekli oldu-
guna gore, g(x) fonksiyo-
nunun grafigi asagidaki-
lerden hangisi olabilir?

-2

x*—3 x<0
10. f(x)=4ax+b 0<x<1
Jx+3 x>1

f(x) fonksiyonu tiim reel sayilarda siirekli oldu-
guna gore, a — b farki kactir?

A) -8 B) -3 C)2 D)5 E)8
9)B 10) E
o

<« SUREKLILIK %=

11.

12

11)D

/ -2

4
L]
..—-l"'.'-‘
r
>

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, asagidaki fonksiyonlardan hangisi
X = 4 noktasinda siireksizdir?

1 1
Btix-1) B) fx-4) ©) fx-6)+1
D 1 E .
) Tx-3)-2 ) Tx=1-1
a+b x>0
f(x) = x+a+2 x=0
[sinx| —
bx

fonksiyonu her x gercel sayisi icin sirekli oldu-
guna gore, a.b garpimi kagtir?

1

A) 4 B) 3 C)0 B} =5 E) -5

12) E

— 90 TR g
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.. . : 3. . f(x) = e*
ADIM GUCLENDIRME TESTI-2
. g(x) = tanx
tanx? |x| -1
#0 =
1. f(x)= = 1Il. h(x) T
k x=0 Yukaridaki fonksiyonlardan hangileri x = 0 nok-
tasinda siireklidir?
biciminde verilen f(x) fonksiyonu x = 0 noktasin-
da siirekli olduguna gére, f(0) degeri kactir? A) Yalniz | B) Yalmz Il C)lvell
D) I ve lll E) L Il velll
A) -1 B) O C)1 D) 2 E)3
3
4 f(x)= X7 +1 .
2 cos“ o
X +sino-x+
2. Yanda f(x+1) fonksiyonunun
grafigi verilmistir. fonksiyonu tiim reel sayilarda siirekli olduguna
flx+1) gore, o dar acisinin alabilecegi en biyik tam
(f + g)(x) fonksiyonu x = 1 sayi degeri kag derecedir?
noktasinda siirekli oldugu-
na gore, g(x) fonksiyonu- A) 14 B) 29 C) 34 D) 44 E) 59
nun grafigi asagidakiler- p_—
den hangisi olabilir?
C) 4y D) ¥
1 2 i
o///= " ¥ g sinx 26
A\ s 8
i 5. f(x)={x-1 0<x<2
—21.- —g
L X>2
E) Ay In(x-2)
fonksiyonunu siireksiz yapan x degerlerinin
toplami kagtir?
-1
-2 A)2 B) 1 c)o D) -1 E) -2
1)B 2)D 3)C 4)D 5) A
—— Limit ve Sareklilik .-
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2
x2-9| a5
3-x
6. f(x)=1ax-b X=3
sin(bx —3b) >3
x—3

fonksiyonu her x gercel sayisi icin sirekli oldu-
guna gore, a + b toplami kagtir?

A) 4 B) 6 C)8 D) 10 E) 14

X+2
7. f(x) =1 x* +mx +1
mx +n x<0
fonksiyonu tiim gercel sayilarda siirekli oldugu-
na gore, m + n toplaminin alabilecegi en biiyiik

tam sayi degeri kactir?

A)S5 B) 4 C)3 D)2 E)1

8.
Yukarida f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafikleri ve-
rilmistir.
Buna gore, f + g fonksiyonu [-2, 2] araligindaki
kac tam say! degeri i¢in siireklidir?
A)5 B) 4 C)3 D) 2 E)1
6)D 7)C 8)C

SUREKLILIK  Z=-

9. Yanda f(x) fonksiyonunun
grafigi verilmistir.

Buna gére,

I lim f(x+1) =1

-2

I lim f(1-x)=0

x=1"

IlI. f(Ixl) fonksiyonu tim reel sayilarda sureklidir.

yukandaki ifadelerden hangileri dogrudur?

A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvell
D) I ve lll E) Il ve lll
1 X>1
10. f(x)=
-1 x<1

fonksiyonu veriliyor.

Buna gore, f(x — 2) fonksiyonu asagidakilerden
hangisinde siireksizdir?

A) -1 B) 0 C) 1 D) 2 E)3

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

f(x)
x? -9
hginda kac¢ noktada siireksizdir?

Buna gdre, g(x) = fonksiyonu (-3, 3) ara-

A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 E)6
9)E 10)E 11)B

Limit ve Streklilik ——
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= . . 3. aeR olmak lzere,
ADIM GUCLENDIRME TESTI-3 _
2

f(x) = X
X+a Xx<a

(cO6zZUMLU)

sin(a+1)x +sinx ) . . -
v x<0 fonksiyonu gercel sayilarda surekli olduguna
1. fx)= b =0 gore ,I(I—T,: f(x) limitinin alabilecegi degerler ¢ar-
¥ pimi kactir?
—— x>0
Jx+4 -2

A) —64 B) -32 C)-16 D) -4 E) -1
fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli olduguna
gore a + b toplami kagtir?

A)O B) 2 C)4 D) 6 E)8
tanx
+Cos X x#0
2. f(x)=4 X 4. meR olmak lzere,
k x=0 & =mi
X #m
. . . . f(x)={ x+m

f(x) fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli oldugu-

na gére k kactir? 0 x=m
fonksiyonu veriliyor.

A) 3 B) 2 C) 1 D)o E) -1
Buna goére,

[. lim f(x)=0
X—m
Il lim f(x)=0
X—Zm
Ill. f(x) reel sayilarda streklidir.
yukaridaki ifadelerden hangileri kesinlikle dog-
rudur?
A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvell
D) I ve lll E) llve lll
1)D 2)B 3)B 4)D

—— Limit ve Sureklilik = Sa— 93 —



5.
f(x)
= X
1 2
Yukarida grafigi verilen f(x) fonksiyonu [-2, 2]
araliginda kag¢ tam sayi degeri i¢in siireksizdir?
A) 2 B) 3 C)4 D)5 E) 6
2 —
x2 -9 -
6. f(x)={ 3-x
5-x x=3

fonksiyonu veriliyor.

f + g fonksiyonu x = 3 noktasinda siirekli oldu-
guna gore, g fonksiyonu igin,

I. g(x), x = 3 noktasinda siireklidir.
Il lim g(x)—- lim g(x) =4
x—3% x—3"
lll. g(x) parcali fonksiyondur.
yukarnidakierden hangileri kesinlikle dogrudur?
A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvell
D) lve lll E) Il ve lll
5)B 6) E

SUREKLILIK  Z=-

x% -1 X222
7. f(x)=

-Xx+5 x<2
fonksiyonu veriliyor.
Buna gore,

. f(x), tim reel sayilarda streklidir.

I f(x) = 3

X x=0
fonksiyonu
f(x) x <0

. g(x)=

tim reel sayilarda sUreklidir.

yukarnidaki ifadelerden hangileri dogrudur?

A) Yalniz |
D) I ve lll

B) Yalniz Il
E) I Il velll

C)lvell

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
f(x) X<-2

mm={
f(x)-1 x=-2

olduguna gore, g fonksiyonunun siireksiz oldu-
gu noktalarin apsisler toplami kactir?

A) -2 B) -1 C)0 D) 1 E) 2
7)C 8) D

Limit ve Streklilik ——
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4

9. Ay 11, L f(x) =sin{x = 1)
. g(x) = e*!
f(x)
. h(x) =[x =1]-1|
Yukaridaki fonksiyonlardan hangileri x = 1 igin
= 1 g 3 424 siireklidir?
Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvell
" D) I ve lll E) I Il velll
Binagore; B00=-21"- fonkel fi
una gore, g f(x)-3 onksiyonunun grafi-
gi [-3, 3] araliginda ka¢ noktada kesintiye ug-
rar?
A)6 B) 5 C)4 D)3 E)2
10. Yanda f(x+1) fonksiyonunun
grafigi verilmistir.
Buna gore,
I. f(x), x = 1 noktasinda
streklidir.
Il. f(x = 1), x = 1 noktasin-
da sureklidir.
. lim f(3-x)+ lim f(x -2) =2 dir.
x-1t x—2~
ifadelerinden hangileri dogrudur?
A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvell
D) Ive lll E) Il ve lll
9)B 10) D 11)E
—— Limit ve Sreklilik = Sa— 05 —
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3. f(x) tim gercel sayilarda strekli ise, x = a noktasin-

ADIM GUCLENDIRME TESTI-3 da da siirekli olmalidir. O halde,

(COZUMLER)

lim f(x) = lim f(x} olur.
Xx—a x—at

1. f(x), x = 0 da s(irekli oldugundan
lim (x+a)= lim {x -8)

lim f(x) = lim f(x) =f(0) olur. x—a~ x—a”
x=0" x=0"
o _ a+ta=a*-8
; sinfa+1)x sinx
JE:;'_( x T J:a+1+1:a+2 A1) a’-2a-8=0=>a=4 veya a=-2 olur.
a=4igin limf(x)=8
lim f(x) = llm b7
b (x)= ,.—H 5 x4
a=-2igin lim f(x) =—4 bulunur,

= lim X(Vx+4 +2) x—-2

o0t (VX +4 —2)(VX +4 +2) Cevap B

| x(Vx+4 +2) - X(Vx+4 +2)

x=0t  (x+4-4) x—=0" )(

lim Vx+4 +2=J0+4 +2=4 . .(2)

x—07

f(0)=b ...(3)

(1), (2) ve (3) nolu ifadeler birbirine esitlenirse

b=4=a+2=b=4vea=2olur.

a+b=2+4=6

Cevap D
4. I lim f(x) i bulmak icin lim f(x) ve lim f(x) |-

X—m X m~ X—m

mitlerini hesaplayalim.
2 2

lim f(x)= lim f{x)— T ThaTa
K—m~ xm?t x—-m X+Mm

LSl U, Gl NSRRI R,
xom  (X+m) X —m

2. f(x), x = 0 da sirekli oldugundan Z_

I lim f(x) = lim a = lim (x —m)
lim f(x) = Itm f(x)—f(O) olur. x—2m x—2m X+M  x-2m

x—0"

=2m-m=m bulunur.

L— ) Il f(m) =0 = lim f(x)

oldugundan f(x) tim reel sayilarda sureklidir.

im £ = fm {0 = lim [ =n
x—0" x—0 X

=1+1=2
f(0)=k =k =2 bulunur. O halde, | ve Il dogru, Il yanhstir.

Cevap B Cevap D

Limit ve Streklilik ——
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