Fonksiyonlar — Limit ve Siireklilik
Tiirev ve Uygulamalarn ile

integral problemi olanlar igin...

ANTRENMANLARLA

Dorduncu Kitap

Halil ibrahim KUGUKKAYA

Matematik Bire Bir Ogretim Uzmani

Ahmet KARAKOC Mehmet GIRGIC



Umitli Kurbaga

Bir kurbaga sirisii ormanda yiiriirken, iclerinden ikisi bir cukura diigtii. Diger
biitim kurbagalar ¢ukurun etrafinda toplandilar. Cukur bir hayli derindi ve
arEacfa;farmm zyofaygv disart gtﬁmasz miimkiin gém’lnmﬁyordit.
Yukaridaki kurbagalar, bosuna ugrasmamalarin soylediler arkadaglarna:

“Cukur ¢ok derin, disart gtkmamiz imkdnsiz.”
Ancak, cukura diisen kurbagalar onlarn soylediklerine aldirmayyp cukurdan cikmak
igin miicadeleye devam ettiler. Yukaridakiler ise hala bosuna girpup durmamalarn,
sliimiin onlar igin kurtulus oldugunu soyliyorlard,

Sonunda EurEag"a[arJan birisi séy[enenﬁm{en etkilendi ve mu'cadél’eyi birakt:. Digeri
ise gaﬁa[amaya devam etti. Yukaridakiler de, grrpinip durarak daha ¢ok act geEtig“ini
soylemeyi siirdiirdiiler,

Ne var ki, qukurdaki Eurﬁaga son bir hamle daha yapt, bu kez daha yuﬁsege

siramay: basards ve cukurdan ¢iktr,

Ciinkii bu Eurﬁaga sag“trcﬁ. ) yilzdén, arkadaslarinmin timit kiricu sozlerine kulak

asmamasti,

Etrafimizdakilerin olumsuz diisincelerine kulaklarmiz kapatin.

*Umidinizi kaybetmeyin ve bilin ki timidini kaybeden insamn kaybedeceji baska
seyi kalmamistir.”

Kararl ofun ve basars kapisim sabrla ¢aln. Sizden dncekilere nasil agifmigsa size de

oyle agilacaktrr. Emin ofun.



Dordiincii Kitapta Neler Var?
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Toplam ve Carpim Sembolii
Diziler

Fonksiyonlar

Limit ve Siireklilik

Tiirev Alma Kurallan

Tiirev Uygulamalan

Belirsiz integral

Belirli integral

9-28
31-50
53-100
103 -152
155-190
193 - 252
255 -298
301 -360




Ustelemek bag arvun tesmel unsurudur. Kapuwu yeterince
uzuv e ve yilksek sesle calarsanwg, bivileving
Henry Wadswortiv Longfellow

Cahit Avf






Aradud uvw ilmeyery, buldud unw anlayama.
Claduwe Bernard

Okunuw hedeften dteye atown okgu;, okunw hedefe
wlagtwramayarv okgudanw daha basawrdy ded ddiv.
- Motnagwne
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TOPLAM SEMBOLU

“Uzun uzun amele gibi yazmaktansé..."diye digiinen-
lerin buldugu bir gésterim sekli bu.©

Ornegin, 1 den 61 e kadar olan dogal sayilarin topla-
mini en kisa nasil ifade edersiniz?

Ya da, 5 ile béliindiigiinde 2 kalanini veren iki basa-
makh dogal sayilarin toplamini.
Iste bu mesele.©

Bir Latin harfi olan X (sigma) ile gésterilen toplam sem-
bolii su;
n sayisi pozitif tam sayi olmak lizere,

/ﬁst sinir
n
a, =
z K a1+ a2+ a3+ ...t ag
=1

degisken alt sinir
ifadesinin anlattigi sudur;
Degiskene (burada k ya) alt sinir degerinden baslaya-
rak Ust sinira kadar olan ardisik tam sayi de@erleri ver
ve her degerden sonra buldugun sonuglar topla.

Yani,

4
Z k2=12+22432 442

2

=
M” I
n

_. 2 2
)(i —X1 +X2 ve

i=1

M

X, =X +X, ve ayn sekilde

=
[}
-

1
> f(k+1) = f(=1)+(0)+f(1) + f(2) demektir.
k=-2

Var mi anlagiimayan bir sey?

Toplam semboliyle ilgili sorularin gogunda temel man-
tig1 bilmek yeterlidir. Formiile mormiile gerek yoktur®
Birazdan goreceksiniz zaten.©

4
Zk
k=1

toplaminin degeri kagtir?

(e

k=2

toplaminin degeri kagtir?

6

Dk

k=- 4

ifadesinin degeri kagtir?

4
2
k= -3

igleminin sonucu kagtir?




.
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EENTRE

igleminin sonucu kagtir?

4

6. Z(zk - 3)

k=1

isleminin sonucu kagtir?

10

7 Y1) 2

k=1

toplaminin sonucu kagtir?

13

8. Z(‘1)k+1'3k

k=1

toplaminin sonucu kagtir?

a
9. ;(m-ﬁ)

toplaminin sonucu kagtir?

10. f(\/kT_\/F)
k=4

ifadesinin degeri kagtir?

12
1. Z(W-JT—T)
k=1

toplaminin sonucu kagtir?

S
2. (BT - D)

X =1

ifadesinin degeri kagtir?
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Sunlarda biraz logaritma bilgisi lazim.

4
1. Zlogz4k
k=2

ifadesinin degeri kagtir?

63
1
2. kZ‘:‘log2 (‘1 + —k—)

ifadesinin degeri kagtir?

10
3. Zlogm!k
k =1

ifadesinin degeri kagtir?

15
4. (1__1_)
= k k+1

toplaminin degeri kagtir?

7.

Y ER

k=1

toplaminin degeri kagtir?

i 2= —1 olmak iizere
24
2
n=1

ifadesinin degeri kagtir?

i 2= —1 olmak iizere

2011
-k
I

k=0

ifadesinin degeri kagtir?

i 2= -1 olmak izere
18

S

n=0

ifadesinin degeri nedir?
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9. f(x)= 4x + 3 olmak (izere,

A=if(k)
k=1

olduguna gore, A kagtir?

10. x; =3, x,= -4 olmak lzere
2

Z(Xk +1)- (4 +2)

k=1

ifadesinin degeri kagtir?

11.f(x)=3x-1, X4=2 x,=-2 olmak lzere,

ixn~f(n)
n=1

ifadesinin degeri kagtir?

12. f(x) = x> - 3x - 5 olmak (izere,

;
K= Z(k+f(k))
k=0

olduguna goére, K kagtir?

olduguna gére, a, +a, +a, toplami kagtir?

olduguna gore, (31 +a, +aa)—(a1 +a2) farki kag-
tir?

n

15 ) a,=3n-11

k=1

olduguna gére, a5 kagtir?

X

16. Zak=x2+x+3
k=1

olduguna gére, a3 kactir?
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Art arda iki tane toplam semboli olmasi korkutmasin
sizi. Once igtekini halledin sonra da distakini.

Ornek Soru

kZ:ﬂZ: (24 n2)

toplaminin sonucu kagtir?

Cozelim®©

Az 6nce ne dedim?

Once igtekini halledin. Sonra da digtakini.
Peki, 6yle yapalim bakalim.

Z Z (2k+n ) Z 2k +9+2k+16+2k +25

=2n=3 k=2\ n=3 n=4 n=5
Gensu bildiginiz gibi. Dizenleyip k ya deger verecek-
siniz.

3

E (6k+50)=6.2+50+6.3+50=130
SeFoL o T >

k=2 k=2igin k=3igin

Anlagildi mi?
Devam edin bakalim®

1. ZZ (4k =n)

k=1n=

toplaminin sonucu kagtir?

2. z Zmn

m=0n=

toplaminin sonucu kagtir?

%3 (wert)
k=1n=2

toplaminin sonucu kagtir?

4 1
(k~n2 +2)
k=3n=-2

toplaminin sonucu kagtir?

4

3
Z [k +i)
k=1 i=1

ifadesinin degeri kagtir?

DI

k=1i=1

ifadesinin degeri kagtir?

Z Z(Zk +3i)

k=1i=1

ifadesinin degeri kagtir?
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3 2
8. D D(k+1(-2)

k=1i=1

ifadesinin degeri kagtir?

2 2
9. l.(+1
PIpR

ifadesinin degeri kagtir?
Tabii i tane olmasi da korkutmasin sizi.© Mantik
yine ayni. Degigkene deger verin ve toplayin.

toplaminin sonucu kagtir?

4 3 2
1. z ZZ(i+j+k)

k=3i=2j=1

ifadesinin degeri kagtir?

16

2 )

k=1

ifadesinin degeri kagtir?

Su g soruyu Ustteki soruya benzetip gdzmek [azIm®
23
1
13. —
] ; k(k +1)

ifadesinin degeri kagtir?

11

1@ > k21+k

k=3

ifadesinin degeri kagtir?

27

1
15. -
;k2+3k+2

ifadesinin degeri kagtir?
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e et

4.

Gordiginiz Gzre bundan 6nceki antrenmanlarda so-
rularin hig birinde formdil filan yoktu.

Artik 6zelliklere gegelim. Misaadenizle® Gergi son
sorular biraz gicikti ama olsun.©

Toplam Semboliiniin 6zellikleri

Hani 6zellik dediysem dyle uzun uzadiya seyler degil.
Mantiginizla siz bile ¢ikarabilirsiniz bu sonuglan.©
Ama yine de yazdigimda korkup kagmayin© Harfli
marfli yazinca zor gibi duruyorlar. Ama rakamlara dé-
kiince daha sevimli oluyorlar.©

n
z C=C+C+C+...+C=N.C
k=1 ntane

Yani degigken igermeyen toplam olunca terim sayisi
ile sayiyi direkt garpin.
Ornegin

10
Z 5=10-5=50 (Burada 10 tane 5 toplaniyor.)
k=1

Peki, su toplamin sonucu ne?

18
n_»

k=1 6

3n degil mi? Clnki bunda da 18 tane% toplaniyor.

. Degiskenin yanindaki say! toplam semboliiniin disina

¢ikarilabilir. Demek istedigim su:
.2 2
Mesel3, Z 4k =4 Z k“ oldugunu goriin isterse-
k=1 k=1

5 5
niz. Veya ) 3k =3 koldugunu.
k=0 K=0

3
. Z (k2 + 3k) gibi toplamlar hesaplanirken bunun

k=0

3 3
yerine Z k2 + Z 3k yazmanizda higbir sakinca
k=0 k=0

yok.

Korkmayin. Sonuglar ayni gikar. Gériin isterseniz.©

Sinir degigtirme olay.

Digerleri de 6nemliydi. Ama bu sanki biraz daha
dnemli gibi. Gergi OSYM deki amcalar son 30 yilda
sormamislar. Ama belli mi olur?©

Sinir degistirmeyi kiigiik bir iki 6rnekgik Gzerinde izah

edeyim.
5 5-2
> 4k toplamiyla ). 4(k + 2) toplamu,
k=3 k=3-2
Ayni gekilde
4 4+4
> k? toplamiyla > (k- 4)? toplam esittir.
k= -3 k=-3-+4

Bir sey anladiniz m|?

Sunu yaptim. Alt sinirdan kag gikardiysam (st sinir-
dan da aynt.sayiy! ¢ikardim. (Tabii alt sinira eklediy-
sem (st sinira da ekledim.) Fakat k yerine ne yazdi-
gima dikkat edin.

Sinirlardan 2 gikarinca k yerine (k + 2) yazdim.
Sinirlara 4 ekleyince ise k yerine (k — 4) yazdim.
Simdi anladiniz mi?

8 843
Ozaman ) (5k+2)= ) (5(k-3)+2) ol
k=-2 k=-2+3

dugunu goérin ve simdilik gegin bu olayi.

iyi de ne zorumuz var ki sinirlari degigtiriyoruz? Zo-
rumuz olmazsa degistirmeyiz herhalde.© Birazdan
goreceksiniz zaten. Bu konudaki formilerde alt sinir
hep 1 den basliyor. Formil dediysem biri, bilemediniz
en fazla ilk ikisi dnemli olan dért tane formiil var zaten.

Iste formiiller®

4 n(n+1
Zk=1+2+3+4+...+n=—(——)

k=1

n . _ . ] R _mh
DA P A s SR Ll
o} 1-r

. . 2
i k3=13423433 4. 4n? =[n(n+1)]
k=1 2

i"kz S 2.22432,. 4 n2 o DENE0+1)
e

k=1

Formiilleri zaman kazanmak igin kullanacagiz. Oyle
ya vaktimiz ¢ok degerli©

Ve formiillerde alt sinirlarin hep 1 den basladigina
dikkat edin. Egder alt sinir 1 degilse sinir degistirme
olayina girip 1 yaparsiniz artik.

Yalniz formdlleri 6grendiniz diye gidip her soruda kul-
lanmaya da galismayin. Alt ve st sinir arasindaki
fark az ise deger vererek ¢6zmek daha giizel. Bence
tabii ki.© Tecriibe bunu gerektiriyor.

Kisaca ig uzayacaksa formdil kullanin.
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9
Zs
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

11
23
k=0

ifadesinin degeri kagtir?

25
D k=125
i=1

olduguna gore, k kagtir?

14
Z a =100

m=-5

olduguna gére, a kagtir?

TOPLAM VE GARPIM SEMBOLU

16

5. D (x+1)=85

k =6

olduguna gore, x kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?

10
k—Zk
k=1

q
ol gt

ifadesinin degeri kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?
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—_—

10 20
sz + Zs
k=1 k=1

ifadesinin degeri kagtir?

15
D (2k-1)
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

8
Z:Bk
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

9

Z(4a+2)

a=1

ifadesinin degeri kagtir?

12

5. ) (3-4)

k=1

ifadesinin degeri kagtir?

15

6. D (si+)

i=1

ifadesinin degeri kagtir?

8
7. ) (F+i)=108
1

olduguna gore, k kagtir?

12
8. Z(a-k+1)=168
k=1

olduguna gore, a kagtir?
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10
9. Z(Sn +a) =205
n=1

olduguna gére, a kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?

1. i(ekz-s]
Km

ifadesinin degeri kagtir?

10
12. Z(mzn)
n=1

ifadesinin degeri kagtir?

10

13, Y (2-2)

k =1

ifadesinin degeri kagtir?

10

1a. Z(a2 +3a+ 2)

a=1

ifadesinin degeri kagtir?

9

15. Zk(k +1)

k=1

ifadesinin degeri kagtir?

10
16. Z(i -2)(i+3)

i=1

ifadesinin degeri kagtir?
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10
D N
r|1=1

ifadesinin degeri kagtir?

10

2. ) (8m®-2m+1)

m=1

ifadesinin degeri kagtir?

5

3. Z (4x3 —6x2 + 3)

x=1

ifadesinin degeri kagtir?

6
4, Za(a -1)(a+1)

a=1

ifadesinin degeri kagtir?

15
5. Z 2k
k=0
ifadesinin degeri kagtir?

11
6. Za"
k=0

ifadesinin degeri kagtir?

1
7. D45k
k=0
ifadesinin degeri kagtir?

olduguna goére, a nin § ile boélimiinden kalan kag-
tir?
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61
9. 2:7"
n=1

toplaminin birler basamagi kagtir?

12

10. D (2k-4)

k=0
ifadesinin degeri kagtir?

0
1. z (k +10)

k=-8
ifadesinin degeri kagtir?

13
12. Z (3k - 9)
k=4

ifadesinin degeri kagtir?

13. i (k2+6k+1o)

k=-2
ifadesinin degeri kagtir?

11
14. Z 2k+4

k=-3
ifadesinin degeri kagtir?

14 3
15. Z z (2n+k)

k=6n=-1
ifadesinin degeri kagtir?

12 3

16. Z Z (nk - 2)

k=3n=2
ifadesinin degeri kacgtir?
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Bazen toplam sembolii altinda verilmeyen ifadelerin-
de toplamini bulmak igin toplam semboliini kullan-
makicap eder. Ya da uzun uzun toplamak®

Once su toplamlari toplam sembolii kullanarak ifade
edin bakalim.

Asagidaki toplamlari toplam sembolii kullanarak
ifade ediniz.

a) 3+6+9+--+36

b) 3+7+11+---+99

Asagidaki toplamlar toplam sembolii kullanarak
ifade ediniz.

a) -8-3+2+7+---+47
b) -52-47-42-...+8

Asagidaki toplamlan toplam sembolii kullanarak
ifade ediniz.

a) 1-3+2-4+3-5+-..+23.25
b) 23+45+6.7+-.-+26.27

4. Asagidaki toplamlan toplam sembolii kullanarak

ifade ediniz.

a) 1 + 1 + 1 +o 1
1.2 2.3 3.4 11~-12

b) 1 b + 1 +oet 1
2.5 4.7 6.9 20-23

5. Asagidaki toplamlari toplam sembolii kullanarak

ifade ediniz.
a) l+£+i+i+...+2_1
2 5 8 1" 62
b) i+£+i+...+£
1T 2t 3 15!

6. 5+9+13+17+ .. +81

toplaminin sonucu kagtir?
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7. -4+3+10+...+45

toplaminin sonucu kagtir?

8. 50 den kiigiik 4 ile tam boliinen dogal sayilarin
toplami kagtir?

9. 32ile 123 arasinda 5 ile tam bdliinen dogal sayila-
rin toplami kagtir?

10. 5 ile béliindiigiinde 2 kalanini veren iki basamakh
dogal sayilarin toplami kagtir?

1.

12

13.

14.

1.2+2.3+3.4+...+20.21

toplaminin sonucu kagtir?

1.3+25+3.7+...+20.41

toplaminin sonucu kagtir?

1 1 1

1

+ + +o
1.2 2.3 3.4

toplaminin sonucu kagtir?

1+4+9+16 +... + 400

toplaminin sonucu kagtir?

7.

8
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CARPIM SEMBOLU

Garpim semboliindeki mantik da toplam semboliin-
deki gibi. Ama burada degigkenin her degeri igin el-
de edilen sonuglar toplamayip garpacaksiniz.

O kadar...

Demek istedigim su:

fI k =1.2.3.4.5 demektir.
k=1
Ayni sekilde, ﬁ (n2 +1) =(22 +1) (32 +1) ve

n=2

ﬁ (%=1 =(x;=1) (x, =) di.

i=1

Zaten birazdan géreceksiniz. Carpim sembolii ile ilgili
gelebilecek gok da fazla soru tipi yok aslinda.

Once formiilsiiz gézilebilenler... Buyurun bakalim.
Deger verip verip garpin.

10
(k-8)
k=1
ifadesinin degeri kagtir?

20
IT (< -25)
k=-2
ifadesinin degeri kagtir?

Fark ettiniz mi?

Degiskenin herhangi bir degeri igin garpim semboli-
niin yanindaki i fade sifir gikiyorsa sonug direkt sifir.
Onun igin sinirlar arasinda sifir yapan deder var mi
diye bakmak lazim.

10

IT (< —2k—15)

k=-1
ifadesinin degeri kagtir?

[Te -

k=-3
ifadesinin degeri kagtir?

20
[T (%)
k=0

ifadesinin degeri kagtir?

21

[0+ 1)k -15)
k=1
ifadesinin degeri kagtir?
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26

7 H k fk24

k= -6

ifadesinin degeri kagtir?

49
8. 3k —105
k+75

ifadesinin degeri kacgtir?

ifadesinin degeri kagtir?

122

10. Hlog(k -11)
k=12
ifadesinin degeri kagtir?

89

1. H(1-%)

k=2
ifadesinin degeri kagtir?

60

1
2. ] (1 + T)
k=1
ifadesinin degeri kagtir?

61

13. H(kt?)

k=1
ifadesinin degeri kagtir?

63
14. ] Jlog,(k+1)
k=2

ifadesinin degeri kagtir?

8. ANTRENMAN
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Carpim semboldiyle ilgili simdiye kadar ki antrenman-
larda formil mormiil yoktu gérdiigiiniiz gibi. Demek ki
burada sembollerin ne anlama geldigini bilip cesaret-
le bu igin izerine gitseniz bu olay da tamamdir.
Carpim semboliini gérdigiinizde ne yapacaginizi
bilin yeter. Gergi 6zellik diyebilecegdiniz bir iki gey var
ama gok da énemli degiller.

Iste garpim semboliiniin ézellikleri

5
1’12:2-2-2-22:25 demektir.
k=1

6
Ayni sekilde H3=3~3-3-3-3-3=36d|r.
k=1

Anladiniz mi ne yaptigimizi1?

llkinde 5 tane ikinin garpimi oldugu igin sonug 2 {izeri
5 e, ikincisinde ise 6 tane 3 Un garpimi oldugu igin
sonug 3 (izeri 6 ya esit oldu.©
Sunlarin sonuglarini da siz bulun bakalim.

20

=
-

ilkini 52° ,ikincisini de 42 bulduysaniz devam
edeyim.©

6
Hk=1-2-3-4A5‘6=6! dir. Ayni sekilde
k=1
6
k2 =12.22.32.42 .52 .62 = (8!)2 ve yine ayni
=1

10
mantikla Hk3 = (10!)3 dir.

k = 1
Siz de gunlarin sonucunu bulun bakayim.©

25
[x=
k=1

12
Hk“:
k=1

=

Sirasiyla 25!, (12!)4 ve (40!)3 bulduysaniz aferin.©

5
3. sz = (2.1).(2.2).(2.3).(2.4).(2.5) = 25.5!

k=1

10

Hak =319 10

k=1

12

H5k2 =52 (1211 dir.
k=1

Fark ettiyseniz burada ilk séyledigim iki sey bir arada
bulunuyor.

Su daha 6nemli gibi®
10 10 10

H k(k +1) = Hk : H(k +1) olarak yazilabilir.

k=1 k=1 k=1

Higbir sakincasi yok. Hatta faydasi bile var. Birazdan

goreceksiniz.©
15

Ayni sekilde H (k2 -4}= ﬁ(k—Z)- ﬁ(k +2)
k=3 k=3

k=3
seklinde ifade edilebilir.

Yani, demek istedigim su ki garpim durumundaki bir

ifade iki ayri garpim semboli kullanilarak da garpila-

bilir. Bunun ise yaradigi sorular genelde ¢ok da kolay
degildir ashnda. Ama siz yaparsiniz®

10
2
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?
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3
3. k =27
i=1

olduguna gore, k kagtir?

1"
4. Hsk
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

5. ﬁ2k3
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

6. ﬂ 2(k +1)

ifadesinin degeri kagtir?

Su sorulari iki ayri garpim semboli kullanarak géz-
mekte bilyilk fayda var.© Su bizim 4. 6zellikteki gibi
yani.

15

7. H k(16 - k)

k=1

ifadesinin degeri kagtir?

8. ﬁ(k2—1)

k=2

ifadesinin degeri kagtir?

9. ﬁ (k2—10k]

k=1

ifadesinin degeri kagtir?

10. ll_g[[1-ki2)

ifadesinin degeri kagtir?

o
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11 5 1
n —
1. H =

n=3

ifadesinin degeri kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?

Son olarak suna da bakip bitirelim bu konuyu.

21
H zk = 21 22.23" 221 = 21+2+3+...+ 21
k=1

21
Dk
= Qi1
10 &
z (2n-1)
Aynimantiia [ [ 3% =3 yazilabilir.
n=1

Yani, sayinin tsst k |i filan olursa Uste toplam yapili-
yor.

Bu 6zellik verdigim drnekgikte biraz basit gibi duruyor.

Ama is biraz kariginca azim faydasi var bu ézelli-
gin.©

Peki, agagidakilerden hangisinin sonucu 2%0, egit
oldugunu bulun bakallm®
10

1. H23n -2

n=1
12
0. I I22p+1
p=1
9
. | |24k -10
k=1

Hanaisinin mis? Ill. nin divorsaniz haklisiniz.©

4
3. H 3k
k=-3

ifadesinin degeri kagtir?

4, ﬁa"
k =1

ifadesinin degeri kagtir?

15
5. sz

k=15

ifadesinin degeri kagtir?

6

6. H 24k -5

k=1

ifadesinin degeri kagtir?
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3 5
7. HZa
i=2k=1

ifadesinin degeri kagtir?

2 3
8. ZH3=32a—6

i=0 k=1
olduguna gére, a kagtir?

16 13

9. ;::2 !:[1(ab2 - 49a)

ifadesinin degeri kagtir?

3 2
0. TIITe+D
i=1

k=1i

ifadesinin degeri kagtir?

4 5
1. HHan

k=1n =1

ifadesinin degeri kagtir?

12.x? + 2x + 4 = 0 denkleminin kokleri x, ve x, dir.
2

Buna gore, 1_[xi ifadesinin degeri kagtir?
i=1

13. x2 — 3x + m = 0 denkleminin kékleri x, ve x, dir.
2 .
].—[(xi +1) =8 olduguna gére, m kagtir?

i=1

11
14. A= H9"+2
=1

olduguna goére, A2 sayisinin birler basamag: kag-
tir?
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Fonksiyonlari biliyorsaniz acayip kolay bir konu.
(Gergi bilmiyorsaniz da zor degil. ) Hepinizin gok rahat
anlayabilecegi bir konu.

Once dizinin ne demek oldugunu séyleyeyim.

Belli bir kurala gore yazilmisg sayi gruplarina sayi di-
zisi denir. Diziyi olusturan sayilara ise dizinin terim-
leri denir.

Fakat bir sayi kiimesinin dizi olmasi igin, dizinin
nasil olustugunu gosteren bir kurali olmasi ve grup-
taki her elemanin bu kurala uymasi gerekiyor.
Meseld 2, 7, 12, 17, 22, 27, ... sayilari 5 e bélin{in-
ce 2 kalanini veren dog@al sayilardan olusmustur.
Peki, bu diziye bir kural uydurmak isterseniz bunu
nasil ifade edersiniz?

Ayni sekilde,1, 4, 9, 16, 25, ...sayilarise pozitif tam
sayllarin karelerinin olugturdugu bir dizidir.

Iste dizi bdyle bir sey. Anladiniz mi $imdi?©

Daha bilimsel bir tanim yapayim.

Tanmim kimesi pozitif tam sayilar ve deger kiimesi re-
el sayilar olan her fonksiyona reel sayi dizisi denir.
Bir dizide n. terimi veren bagintiya dizinin genel te-
rimi denir ve a_ ile gosterilir.

Fonksiyonlarda f(1), f(2), ,.. gibi degerleri bulabiliyor-
saniz (ki bulabildiginizi biliyorum®) burada isiniz da-
ha kolay. Yalniz burada f yerinde a_ var o kadar.

Genel terimi a_ olan dizi (a n) ile gosterilir.

f(n)=(a,)=(a;.a2.35.--.8,, ..) dizisinde n ye 1

verince dizinin birinci terimini, 2 verince de ikinci te-
rimini bulursunuz. Yani,

a,: dizinin birinci terimi
a,, :dizinin n. terimi (genel terimi) dir.

Bir de dizilerle ilgili sorulari gozerken n ye sadece
pozitif tam sayi degerler verebileceginizi de higbir
zaman unutmayin. i mi?

Ornek Soru
(ay)=(3n+1)

dizisinin ilk terimi ve yedinci terimi kagtir?

Cozelim©

Ik terim birinci terim demek zaten. Bir dizinin birinci
terimi de n ye 1 degeri verilerek bulunur.

n=1igin a, = 3.1+1=4 tir. Yedinci terimi ise n ye
7 verilerek bulunur.

Budan=7igin a, =3.7+1=22 dir.

Var mi ki zor bir gey?

Gerisi de aynen boyle. Belki dizinin kural biraz degi-
sik olabilir. Ve belki biraz da sorulan seyler.© O ka-
dar.©®

Ama yaparsiniz ki zaten.©

. Genel terimi,

a, =3n+2

olan dizinin yedinci terimi kagtir?

2. Genel terimi,

a, =n?+2n+1

olan dizinin dokuzuncu terimi kagtir?

3. Genel terimi,

a '=«/n3+9
n

olan dizinin lgiinci terimi kagtir?
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4, Geﬁel terimi,
a,= 5n-2

olan dizinin kaginci terimi 28 dir?

5. Genel terimi,
2
a, =2n“ -3

olan dizinin kaginci terimi 47 dir?

6. Genel terimi,
_ 2
a,=n -3n+1

olan dizinin kaginci terimi 19 dur?

7. Genelterimi,

_5n+4
%n 2n-5
olan dizinin kaginci terimi 8 dir?

8.

10.

1.

- (%)

a
olduguna gore, a—“ orani kagtir?
3

(a,)=(3n-18)

dizisinin kag terimi negatiftir?

e-(2558)

dizisinin kag terimi negatiftir?

o))

dizisinin kag terimi pozitiftir?




/2
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1.

4,

(an) = (n2 +2)

dizisinin ilk iig terim toplami kagtir?

(a,)=(2n-1)

dizisinin ilk 7 terim toplami kagtir?

(22

dizisinin ilk 16 terim garpimi kagtir?

(a,)=(10-2n)
dizisinin ilk 15 terim garpimi kagtir?

5.

Su sorularda toplam sembolii kullanmak daha
mantikh. Tecrilbe dyle diyor. Ama yine de siz bilir-
siniz.®

Genel terimi,
a = 4n+1

olan dizinin ilk 10 terim toplami kagtir?

Genel terimi,
a, = 6n2 +2n~1

olan dizinin ilk 10 terim toplami kagtir?

(&)

dizisinin ilk dort terim toplami kagtir?

n

(a,)= Z(2k+1}

=1

dizisinin ilk 10 terim toplami kagtir?
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9. (a,)= E[k

dizisinin ilk dort terim toplami kagtir?

10, (a,)=(-1"30)

dizisinin ilk 20 terim toplami kagtir?

" fa)efranss)

dizisinin ilk 18 terim toplami kagtir?

12 (a,) ={(-1)"+‘5n)

dizisinin ilk 15 terim toplami kagtir?

2

13 (a )= n°, ntekise
) n 3n-2, ngiftise

olduguna gére, a; —ag farki kagtir?

n2+1, ns 2(mod3)ise
14. (an)= ir;:l n=1(mod 3)ise
4-n, n=0(mod3)ise

olduguna gére, a, +a; +a, toplami kagtir?

n, n=0(m d2)
15. (an)={_n, n=1 fmzd 2)

olduguna gore, (an) dizisinin ilk 30 terim toplami

kagtir?
n?+2n, n=0(mod3)
16. (a,)={n-2, n=1(mod3)
n+1 , n=2(mod3)
a, +a,

orani kagtir?

olduguna gore,
"4




S % DIZILER

1. Genel terimi,
10

a =3+—=
n n

olan dizinin kag terimi tam sayidir?

2. Genel terimi,

2.3
a =n“+=
n n

olan dizinin tam say:i olan terimlerinin toplami

kagtir?

s e

dizisinin kag terimi tam sayidir?

b

dizisinin kag terimi tam sayidir?

()= 222)

dizisinin kag terimi negatiftir?

fn)= (2557

dizisinin kag terimi pozitiftir?

(a0 =[—n2 +n+30)

dizisinin kag terimi pozitiftir?

() =51

dizisinin kag terimi %ten biiyiiktir?
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9. Bir (a,) dizisi igin,

a =a,,,+5n+2 ve a, =20 olduguna gére, a

n
kagtir?
10. Bir (an) dizisi igin, a, ., =a_ +3n-1 veriliyor.
a, =2 olduguna gére, a, kagtir?
11. Bir (a,) dizisi igin,
Ayn,1 =80 4 +n? ve a, =2 olduguna gbére, a,

kagtir?

12. Bir (a,) dizisi igin,

a =n-a, +3 ve a2=2 olduguna gore, a,

n+1

kagtir?

2

13. Bir (a,)) dizisi igin,
a1 =(—ﬁ-g§)-an ve a, =220 olduguna gbre,

a kactir?

14. Genel terimi,

-1 1
8 =h+2 n+3

olan dizinin ilk 17 terim toplami kagtir?

15. Genel terimi,

-1
Zn n-(n+1)

olan dizinin ilk 12 terim toplami kagtir?

16. Genel terimi,

an= 21
n~+n

olan dizinin ilk 20 terim toplami kagtir?
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1. Bir aritmetik dizinin ilk terimi 3, ortak farki 4 ol-
ARITMETIK Dizi duguna gére, onuncu terimi kagtir?

-

Dizinin belki de en 6nemli kismi. Ve gok kolay.
Aritmetik dizide ardisik her iki terimin fark: sabittir.

(an) dizisi aritmetik dizi ise,
a,-a;=a;-a,=..=a,-a_ _,=d dr.

Ardisik terimler arasindaki farka (buradaki d sayisi-
na) dizinin ortak farki denir.

Aritmetik dizilerde sorularin gogunun ¢ézimiinde su
yeterli olur. Ben birkag 6rnek vereyim sonucu siz ¢i-

karin.
a..-a,=9d 2. Bir aritmetik dizinin ilk terimi 25, ortak farki — 3
10~ <1
olduguna gobre, beginci terimi kagtir?
-3, = 6d

a,q —ag =5d, ... cogaltabilirsiniz bunlari.

Anladiniz mi ne yaptigimi?

Alt indislerin (a nin sag altindaki kigiik sayilar®) farki
_neyse sonug esittir o kadar d ye®

Mesela, a,g —ag farki 15 -8 =7 oldugundan 7d ye

esittir. ag—ag=7d
Ayni sekilde a; —a, =4ddir.

Kisacasi, olay suraya varacak; bir aritmetik dizide

herhangi iki terimi, ya da bir terim ile ortak farki 3. Bir aritmetik dizide iigiincii terim 5, dokuzuncu

verdiklerinde bulamayacagimiz sey yok® terim 47 olduguna gore, bu dizinin ortak farki kag-
tir?

Ornek Soru

Bir aritmetik dizinin ligiinci terimi 5, ortak farki3
olduguna gére, on ikinci terimi kagtir?

Cozelim®©
Soruda neyi vermig?

a, =5 ved = 3. istenenise ag,="?

a,,yi a; ve d ye bagh olarak yazin bakalim.
a,, —a; =9d dir. Oyle degil mi?

O halde 812~ 5=9.3 ten 82 = 32 dir. 4. Bir aritmetik dizinin besinci terimi 8, onuncu

Bir zorlugu yok degil mi? © terimi 43 olduguna goére, yirminci terimi kagtir?

Ayrica aritmetik dizinin genel terimi (n.terimi)
a,=a, +(n-1)d

=a, + (n-2)d

=a;+(n-3)d

Mantigiyla bulunabilir.
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5. lkinci terimi 6 ve beginci terimi 24 olan bir aritme-
tik dizinin genel terimi nedir?

6. Ugiincii terimi 4 ve yedinci terimi 32 olan bir arit-
metik dizinin genel terimi nedir?

7. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide

a,; —a,5 =60 olduguna gére bu dizinin ortak

25
farki kagtir?

8. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide
a,, =75 ve a, =33 olduguna gére bu dizinin or-

tak farki kagtir?

9. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide

a,, =52 ved = -3 olduguna gére, ag kagtir?

10. Genel terimi a,, olan bir aritmetik dizide

Ay = —-34 ved =4 olduguna g«'Sre,a7 kagtir?

11. Genel terimi a_ olan bir aritmetik dizide
a,, —a, =20 oldugunagébre, a,; -a,, farki kag- .
tir?

12. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide

a,; —a, =36 ve a, =3 olduguna gére, a, kag-

tir?
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1. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide
a,p—ag =10 ve a; =2 olduduna gére, a,, kag-

tir?

2. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide
a,-a,=4
a, +ag = 24

olduguna gére, a, kagtir?

3. Genelterimi a_ olan bir aritmetik dizide

a2+a3=11

a, +ag =23

olduguna gore, a, kagtir?

Aslinda su sonucu siz de gikarabilirsiniz®

¢ Bir aritmetik dizide esit sayidaki terimin alt indis-
leri toplami egitse toplamlan da egittir.

Ornegin, a, +a, =a, +agdir.

~ Ayni gekilde, ag +a,y =a, +a,,dr.

' Ben Oylesine kafama gore yazdim. Cogaltabilirsiniz
bunlari. Yeter ki esitligin sag ve sol tarafinda esit sa-

' ~ yida terim (genelde ikiger tane olur) olsun. Ve bu te-
rimlerin alt indisleri toplami esit olsun.

4. Bir aritmetik dizide a; +a,, =40 olduguna gére,

a, +ag toplami kagtir?

5. Genel terimi a_ olan bir aritmetik dizi igin
a3

+aq
——22 orani kagtir?
ag +ayg

6. Genelterimi a_ olan bir aritmetik dizi igin

a1+a4 +a7 +a10

orani kagtir?
ag +ag

7. Bir aritmetik dizinin ardigtk dort terimi 7, x, y ve 13
tur.
Buna gore, x + y toplami kagtir?
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5 ANTRENMAN
5. ATRERMAN

8. Bir aritmetik dizinin ardigik alt: terimi a, 4, b, c, 8
ve d olduguna gére, a + b + ¢ + d toplami kagtir?

9. %<x<y<z<t<%

sirlamasinda ardigik her iki sayinin farki esit ol-
dugunagore, x +y + z + t toplami kagtir?

Aritmetik dizilerde herhangi bir terim kendisine sag-
dan ve soldan esit uzakliktaki iki terimin toplaminin
yarisina esittir. (Aritmetik ortalama gibi bir sey®©)

a1+a3 34 +a10 _

Yani, T:az, 2 a7,...dir.

10. Bir aritmetik dizide a, +ag =24 olduguna gére,

ag kagtir?

11. Bir aritmetik dizide a, = 7, ag = 10 olduguna

gore, a;, kagtir?

12, Bir aritmetik dizide a, =x, a,, =Yy olduguna

gore, a,, iin x ve y tiirlinden degeri nedir?

Aritmetik dizi de ardigik g terim verilmigse ortadaki
terim diger ikisinin toplaminin yarisina esit olur.

13. Ardisik Ug terimi siraslyla
2m+1, 4m-3, 5m +2

olan dizinin bir aritmetik dizi tanimlamasi igin m
kag olmahdir?

14. Bir aritmetik dizinin ardigik g terimi sirasiyla
3m+1, 3m+5, 5m-3
olduguna gore, m kagtir?

15. x in hangi degeri igin
x+1, 3x—-1, 4x+1

sayilan bir aritmetik dizinin ardigik lig terimi ola- -
bilir?
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1. Bir aritmetik dizinin ilk g terimi sirasiyla,
log, (X -1),3ve log, 16

olduguna gore, x kagtir?

2. Bir aritmetik dizinin ilk Gg terimi sirasiyla,
sin220°, x, cos?20°

olduguna gore, x kagtir?

3. Bir aritmetik dizinin ardigik Gg terimi sirasiyla
a-2b,5ve2b+4
olduguna gore, a kagtir?

lki say1 arasina (bu sayilarla birlikte) aritmetik
dizi olusturacak sekilde belli sayida terim yer-
lestirilirse...

Taa... En bagta soyledigim seyler yeterli aslinda. Bu-
nun igin yeni bir formdilciige gerek yok.©

Ornek Soru

3 ve 78 sayilari arasina bu sayilarla birlikte aritmetik
dizi olusturacak bigimde 14 terim yerlestiriliyor.
Olusturulan aritmetik dizinin ortak farki kagtir?

Cozelim®
ik terim 3, son terim 78. Araya 14 terim yerlestirilmis.
Yani bu dizide toplam 16 terim var.

3 78
e et
""51 14 terim a,

Dolayisiyla olugturulan aritmetik dizide

a, = 3 ve a5 =78 dir.

Bu iki terim yardimiyla dizinin ortak farkini (d yi)
bulcaz.

a,;-a,=15d den78-3 = 15d ve d = 5 tir.

Bence formiile gerek yok. Ama mutlu olacaksaniz ve-
reyim@®

4. 5 ve 85 sayilari arasina bu sayilarla birlikte aritmetik

5.

6.

dizi olugturacak sekilde 15 terim yerlestiriliyor.
Olusgan dizinin ortak farki kagtir?

— 2 ve 94 sayilan arasina bu sayilaria birlikte aritmetik

dizi olusturacak gekilde 11 terim yerlegtiriliyor.
Olusgan dizinin ortak farki kagtir?

— 3 ve 24 sayilan arasina bu sayilarla birlikte aritme-
tik dizi olusturacak sekilde 8 terim yerlestiriliyor.
Olusan dizinin ortak farki kagtir?
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7. 11 ve 83 sayilan arasina bu sayilarla birlikte ortak
farki 4 olan bir aritmetik dizi olusturacak sekilde n ta-
ne terim yerlegtiriliyor. '
Buna gore, n kagtir?

8. 8 ve xsayilari arasina bu sayilarla birlikte ortak farki
7 olan bir aritmetik dizi olugturacak sekilde 10 tane
terim yerlestiriliyor.

Buna gore, x kagtir?

9. 10 ve 100 sayilan arasina, bu sayilaria birlikte aritme-
tik dizi olusturacak sekilde 17 terim yerlestiriliyor.

Olusturulan bu dizinin 10. terimi kagtir?

10. - 8 ve 48 sayilan arasina, bu sayilarla birlikte-arit-
metik dizi olusturacak sekilde 13 terim yerlestiriliyor.

Olusturulan bu dizinin 6. terimi kagtir?

Bir aritmetik dizinin ilk n teriminin toplami

Ik n terim toplamu s _ile gosterilir.

S, =a,+a+az+..+a, demektir. Yani, ilk 5 terim
toplami yerine a, +a, +a, +a, +ag degilde sg ya-
zabilirsiniz.

Dolayisiyla sy =a, +a, +a,

Sqg =8y +ay+.....+ay demek oluyor.

Bu ilk n terimin toplamu igin kiiglik bir formilciik var©
Onu vereyim.

sn. = E(?"' + an) dir. Yani ilk ve son terimi toplayip te-

rim sayisinin yarisiyla garpiyoruz.

Ornek Soru

lik terimi 4, ortak farki 2 olan aritmetik dizinin ilk
yirmi terim toplami kagtir?

Cozelim®
a,; =4 ved =2 verilmis.

Sorulan S, Nin degeri. Bunun igin bize a,, lazim.

8y =8y +19d = 4 +19.2 = 42 yi bulduktan sonra

S,0 = _222(31 +azo) =10(4+42) = 460 bulursunuz
artik®

11. lik terimi 10, ortak farki 3 olan aritmetik dizinin ilk
on iki terim toplami kagtir?

12. Birinci ve 30. terimlerinin toplami 40 olan bir
aritmetik dizinin ilk 30 terim toplami kagtir?
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1. Genel terimi, a, olan bir dizide
a; = 3, d=5

olduguna gore, bu dizinin ilk 20 terim toplami
kagtir?

2. Genel terimi, a n olan bir dizide
a, = 3, a, = 7

olduguna goére, bu dizinin ilk 15 terim toplam
kactir?

3. Genel terimi, a, olan bir dizinin ilk n terim toplami s

olmak izere,
ag-a, =2, a;g =40 olduguna gore, Sis kagtir?

4. Yagslari toplami 50 olan dért arkadasin yaglari bir
aritmetik dizinin ardisik dort terimidir.

En kiigiigiiniin yas: 11 olduguna gore, en biiyii-
guniin yas: kagtir?

5. Konveks bir dértgenin i¢ agilari sonlu bir aritmetik dizi
olusturmaktadir.

En kiigiik i¢ agis1 50° olduguna gore, en biiyiik i
agisi kag derecedir?

6. Genel terimi, a, olan bir dizide

ag +a,9 = 20 olduguna gbre, bu dizinin ilk 23 te-

rim toplami kagtir?

7. Onuncu terimi 15 olan bir aritmetik dizinin ilk 19
teriminin toplami kagtir?

8. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide,
ag =12, ayy =44

olduguna gore, ilk on terim toplami kagtir?
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9. lik terimi 5, son terimi 55 olan sonlu bir aritmetik ' 12. Bir aritmetik dizide ilk n terim toplami s = olmak

dizinin terimlerinin toplami 420 olduguna gore, bu lizere,
dizinin terim sayisi kagtir? s, = 3n% +nolduguna gore, a, +a, toplami kag-

tir?
s —s, = a. tir. Nedenini izah edeyim. R
5 ~ 54 = 85 lir- edenini fzan edeyim 13. 9 ve 61 sayillan arasina bu sayilarla birlikte aritmetik
S5 =S, = (31 +a, +a, +a, +ag ) - (a.l +a, +a;+a, ) dizi olugturacak gekilde 18 terim yerlestiriliyor.
Yaniilk 5 terim toplamindan ilk dérdini gikarinca
sadece besinciterim kaliyor. Olusturulan aritmetik dizinin terimlerinin toplami
kagtir?

Ayni sekilde sq —Sg =8g, 455y, = a5 tir

14. Bir aritmetik dizide ilk n terim toplami s olmak

10. Bir aritmetik dizide ilk n terim toplami s_ olmak .
i n lizere,
Uzere, Sg—55 =12
S, = n?+2n olduguna gére, bu dizinin beginci te-
S8 —'S7 =20
rimi kagtir?
J olduguna gore, dizinin ortak farki (d) kagtir?

15. Bir aritmetik dizide ilk n terim toplami S, olmak

11. Bir aritmetik dizide ilk n terim toplami s olmak i
. Uzere,
Uzere,
2 _ S4—S3=7
s, =2n° +3nolduguna gére, a, kagtir?
Sig ~Sg =25

olduguna gore, Sg kagtir?
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3. ikinci terimi 3 ve ortak garpani V5 olan geo-

GEOMETRIK DiZi 5

metrik dizinin 8. terimi kagtir?
Geometrik dizide ¢ok fazla bir sey yok.

Geometrik dizide ardigik her iki terimin orani daima
sabittir.

a, a a
(an) geometrik dizi ise—2=a—3=...= n_—r dir.

ay 2 a1

Buradaki r sayisina dizinin ortak garpami denir.
Geometrik dizi sorularini ¢ézerken iginize en ¢ok ya-
rayacak olan sey su;
9 8 6
a,,=a,.rveyaa,,=a,.r veyaa,,=a,.r
10— Y2 810 =82 Y8 S0 =24 4. ik terimi 2, altinci terimi 64 olan geometrik dizinin
veya a,o = ag xS yazilabilir. ortak garpani kagtir?

Hangisi ise yarayacaksa o sekilde kullanmak lazim.
Buradan varacaginiz nihai netice su: Bir geometrik
dizinin herhangi iki terimi veya bir terimi ile ortak ¢ar-
pant (r si) verilirse bir siirl geyi bulabilirsiniz.
Geometrik dizinin n. terimi yani (genel terimi) ise

_ n-1 _ n-2 _ n-3 _ PP
a,=a.;.r'=a,.r =a,.r =... bigiminde

ifade edilebilir.

Aritmetik ve geometrik dizi sorularinin hepsi ¢ok basit
mantiklarla ¢ézilebilir. Yeter ki anlattigim seyleri iyi
6grenin.
Ama bu sdyledigim, en basit sorular bile iginden ¢i-

" kilmaz hale getirme konusunda mabhir olanlarigin de-
gil tabii ki.© metrik dizinin ortak garpani kagtir?

5. Uglincii terimi %, dordiincii terimi 18 olan geo-

1. ik terimi 3 ve ortak garpamni 2 olan geometrik
dizinin 5. terimi kagtir?

2 Uciincii terimi 3 « 20l . 6. ilk terimi 4 ve ortak garpani 3 olan geometrik
-7 gtincy ferimi 4 ve ortak garpani 2 olan geomet- dizinin kaginci terimi 324 tiir?

" rik dizinin 9. terimi kagtir?
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7. AIﬁnm terimi 96, ortak garpani 2 olan geometrik
dizinin ilk terimi kagtir?

8. Genel terimi a n olan pozitif terimli geometrik dizi igin,
a,;=3 ve ag =48 olduguna gére, bu dizinin ortak

garpan (r) kagtir?

9. Genel terimi a, olan pozitif terimli geometrik dizi igin,
;=5 ve a, =2 olduguna gore, bu dizinin or-

tak garpani (r) kagtir?

10. Bir geometrik dizinin 10. terimi 6. teriminin 5 kat
olduguna gore, 15. terimi 7. teriminin kag katidir?

1.

12. Genel terimi a,_ olan geometrik dizide

13. Genel terimi a_ olan pozitif terimli geometrik dizide

Bir geometrik dizide alt indisleri toplami egit olan
egit sayidaki terimin garpimlari da esittir.
Ornegin, a,-ay =a, -a, dir.

Ayni sekilde ag-a,, =a5-ay, @, -8 =3, 35 Yyazi-

labilir.

Bunlar ezberlenecek seyler degil tabii ki. Bir mantig
vermek igin dylesine yazdim®

Simdi anladiniz mi ne demek istedigimi?

Yine ayni mantikla a, -ay =ag-agten

2
a,-ag = (as) yazilabilir.

Genel terimi a, olan geometrik dizide
a,-ag = 30 olduguna gore, a, - a; garpimi kag-

tir?

ag-a,5 =2 veag-a,, =3x-10 olduguna gore, x _'

kagtir?

ay-a; =64 olduguna gére, a; kagtir?
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Birgeometrik dizide,

a,- 83 =(32)2

2
a8 = (a4)
2
a;-a, =(a5) dir.
Buradan bir sonug gikarabildiniz mi?
iki terimin garpimt bu terimlerin ortasinda bulu-
nan terimin karesine esit oluyor®

Ornegdin, birinci ve iiglincl terimin garpimi, bunlarin
ortasindaki ikinci terimin karesine egittir.

Yani, a,- a, = (a2)2 dir.

1. Genel terimi a_ olan pozitif terimli geometrik dizide

a,-ag = 25 olduguna gore, a, kagtir?

2 a tam sayi olmak lzere,

3a~2,a+1,a+3
sayilan bir geometrik dizi olusturduguna gore, a
kagtir?

3. lik iig terimi sirasiylax - 3, x —1 ve x+ 3 olan
geometrik dizinin ikinci terimi kagtir?

4. Ardigik ii¢ terimi sirasiyla x — 1, x ve x + 2 olan
geometrik dizinin besinci terimi kagtir?

5. tan15° x vetan75° terimleri pozitif terimli bir
geometrik dizinin ardigik lig terimi olduguna goére,
x kagtir?

6. log,9, m, log,4

sayilan pozitif terimli bir geometrik dizinin ardigik
i terimi olduguna gore, m kagtir?

7. 5 terimli bir geometrik dizinin terimlerinin garpimi
32 olduguna gore, bu dizinin 3. terimi kagtir?
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8. Pozitif terimli bir geometrik dizinin ilk terimi 2 ve
ilk lig teriminin toplami 26 olduguna gore, ortak
carpam kagtir?

9. Pozitif terimli bir geometrik dizinin ilk terimi 2 ve
ilk li¢ teriminin garpimi 64 olduguna gore, ortak
garpani kagtir?

10. Pozitif terimli bir geometrik dizinin ilk terimi 3 ve
ilk iig teriminin toplami 21 olduguna gore, dor-
diincii terimi kagtir?

11. Genel terimi a, olan pozitif terimli geometrik dizi igin,
a,+a, = 8
a,+a; =24

olduguna goére, dizinin ortak garpam kagtir?

12. lik terimi 3 olan pozitif terimli bir geometrik dizide,
a, +a; =60 olduguna gére, dizinin ortak garpam

kagtir?

Bir geometrik dizinin ilk n terim toplami

Geometrik dizinin ilk n terim toplami su sekilde bulu-
nuyor. (ispata girmiycem®)
1-r"
1-r
Bu da geometrik dizi de bilmeniz gereken tek for-
mil©

S,=a;+a,+..+a =a," dir.

13. lIk terimi 1 ve ortak garpani 2 olan bir geometrik
dizinin ilk 10 terim toplam kagtir?

14. {Ik terimi 2 ve ortak garpani 3 olan bir geometrik
dizinin ilk 12 terim toplami kacgtir?
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1. lik terimi 1, ikinci terimi 3 olan bir geometrik dizi-
nin ilk 10 terim toplami kagtir?

2. Ugiincii terimi 12, besinci terimi 48 olan pozitif
terimli bir geometrik dizinin ilk 20 terim toplami
kagtir?

- 3. Ik sekiz terim toplaminin ilk dort terim toplamina
orani 5 olan pozitif terimli bir geometrik dizinin
- ortak garpani kagtir?

* . 4. Bir geometrik dizinin ilk alti terim toplami in ilk tig
" terim toplamina orani 28 dir.

Bu dizinin kinci terimi 2 olduguna gore, besinci
terimi kagtir?

5. Bir geometrik dizinin ilk on terim toplamnin ilk
besg terim toplamina orani 33 olduguna gére, bu
dizinin ortak garpani kagtir?

6. ilk terimi 2, ortak garpani 3 olan bir geometrik

324

dizinin ilk n terim toplami -1 olduguna goére,

n kacgtir?

7. ilk iig teriminin toplami 21, garpimi 216 olan artan
bir geometrik dizinin dérdiincii terimi kagtir?

8. lIk iig teriminin toplami 7, garpimi 8 olan artan bir
geometrik dizinin ortak garpani kagtir?
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Terimler hem aritmetik, hem geometrik dizi olug-
turuyorsa bu terimlerin hepsi birbirine egittir.

- 9. a-3, 2a+bve2a+1
sayilari hem aritmetik hem de geometrik dizi olug-
turduguna gore b kagtir?

10. x = 0 olmak lzere,
4xy, 2x+y ve x2y

sayilan hem aritmetik hem de geometrik dizi olug-
turduguna gore x kagtir?

11. y > 0 olmak lzere,

2x+Yy, 3xy ve 37"

sayilari hem aritmetik hem de geometrik dizi olus-
turduguna gore x + y toplami kagtir?

12, 2%*Y, 2%3%-5 e 16
sayilan hem aritmetik hem de geometrik dizi olusg-
turduguna gore x — y farki kagtir?

13. Ardigik dort terimi
a+b, 2a+6, a2+2c, 5b
olan dizi hem aritmetik hem de geometrik dizi be-
lirttigine gore, c kagtir?

14. x tam say| olmak Uzere,
2, x, Y 9
sayilaninin ilk iigi bir aritmetik dizinin, son gl
ise bir geometrik dizinin ardigik iig terimi oldugu-
na gore, x.y garpimi kagtir?

15. lik terimi 2 olan bir aritmetik dizinin birinci, tiglinci ve
dokuzuncu terimleri artan bir geometrik dizinin ilk g
terimidir. :

Bu geometrik dizinin besinci terimi kagtir?



Fonksiyorndar
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FONKSiYONLAR

A kiimesinin her bir elemanini B kimesindeki yainiz-
ca birelemanla esleyen A dan B ye her bagintiya
fonksiyon denir ve

f: A — B bigiminde gésterilir.

Gorantd
Kimesi

Tanim K(mesi

Degder Kiimesi

Burada, A kiimesi fonksiyonun tanim kiimesi, B k-
mesi de fonksiyonun deger kiimesidir.

Tanim kiimesi =A = {1, 2, 3, 4}

Deger kiimesi =B ={a, b, c, d}

Verilen f fonksiyonunda f: 1—» b dir. Ve bu f(1) = b
bigiminde ifade edilir. Bu 1 in f fonksiyonu altinda-
ki goriintiisiiniin b oldugu” anlamina gelir.

Ayni sekilde f(2) = c, f(3) = c ve f(4) =d dir. Bu fonk-
siyon f = {(1,b), (2,c), (3,c), (4,d)} bigiminde ifade edi-

lebilir. Dikkat ettiyseniz fonksiyonun goriinti kiimesi
" f(A)={b, c, d} dir.

Fonksiyonda goriintii (deger) bulma olay:
Bir fonksiyonda x e (degiskene) uygun kosullarda her

3 :_ deger verilebilir. Yeter ki x gérdiiginiz her yere ayni

' dederi yazmayi unutmayin.

: - (Ama x gordigiiniiz her yere ayni dederi yazmazsa-
: miz yamulma olasiiginiz yiiksek®)
“ Bakn Canlar! Bu sdyledigim seyler acayip derecede

o6nemli.

e -::: '_ Ne demek istedigimi daha iyi anlamak igin inceleyin

" bakalim su ¢6zimli 6megi.

;:_' Ornek Soru
-+ f(x) = 4x + 2 olduguna gére,
a) f(4) degeri kagtir?

“b) f(%) degeri kagtir?

Cozelim®

Bu tiir sorulari (;ijzerken’ sunu unutmayin yeter.
Fonksiyonda x yerine deder yazarken o esitlikte x
gordugiiniz her yere ayni degeri yazmak lazim. Yok-
sa cevap gikmiyor da®

Bakalim.

a) x=4igin f(4)=4.4 +2 = 18 dir.

=Sicin (3)24.3.2-
b) x-4|9|n f(4)_4.z+2_5 olur.

Fonksiyon grafigi nasil okunur?

Fonksiyonlarin grafigini okuyabilmek acayip énemli.
Goreceksiniz zaten. Sadece burada degil, limitte, tu-
revde ve integralde de lazim olacak. Onun igin bu
olayiiyi kavramanizda fayda var.©

S$imdi size yahsi bi grafik gizeyim.

y4 f(x)

b

yd
/ ]
Bu grafik tizerindeki A(a,b) noktasinin neyi anlattigmi

izah edeyim.
Olay su: f fonksiyonunun grafigi A(a,b) noktasindan

geciyorsa f(a)=bve f_1(b)=a dir.

Anladiniz mi?

Omegin " (2) kagtir?" sorusunun cevabi ile "fonk-
siyonun grafigi lizerinde apsisi 2 olan noktanin ordi-
nati kagtir?"sorusunun cevabi aynidir. Clinki ikisi de
ayni soru da ondan©

Bu da fonksiyonun x = 2 igin ald1§1 degerdir.

Size gimdi a h b li degil de Gzerinde sayilar olan bir
grafik ¢izip onun Uzerinde netlestireyim bunu.

) f(X)
4 ............. ; (2|4)
(0.2) |

(-3.0/

0L

Cizdigimi f fonksiyonunun grafigi (-3,0), (0,2) ve
(2,4) noktalarindan gegiyor. Iste bunun anlami
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f(-3)=0ve f'(0)=-3 3.
AY = f(x
f0)=2vef1(2)=0 ¥ = e
f(2) = 4 ve f~1(4)=2dir.
Mesela yukaridaki grafige gore sdyle bir sey sorulabi-
lir: “(fof)(0) kagtir?”
llk 6nce sunu hatirlayin. (fof)(0) = f(f(0)) demekti.
Once f(0) in kag oldugunu gérin. f(0) = 2 olduguna
gére, f(f(0)) = f(2) olur. Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
f(2) de 4 e esit olduguna gére (fof)(0) = f(2) = 4 ol- f(=2) + £(0) + (2) toplam kagtir?
mus olur.
Var mi bir zorlugu?
Gerisini antrenmanlara birakiyorum artik.
1.
A
y fx) 4.
AY
3/ AN vew
2 P 2}--4
/ o] 3 % EEAN
j2 o 12 —rX
Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
a) f(~2) +(0) +f(3) toplami kagtir? Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
f(-2) + (fof)(2) toplami kagtir?
b) f~(0)+f~ '(5)toplami kagtir?
5.
2. ffonksiyonunun grafidi A(2, 5) ve B(1, 2) noktalarin-
dan gegmektedir.
Buna gore, f(2) + f(1) toplami kagtir?
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
(fofof)(3)+f(4)
. f(4) orani kagtir?
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— X

G;
f(\X)

folemnes
—
) F—

Yukanda grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
f(x) = 5 egitligini saglayan x degerleri toplami kag-
tir?

Sekilde dik koordinat diizleminde f ve g fonksiyonla-
rinin grafikleri verilmigtir.

Buna gbre, (f'1og)(0) kagtir?

Yukanda grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

Sekilde f ve g dogrularinin grafikleri verilmigtir.
f(-1) . f(2) carpimi kagtir?

Buna gore, (gof)(8) + f(0) toplami kagtir?

-

'-.'3.- Reel sayilarda taniml f fonksiyonu A(2, 5) noktasin- \/ \

.. dan gegmektedir. f(x)
- f(x+ 1)= x2 + bx + 1olduguna gére, b kagtir?
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
f(x) = 0 esitligi x in kag farkh degeri igin dogudur?
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7. Ay
3

—

A
/ O 2 4\
()

Sekilde f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, f(x+1) = 3 esitligini saglayan x deger-
leri toplami kagtir?

/—3 1 0’ 1\;/74 5 h
) SO,

Sekilde grafidi verilen f fonksiyonuna gére,

a) f(x) = 0 egitligini saglayan x degerleri toplami
kagtir?

b) f(x) = 2 esitligi x in kag farklh degeri igin dog-
rudur?

9,
2 o' 7 5\
f(x)
Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
a) f(x) = 3 esitligini saglayan x degerleri toplamr
kagtir?
b) f(x) =2 esitligi x in kag farkh degeri igin dog
rudur? '
c) | f(x)l =2 esitligini saglayan kag farkh x dege--
ri vardir?
d) |f(x) -2 |=1 esitligini saglayan kag farkl x -
degeri vardir?
10. Ya
2 - -
2
Q1
-2

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

a) f(x —1) =0 esitligini saglayan x degerleri top
lami kagtir?

b) |f(x) | = 2 esitligi x in kag farkh degeri igin
dogrudur?

c) | |f(x) |-2 |=1 esitligini saglayan kag farkh
x degeri vardir?
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Grafigi verilen bir fonksiyonun tanim ve gériin-
tii kiimesi nasil bulunur?

Hatirlayin.© Fonksiyonun tanim kiimesi x in alabi-
lecegi degerlerin kiimesiydi.
Grafik ¢izip de gostereyim.

Y4

|

tanim kimesi

Ustte gizdigim fonksiyonun tanim kiimesi [-2, 3] tir.
(Grafigin sag ve sol sinirlari)

. Gorintii kiimesi ise x in degerlerine karsilik fonk-
* siyonun (y nin) aldigi degerlerin kiimesiydi.
Yine grafikle géstereyim.

.
@
Q
E
=
<
-
g
c
=2
=
=

)

[ICY PO

- Ustteki fonksiyonun gérintii kimesi -2, 5] tir. (Grafi-
- . ginalt ve Ust simin)
. Simdi biraz daha degisik bi gey gizelim.

4y

4f---- -/f(*)

2
_1/'
/ °
" Ayni mantikla bu fonksiyonun
... Tanim kiimesi:(~ ©,~ 1) U (~1,=)
* . Goriinti kiimesi (- «,0) U (0,2) U [4,%) dur.
~ 7 Anladimiz mi1?

" Gegtim.©
Antrenmanlari ¢éziince daha iyi anlarsiniz... ©

1. f:[ab]—[c d]

Q
m mASmAsma

....... -1

Sekilde grafigi verilen birebir 6rten f fonksiyonu
igin b.d - a.c farki kagtir?

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go6-
riintd kiimesi nedir?

4
3
N\
32 :
Y

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go-
riinti kiimesi nedir?

X
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vi 0 7

/ | y "
o~ -
/ [e) =X 3 - X

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go-
Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go- riintii kiimesi nedir?
riintii kiimesi nedir?

t

————a ¥ =1(x)

5
s /

Yukarida grafigi verilen fonksiyonun tanim ve gé
Yukarida grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go- riintii kiimesi nedir?
riintii kiimesi nedir?

<
—
(-]

3

AN
\f(ﬂ

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve gé-
Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go- rintii kiimesi nedir?
riintii kiimesi nedir?

/

L]
Jury| S
o




FONKSIYONLAR

A cccaacas

§
»®

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go6-

riintii kimesi nedir?

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go-

runtii kimesi nedir?

0| 2

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun goériintii
. kiimesinin en kiiglik elemani (yani fonksiyonun
--*- alabilecegi en kiiglik deger) kagtir?

Tanim kiimesi ve kurali verilen bir fonksiyonun
gorintia kiimesi nasil bulunur?

Ik 6nce sunu hatirlayin. Fonksiyonun tanim kiimesi
ne demekti?

Tanim kimesi, bir fonksiyonda x in alabilecedi deder-
lerin kiimesiydi. Buradan hareketle bir fonksiyonun
tanim kiimesi yani, x in aldigi de@erlerin kiimesi ve-
rilmis ve goérinti kimesi istenmisse x in bu degderle-
rine karsilik y nin alabilecegi degerlerin kiimesi bulu-
nabilir. Bu biraz cebirsel yetenek isteyebilir tabii ki®
Kisacas! buradaki olay x in degerlerine kargilik y nin
hangi degerleri alabilecegini bulma olay:.

Ornek Soru
(2, 5]te tanimli
f(x) =3x-2
fonksiyonunun goriintii kiimesi (alabilecegi de-
gerlerin kiimesi) nedir?

Cozelim.©

x in araligi (2, 5] verilmis. Buradan hareketle 3x — 2 yi
elde etcez.

2 < x < 5 esitsizligini 3 ile genigletin.

6 < 3x < 15 bulmus olmaniz lazim.

Simdi her taraftan 2 gikarin.

4 <3x -2 =13 olur. Demek ki x in bu aralktaki de-
gerleri igin 4 < f(x) = 13 oluyormus.

Ne yaptigimi anladiniz mi?

x in tamim araligindan yola gikarak fonksiyonun kura-
lin elde ettik.

Bu anlattigim seyleri grafik izerinde de gorun ister-
seniz.

Cizeyim.

Evet, f(x) in goriintd kiimesi (4, 13] imis.
Varmi anlasl_lmayari bir yer? Ya da anlasilan?®©

Ornek Soru
[4, 12] da tanimli

f(x)=3d2x+1

fonksiyonunun gériintii kiimesi nedir?
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4,

5.

Cozelim©

Bu tir sorularda yani, tanim kiimesinin verilip de gé-
rintd kimesinin istendigi sorularda x in ald:§1 deger-
lere karsilik f(x) in aldi§1 degerler! bulacaksiniz.

Ne demek istedigimi bu soruda uygulayarak géstere-
yim.

Fonksiyonun tanim kiimesi [4,12]. Yani, 4 < x <12
arahgr. '

Buradan yola gtkip f(x) in kuralini elde edin. (BL| kis-
mi biraz cebirsel yetenek isteyebilir. Ama olsun. Na-
silsa sizde gok®©) .
ilk dnce 4 < x <12 yi 2 ile genigletin ve 8 < 2x < 24 (i
elde edin.

Simdi de her tarafa 1 ekleyin bakalim.

9 < 2x + 1 < 25i buldunuz mu?

Peki, simdi ne yapmak lazim?

Hepsinin karekékiinii almak. Oyle degil mi?

Simdi hepsinin karekdkini alin ve sunu bulun.

V9 <V2x+1<25 1. Yani,3< y2x+1<5 .
$imdi de her tarafi 3 ile genisletip bitirin bu i$i.®
Way be. Ne soruymus.©

Demek ki 9 <32x+1<15yani, 9 < f(x) 15 imig.
Bunun anlami x in [4,12] araligindaki degerleriigin
f(x) in aldig1 degerler [9, 15] araligindaymis.

Biraz zor bir 6rnek soru yaptim. Ama kolaylarini ¢6-
ziip zorlarini size birakmaya génlim razi olmadi®©

f(25)—-A
f(x)=3x-2
fonksiyonunun goriintii kiimesi nedir?

fA—B
A ={0, 1, 2} olmak uzere,
f(x)=2x +4

fonksiyonunun gériintii kiimesi nedir?

6. [0, 2] araliginda tanimli

f(x) =3 -4x
fonksiyonunun goriintii kimesi nedir?

7. Pozitif reel sayilar kimesinde tanimh
f(x)=3-vx

fonksiyonunun gériintii kimesi nedir?

8. [2, 6] araliginda tanimh
f(x)=2J4x+1

fonksiyonunun goériintii kiimesi nedir?

9. f[-22]-A

f(x)= 3\/ 452
fonksiyonunun gériintii kimesi nedir?

4. ANTRENMAN
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JLESAE

4. f:-1.3]1—8B
f(x)=x2 +1
fonksiyonunun goriintii kiimesi nedir?

[~ 1, 3] aralidinda tanimi
f(x) = (x—2)° +1
fonksiyonunun goériintii kiimesi nedir?

2,

3 f:[-2.2]»A
: f(x) =(x2 +2x+1)+3

:' fonksiyonunun goriintii kiimesi nedir?

: _ $unda ilk 6nce x + 2 nin karesini elde etmek lazim.
4 [-3,1]5A

' f(x)=x2 +4x+7

R fonksiyonunun goriintii kiimesi nedir?

5. fR-{2}—A
x-3

f(x) =——

(x) ~—2

fonksiyonunun gériintii kiimesi nedir?

6. f:[0,2m ]>R

f(x) = 1 + 2sinx

fonksiyonunun goriintii kiimesi nedir?

7. f:[1,115]-R
f(x) = log,(x +1)

fonksiyonunun goériinti kimesi nedir?

8. f:[-112]-R
f(x) =1+ 21093(2x +3)

fonksiyonunun goériinti kiimesi nedir?
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Grafigi verilen bir fonksiyonun igareti

Fonksiyonun igaretinden kastim x in aldidi dederlere
kargilik y = f(x) in pozitif mi? Negatif mi oldugu.

Iste burada bunun adini koymaya galigiyoruz.

Tek ciimlelik bir 6zet isterseniz©

Grafigin x ekseninin iistiinde oldugu yerlerde
fonksiyon pozitif, altinda oldugu yerlerde ise ne-
gatiftir.

Su grafikleri incelerseniz ne demek istedigimi daha iyi
anlayacaksiniz.
Su grafiklerdeki arti eksileri inceleyin bakalim.

1Y fix}

X
pLE

~r

Burada grafigi verilen f fonksiyonu ( — «, 2) araliginda
negatif, (2, =) araligindaise pozitiftir.

Bir de suna bakin.

Bu grafikte verilen f fonksiyonu ise
(=, — 1)U (2, 5) te pozitif,
(=1, 2) U (5, =) da negatiftir.

[[5.] y

O

.3\ =

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun igaretini
(pozitif ve negatif oldugu araliklan) belirleyin.

10.

1.

12

13.

Yukarida grafigi verilen f(x) = ax? +bx+c fonk-
siyonunun (paraboliiniin) igaretini bulunuz.

y
e x
f(x)

Yukarida grafigi verilen f(x) = ax? +bx +c fonk-
siyonunun (paraboliiniin) igaretini bulunuz.

y f(x)
o1 3 X

Yukarida grafigi verilen f(x)= ax? +bx +c fonk-
siyonunun (paraboliiniin) igaretini bulunuz.

AN
M f}x)

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonu x in hangi de
gerleri igin pozitiftir?
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e 1. Kurah verilen iki fonksiyonun kesim noktasi
' nasil bulunur?

Kural belli olan iki fonksiyonun kesim noktasinin ap-
sisi butin fonksiyonlar igin aymi sekilde bulunur.
Fonksiyonlarin kesim noktasini bulmak igin daima
sunu yaptn. Fonksiyonlar birbirine esitleyin ve kesim
noktalarinin apsisini (x i) bulun. Bu noktalarinin ordi-
natini ise bulunan x degerlerini fonksiyonlardan her-
hangi birinde yerine yazarak bulun.

Anladimz m1?

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun igaretini
(pozitif ve negatif oldugu araliklan) belirleyiniz.

Ornek Soru
f(x)=3x-5
g(x)=x+3
fonksiyonlarinin kesim noktasinin koordinatlari
2 nedir?
Y4
] T vermvans Cozelim.©

Iki fonksiyonu esitleyerek, yani, f(x) = g(x) diyerek
3x - 5=x+ 3 ten x = 4 ve bu x degeri igin f(4) = g(4)
=7 olur ki bu da f ve g nin (4,7) noktasinda kesistigi
anlamina gelir.

Baska bir 6rnek daha vereyim.

heeeecaanaa

Ornek Soru

f(x) = x? fonksiyonu ile g(x) = x + 2 fonksiyonu-
Sekilde grafigi verilen fonksiyonu pozitif yapan

tam sayilarin toplami kagtir? nun kesim noktalarinin koordinatlar: nedir?

Cozelim©
Yine aym seyi yapin. Yani, iki fonksiyonu birbirine
esitleyin. )

f(x) = g(x) esitliginden x2 = x+2 denklemini coze-
rek x = — 1 ve x = 2 yi bulun. Iste bu degerler f ve g
nin kesim noktalarintn apsisieridir.

Bu noktalarnn ordinatlari (yani, y degerleri) ise
P x=-1iginy=-1+2=1vex=2iginy=2+2=4
olur.

Isterseniz bunu grafik iizerinde de gériin. Istemiyor-
saniz gegebilirsiniz®

9

T —- X
;/4 of 2N\__75 vA
asssmsaseuna]-3 f(x) ax)
CR s
1 Sekilde grafigi verilen fonksiyon tamimh oldugu '
.- . " aralktaki kag tam say igin negatiftir? QU)W
' 7 a2z 0 F

Demek ki bu fonksiyonlar (-1,1) ve (2,4) noktalannda
kesigiyorlarmis.
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< v

4, f(x)= 4x -3
g(x)= x+9

fonksiyonlarinin kesim noktasinin koordinatlan
nedir?

5. y= 3x-7
y=—-2x+3

dogruiarinin kesim noktasinin koordinatlari ne-
dir?

6. f(x) = x

gx) = 4
fonksiyonlarinin kesim noktalari arasindaki
uzakhk kag birimdir?

7. f(x) =x2 + X +1
g(x)=3x+9

fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri
toplami kagtir?

8. f(x)=x2 +2x+1
gx)=3x+7

fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri
garpimi kagtir?

9. f(x) = |2x - 3|

g(x)=5
fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri
toplami kagtir?

10. fx)=||x-3|-1|

a(x)=7
fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri
toplami kagtir?

1. f(x)=logz(x-3)

gx) =4 _
fonksiyonlarinin kesim noktasinin apsisi kagtir?



FONKSIYONLAR

Birebir Fonksiyon

Tanim kiimesindeki her bir elemani deger kiimesinin
farkh bir elemanina egleyen fonksiyondur.

Yani, tanim kiimesinin her elemaninin deger kiime-
sindeki goriintlsi farkhdir.

Sabit Fonksiyon

Tanim kiimesinin her elemaninin deder kiimesindeki
goriintisi ayni olan fonksiyondur. Yani, tanim kiime-
sindeki her eleman deger kimesindeki sabit bir ele-
mana gidiyor.

7'y
C y=c

. Mesela sekildeki sabit fonksiyon grafiginde x e kag
 verirseniz verin yolunuz hep c ye gikar.
- f(G)=f(1) =f(2) = f(3) = .... = f(x) = sabit say!

Sabit fonksiyonda x li terim olmaz. Zaten x li terim ol-
.. - sasabit olmaz.©

Eger size verilen sorudaki sabit fonksiyonda x li te-
.-.rimler varsa iginiz x li terimleri yok edecek ayarlan
- yapmak olmall.

« Polinom tiirii bir fonksiyon sabit ise x li terimlerin
. kat sayilari sifir olmali.

" Ornek Soru
' - f sabit fonksiyon olmak (izere,
f(x)=(4-a)x? +(2b-4)x +2a-b
i olduguna gore. a + b toplami kagtir?
Cozelim®
ffonksiyonu sabit olduguna gére iginde x li terim ol-
‘mamasi ya da x li terim varsa kat sayisinin sifir ol-

L masi lazim. Zaten fonksiyonda x li terim olursa fonk-
siyon sabit mabit olmaz.©

" Onunigin x2 nin kat sayisiolan 4 —a =0 ve xin kat
_ “sayisi olan 2b - 4 = 0 olmas! lazim.
:'_'Yéni, a=4veb=2.

' '.Bu degerler igin a + b =6 olur.

ax+b
cx+d

: 'f:-:,E:g'er f(x) = fonksiyonu sabit fonksiyon ise

fx =E=E dir.
"_._() 5=g dr

Ornek Soru
f sabit fonksiyon olmak Gzere,

f()()=_6x+4_
3x+m

olduguna gére, m kagtir?

Cozelim®

Bu sekildeki bir fonksiyonun sabit olmasi igin pay ve
paydadaki x lerin kat sayilarinin oraniyla sabit sayila-
rin orani esit olmasi l1azim.

Zaten gerekli olan kural Ustte verdim. Bu kural 1§1-

ginda ¢6ziim yaparsaniz f(x)=—g-=% ve buradan

damyi 2 bulursunuz.

Isterseniz m yerine 2 yazip da bakin bakalim f fonk-
siyonu sabit oluyor mu?

Olur ya belki olmaz.©

Birim (Etkisiz) Fonksiyon

Tanmim kimesindeki her elemani deger kiimesinde
kendisiyle egleyen fonksiyondur. Yani, her elemanin
goriintlisi kendisidir. I ile gésterilir.

f birim fonksiyon ise

f(1) =1
f(2)=2
f3)=3

f(x)=x=1
f2x+3)=2x+3
fBx—-1)=3x-1

f(5x2 +3x—2)=5x2 +3x-2

Birim fonksiyonun igi digi birdir. Yani fonksiyona ne
girmigse o gikar.

Ornek soru
f(x)=(@a-2)x+b+5

fonksiyonu birim fonksiyon olduguna gére, a.b
carpimi kagtir?

Cozelim®

Birim fonksiyonun igi digi aynidir. Yani, igerisi x oldu-
guna gobre disarisi da x e esit olmasi lazim.
Onunigin x in katsayisi olan a— 2 = 1 olmalive xin
yaninda bagka bir ey de olmamal.

Yani, b + 5 =0 olmal.

Artik a.b = — 15 oldugunu bulursunuz.
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Ornek Soru 4. fsabit fonksiyon ve

g birim fonksiyon olmak lzere, f(x)=(a+2)x-5a+b
f(3x — g(x+1)) = g(5x+2) f(4)=7

olduguna gére, f(5) degeri kagtir? olduguna gére, b kagtir?

Gozelim©

Gok basit bir soru.

g birim fonksiyon oldugundan g(x + 1) = x + 1 ve

g(5x + 2) = 5x + 2 dir. Oyle ya birim fonksiyonun igi

digi ayni idi.

Dolayistyla verilen ifadeyi f(3x — (x + 1)) = 5x + 2 ola-

rak diizenleyebilirsiniz.

Artik x = 3 igin f(5) = 17 yi bulursunuz.

5. fsabit fonksiyon ve

1. f:A —B ye birebir ve 6rten fonksiyon ve f(x)=x" -3 43n-2
s(B)=2n-3
s(A)=n+4

olduguna gore, s(A) kagtir?

olduguna gore, f(4) kagtir?

6. f sabitfonksiyonve

mx+4
g2

X+2

2. fsabit fonksiyon ve

fix)=(@a+1)x+3
olduguna gore, m kagtir?
olduguna goére, a kagtir?

7. f sabit fonksiyon ve
3. f sabit fonksiyon ve

mx+2m-3
f(x)= XSS

f(x)=(a-3)x%2 +(b-2)x+a+b+1 2x+5
olduguna gére, f(4) kagtir? olduguna gére, f(0) kactir?
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- 4. fsabit fonksiyon ve

2x—a
f(x)= x+b

' olduguna gore, f(5) kagtir?

2 f birim fonksiyon ve
' fx)=(mMm-2)x+n-3
olduguna gore, m + n toplami kagtir?

3. f birim fonksiyon ve
L f@x+3)=(Mm-3)x+2n—-1
olduguna gére, m + n toplami kagtir?

' 4f birim fonksiyon ve
f(x)=(a=2)x% + (2b+ 7)x +ab+c

olduguna gére, ¢ kagtir?

5. f birim fonksiyon ve
f(3x +1) = (a-2)x +4b -7

olduguna gore, a.b garpimi kagtir?

6. f birim fonksiyon ve
f(x2 +4x+2)=mx2 +(N=1)x-+3p-7

olduguna goére, m + n + p toplami kagtir?

7. f birim fonksiyon ve
g(3x - f(x = 1)) =4x +3
olduguna gore, g(5) kagtir?

8. g birim fonksiyon ve
f@(x—1))=g(2x +3) +5
olduguna gore, f(2) kagtir?
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Ters fonksiyon

f fonksiyonu A dan B ye bire bir 6rten fonksiyon
olmak iizere, tanim ve deger kiimelerinin yer de-
gistirmesiyle elde edilen fonksiyona f nin tersi

denir ve f~1 ile gosterilir.

f:A>Bof1:B— A dir. Buradan da
f(a)=b < f~'(b)=a yazilabilir.

Yani, f bire bir érten fonksiyon iken,
f(3)=2isef(2)=3 tir.

fix+1)=2x - 1ise f~1(2x ~1) = x +1
-1 (x -3) = x + 2 ise f(x+2) = x — 3 tir.

Ters fonksiyonla ilgili sorularda sayisal bir degerin
g6runtisi bulunacaksa blyiik bir olasilikla ters fonk-
siyonu bulmaniza gerek kalmaz.

Ornek Soru

£1(2x +1) = 3X=2
5
olduguna gore, f(2) kagtir?

Cozelim©

Soruda sayisal deger sormugsa kesinlikle fonksiyo-
nun tersini almayin. Zaten daha tersini almay goés-
termedim®©

Bu tiir sorulardaf(a) =b < f'1(b) = a mantigini kul-

lanin.

Soruda ! (2x+1) = 3—)(5_—2 olduguna gore,

f [3)(5—2) =2x+1 olacaktr.

Buradan da x = 4 igin f(2) = 9 bulursunuz artik.

"Demek kif‘1(x)= 2x+3

Kurah verilen bir fonksiyonun tersi nasil bulunur?

y = f(x) olarak verilen bir fonksiyonun tersi bulunur-
ken yapilacak iglem kesinlikle gok basit. Sadece biraz
cebirsel iglem yetenegi gerek©

llk 6nce verilen fonksiyonda x in y = f(x) tiiriinden de-
gerini bulun. '

Sonra da x yerine f1(x) yazin, y = f(x) yerine ise x

yazin. Bu kadarcik©® Aslinda biitiin mesele x i yal- _.
niz birakabilmek.

Ornek Soru
5x —3'

f(x)=

fonksiyonunun tersi nedir?

Cozelim®©
Bir fonksiyonun tersini bulurken yapacaginiz sey her
zaman aynidir. X i yalniz birakmak. Bunun igin sade-
ce birazcik cebirsel yetenek lazim o kadar.©

f(x) = y demekti zaten.

= §X_2—_3_ esitliginde 2y = 5x — 3 tiir. ltirazi olan var -
mi?
Buradan 5x = 2y + 3 ve buradan da x = 2y;— 3

olarak x i yalniz birakmig olduk.

Iste fonksiyonun tersini bulduk. Sadece kiigiik bir _
ayar yapin ve x yerine f'1(x) ve y yerinede x yazin o
kadar. '

imis.

Anladiniz mi?

Bence olayin temel mantigini anlayin. Yoksa bir siri-
fonksiyon yazabilir ve hepsi igin formdil gibi bir seylei'"'-"ﬂ':
¢ikarabilirim. Ama dogru olani bu. Yani, ezberleme- ::_j ]
den isin mantigini bilerek iglem yapmak. Isin manti- *- 2
din1 kaptimiz mi gerisi kolay. Goreceksiniz. o

Siz de f(x)= 3i5+—2 fonksiyonunun tersini bulun ba-:

kalim f '1(x)= %_—2 mi gtkiyor?

Bulduysaniz bu igi kapmigsiniz demektir. i
Bir fonksiyonun tersini bulurken aslinda biitiin meselﬂe.-_'-"
ne demistik?

x i yalniz birakmak. (Yani, y tiriinden yazmak.)
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p—

f(x)=g

olduguna gére, f~'(2) kagtir?

f(x3 +1)=2x+4

olduguna gére, f'1(6) kagtir?

f“1(%+1)=x+2

"olduguna gore, f(5) kagtir?

4. y = f(x) olmak izere,
f1(3x+a) = x~1

f(3)=17
Iduguna gére, a kagtir?

5.

f(3x+1)=mx+ 2

171(12)=7

olduguna gére, m kagtir? -

Asagidaki fonksiyonlarin bire bir ve 6rten olduk-
lan araliklar igin ters fonksiyonlari nedir?

a) f(x)=3x-2

b) f(x)=%2

o) fx)= 3x+2

d) (x) =23—"

E

e) f(x)=

>
|
N

) f(0=X+2
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9. ANTRENMAN

Asagidaki fonksiyonlarin bire bir ve érten olduk-
lar araliklar igin ters fonksiyonlari nedir?

Ix+5
X-2

a) f(x)=

0 f(x=322

d) f(x)=2_’;—i‘:
e fto= 3x5—1
f) f(x)=2:—:3

f(x)=__—3
9 f00 = =5

Asgagidaki fonksiyonlarin bire bir ve 6rten olduk
lari araliklar igin ters fonksiyonlar: nedir?

a) f(X)=s/;—2

b) f(x)=1+vx-2

c) f(x)=¥x+2

K vane]
dy f(x)= x2+1
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a) f:R" >[4, »)

f(x)=x%+4
fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

- b) f:[3,) = [2,=)
N f(x)=(x-3)? +2
~ fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

c) f:[2,0) - [1,%)
f(x)=x2 -4x+3
. fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

) w2 > [1,)
S f(x)=x2 + 4x+5
fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

2. Asagidaki fonksiyonlarin bire bir ve 6rten olduk-

lan araliklar igin ters fonksiyonlari nedir?

a) f(x) =3sin(x —2)

b) f(x)= arccos(-%lj

3. Asagidaki fonksiyonlarin bire bir ve érten olduk-

lari araliklar igin ters fonksiyonlari nedir?

a) f(x)= Iog3 (x+2)
b) f(x)= logs (2x-3)

c) f(x)=1 +Iog2 (4x-1)
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4. Asagidaki fonksiyonlarin bire bir ve 6rten olduk-
lari arahklar igin ters fonksiyonlari nedir?

a) fix)=2"-3

b) f(x)=3.5% "2

Bilegke fonksiyon

Bileske fonksiyonda bilmeniz gereken en énemli sey
(fog)(x) = f(g(x)) oldugudur.

Iki fonksiyonun bilegkesini bulurken genel kural sag-
daki fonksiyonu soldaki fonksiyonda x gérdigiiniz
yerlere yazmaktir. ’

Ornek Soru

f(x) =2x+ 5

g(x)=x%+3
fonksiyonlari igin (fog)(x) ve (gof)(x) fonksiyonlari
nedir?
Cozelim©
Once (fog)(x) i bulalim. Nasil bulacagima dikkat edin.
(fog)(x) = (2x+5) 0 (x® +3) = 2(x?2 +3)+5

= 2x% +11

Ayni mantikla (gof)(x) i de bulalim.
(@of)x)= (X* +3) 0 (2x+5)= (2x+5)* +3

= 4x? +20x+28

“ Anladimiz mi simdi bileske isleminin nasil yapildigim?
Ayrica bilegke igleminin 6zelliklerini de bilmek lazim.

(fog)(x) = (gof)(x)
Fonksiyonlar yer degistiremezler.

fogoh = (fog)oh = fo(goh)
Yani, parantezi nereye koyarsan koy. Fark etmiyor.

flof=fof "= 1=x
Yani, bir fonksiyonla bu fonksiyonun tersinin bileskesi
birim fonksiyonu (x i) verir.

fol=Iof=f
Bir fonksiyonla (f ile) birim fonksiyonun bileskesi f ye
esit olur.

(fog)'1 =g lof™!

Bilegke fonksiyonun tersi alinirken fonksiyonlar hem
yer degistiriyor hem de tersleri alimiyor.

Peki, fog bileske fonksiyonu verildiginde f ve g yl
nasil yalniz birakabilirsiniz?
Tabii ki cok mantikh bir islemle. $6yle ki:

(fog)og g
f '1o(fog) =g dir. (Bir fonksiyonla tersi bilegke ig- -
leminde yan yana gelince ikisi birden oradan kaybo-.
lurlar.)

Mesela ustte ilkinde g yi yok edip f yi, ikincisinde isef .
yi yok edip g yi elde ettik.

Ornek Soru
f (i:-z-J =x% +1
3
olduguna gore, f(x) in esiti nedir?

Cozelim®
Bu ¢ok klasik ama ayni zamanda gok da énemli bir
soru.

f nin paranteziginin x olmasini istiyoruz.

Cok basit.© Bunun igin parantez igindeki ifadenin

(yani, %3 iin) tersini bulup x olan her yere yazm.-.'

Once tersini bulun tabii ki. x_;g {in tersi 3x + 2idi-*
degil mi? Iste x yerlerine bunu yazacaksiniz.
Artik yazar ve f(x)=(3x+ 2)2 +1i bulursunuz. Isterf
seniz parantez kareyi de agabilirsiniz. Miisaade edi

yorum.©
Oldu mu simdi?
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f(x)=x2+2 5. f(x)=x2 +X

g(x) =4x -1 olduguna gére, (fof)(2) degeri kagtir?
olduguna gore, f(g(1)) kagtir?

6. f(x) =3x+n
fo) =x+3 olduguna gore, (fof)(2) = 30 olduguna gore, n
g(x) =5x -1 kagtir?

olduguna gore, (fog)(1) kagtir?

f(x) = X2 +x+1 7. fx) = 2x + 3

a(x) =4x -1
olduguna gore, (fog)(x) nedir?

_g(x) =2x +1
= h(x) =x-3
- olduguna gére, f(g(h((4)) kagtir?

v 4.'_"'-_. f(x) = %% +2x 8. f(x2 + 2x) =3x% +6x~1
' g(x—1)=3x-1
~olduguna gére, (fog)(0) degeri kagtir?

olduguna goére, f(x) in egiti nedir?
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11, ANTRENMAN

9. (fog'1)(x) =x2 +x+1

g(x)=2x+1
olduguna gore, f(x) in esiti nedir?

10. (fog)(x)=8x2 -3
f(x)=2x+1
olduguna gore, g(x) in esiti nedir?

1. (fog)(x)=8x2-3

g(x)=2x +1 _
olduguna gore, f(x) in esiti nedir?

12. f(x-2)=x?

olduguna gore, f(x) in egiti nedir?

13,  f(2x+3)=x° +1

olduguna gore, f(x) in esiti nedir?

14. f(ﬂ]=x2_1
2

olduguna gore, f(x) in egiti nedir?

2x +p
Ix-5
f(x)=2x +1

olduguna gore, g(2) = 3 olduguna gore, p kag-
tir? -

15. (g‘1of)(x) =

3x+c
16. =
6 (fog)(x) )

g3)=2
f(2)=15
olduguna gore, ¢ kagtir?
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Permiitasyon Fonksiyon

Permiitasyon fonksiyonlar, tanim ve deger kiimeleri
ayni olan bire bir ve érten fonksiyonlardir.
Permiitasyon fonksiyonun gdsterimi biraz degisik. Bir
parantez iginde iki siradan oluguyor. Ust sira tanim
kimesi, alt sira ise deder kiimesidir.

Omegin

Tanim kiimesi

Deger kiimesi

Yazdigim bu fonksiyonda
f(a) = d, f(b) = c, f(c) = a ve f(d) = b dir.

- dolayisiyla da f_1(a)=c, f'1(b)=d dir.
Anlasildi mi bu olay?

Ornek Soru
A={a, b, c,d} kimesinde tanimh

f_abcd (abcd
“lcdba) ® lbcda

-. fonksiyonlan igin £, 9'1 ve fog fonksiyonlari
" nedir?

. Gozelim®©

" "Hatirlayin. Bir fonksiyonun tersi alinirken tanim ve
dege} kiimeleri yer degistiriyordu. Yalniz burada harf-
- leri kangik degil de sirayla yazin.
“. Dolayistyla '

'f'1=(:b°g) ve g'1=(3 b;d)olur.
- ca abec

L Bileske isleminde ise

" Diyelim ki (fog)(a) y1 bulmak istiyorsunuz.
R (fog)(a) = f(g(a)) = f(b) = d dir. Aynen bunun gibi b, c
- ve d igin de ayni iglemi yapmak lazim.

Bu iglemleri yaparsaniz fog fonksiyonunu
f (abcd abcd abcd]
e 09 = (o] =

cdba bcda dbac
olarak bulmus olursunuz.
o Var mi bi problem?

Aslinda anlatirken daha kisa bu. Ama yazarak anla-
‘tinca uzun gibi duruyor.©

1. ‘o [ abcd ]
bdca
olduguna gore,
a) f(a) degeri neye egsittir?
b) §1 (a) nin degeri nedir?
c) f(f(b)) degeri nedir?

2. fo abcde
edach
olduguna gore,

a) f(f(b)) degeri nedir?
b) (fofof)(e) degeri nedir?

3 fo abcd

) “Ilbdca
olduguna goére, f(f(x)) = b esitligini saglayan x de-
geri nedir?

abcd abcd
4. f= g:
cdba bcda

olduguna gore, f(g(b)) degeri nedir?

- abcd abcd
5. f= g=
cdba bcda

olduguna gére, f"1(g(a)) degeri nedir?
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6 1234 1234
. f= g:
3142 4321

olduguna gére, f(g'1(3)) kagtir?

7 12345 12345
. f= g=
51423 32514

olduguna gore, 1 (9“1(2)) kagtir?

abecd abcd
8.. f= g=
bdac cbad

olduguna gore, g(f (9"1 (d))) degeri nedir?

9. A={a,b,c, d}kimesinde tanimh f ve g fonksiyon-
lan

f_abcd _abcd
“lcdba) T lbcda

olduguna goére, fog fonksiyonunun esiti nedir?

10. A={1, 2 3, 4} kimesinde tamimh f ve g fonksiyon-
lari

fe 1234 (1234
“la123) 973142
olduguna gére, (hog)(x) = f(x) esitligini saglayan
h fonksiyonu nedir?

Tek ve Gift Fonksiyonlar

Bu tanimlari yeni duyuyor olabilirsiniz.

Grafigi y eksenine gore simetrik olan fonksiyonlara
cift fonksiyon, baglangig noktasiha yani, orijine gére
simetrik olan fonksiyonlara ise tek fonksiyon denir. -

Tek ve gift fonksiyonlarla ilgili olarak size en gok sun-
lar 1azim olacak.

Cift fonksiyonlar f(—x)=f(x),
Tek fonksiyonlar ise f(—x)=- f(x) sartini sag- .
larlar.

Bir de sunu bilin yeter®
Polinom tiirli tek fonksiyonlarda gift dereceli terim ol-.
maz. Cift fonksiyonlarda da tek dereceli terim. '

Ornek Soru
f gift fonksiyon olmak tzere,

f(x)=(a—2)x3 +ax? +(b+1)x+ab

olduguna gore, f(2) degeri kagtir?

Cozelim®

Soru gok zor gibi durmuyor. Aslinda f(2) yi bulmak
sorun degil. Ama dnce a ve b nin kag oldugunu bul- -'
mak lazim. '
f (;ift' fonksiyon oldugundan bunda tek dereceli terim -
olmamasi lazim. Eger varsa da kat sayilarinin sifir
olmasi gerek.

Dolayisiyla bunda tek dereceli olan (a- 2)x3 ve

(b + 1)x terimlerinin katsayilan sifir olmali.
Yani,a=2veb= -1 olmal.

Bu degerler igin f(x) = 2x2-2 ve f(2) de 6 bulunur.

Anlasildi mi? Zor degil di mi ?

Ornek Soru
f fonksiyonunun grafigi orijine gére simetriktir.
f(x) = 6x> +f(—x) + 2x

olduguna gore, f(1) degeri kagtir? 5

Cozelim©
Grafidi orijine gore simetrik olan fonksiyon tek fonksi-
yon idi. o
lyi de bu ne ise yarayacak. Onu da sdyleyeyim.
Tek fonksiyonda f(— x) = — f (x) oldugundan

Verilen esitlik f(x)= 6x° -f(x)+2x olarak yazilabilir-

ve buradan da f(x) = 3x3 +x bulunduktan sonra
f(1) = 4 bulunur. ) 5
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. 1. Asgagidaki fonksiyonlarin tek mi ¢ift mi oldugunu
bulun bakalim.

I f(x)=2x3

(I, f(x)=3x3 +2x

. g(x)=x2+2

IV. h(x) = x3 +x2

V. h(x)=3x% +2x2 -5

VI f(x) =| x|

.- f cift fonksiyon olmak iizere,
-~ 2f(-x)+f(x)=6x> +9
© . olduguna gére, f(1) kagtir?

:3. f tek fonksiyon olmak uzere,
i '_:_:' 7 f(x) = 2f(=x) +3x3 +6x

olduguna gére, f(2) kagtir?

'-";'_Un_utmay|n© Polinom tiirl bir fonksiyon gift ise tek
._:?._-:d_ereceli, tek ise Gift dereceli terim icermez. (Eger

! varsa katsayilar sifir olmasi lazim.)

4 f-_dﬂ fonksiyon olmak iizere,

f(x)= -3x2 +(2m-8)x +5

olduguna gore, m kagtir?

5. ftek fonksiyon olmak lizere,
f(x)=(m—2)x2 +(m+3)x

olduguna gore, m kagtir?

6. f¢ift fonksiyon olmak iizere,

f(x)=(a-1x> +(a+2)x2

olduguna gore, f(3) kagtir?

7. fgift fonksiyon olmak Gzere,
f(x)=(a+1)x2 +(a—2)x+3a

olduguna goére, a kagtir?

8. ffonksiyonunun grafigi y eksenine gére simetriktir.
f(x)= 4x2 +(M-2)x+m

olduguna gore, f(m) kagtir?
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9. f fonksiyonunun grafigi orijine gére simetriktir.
3f(x) - f(-x) = 2x3 - 6x
olduguna gore, f(4) kactir?

10. f fonksiyonunun grafigi orijine gére simetriktir.

f(x)—f(-x) = 4x3 -2x +a-2
olduguna gore, f(a) kagtir?

11. f gift fonksiyon olmak Uzere,
f(x)=(a~2)x5 +(b+3)x3 +x2 +2

olduguna gore, a + b toplami kagtir?

12. f tek fonksiyon olmak zere,
f(x) = kx3 +(k-2)x? +m-1

olduguna gore, f(m+k) kagtir?

Pargah Fonksiyonlar

Pargali fonksiyonlarda tanim kiimesinin farkh alt ara-
hiklarinda kural degisir.

Bir siirli sey soylemeye gerek yok.©

Kurah verilen pargal fonksiyon sorularindaki en
onemli sey x e deger verdiginiz zaman bu deger igin
hangi pargayi kullanacaginiza dogru karar vermeniz-
dir. Eger dogru pargayi segmisseniz sikinti yasamaz-
siniz. Ama segilen parga yanhs ise gegmis olsun©
Ornek iizerinde izah edeyim.

Ornegin,
x2+2x ,x>2ise
f(x)=
2x+5 ,x<2ise

fonksiyonunda 2 veya 2 den daha biiyik degerler igin- -
tistteki pargay! yani, x2 +2x i, 2 den daha kiigiik de-.

gerler icin ise alttaki pargay! yani, 2x + 5 i kullanmak
lazim. '

Bu sdylediklerim 1s1ginda

f(3) = 15, (3> 2 oldugu igin tsttekini kullandik)
f(2)=8 (2 =2 oldugu igin tsttekini kullandik)
f(~<1) =3 (~1< 2 oldugdu igin alttakini kullandik)
Siz de f(0) = 5 oldugunu goriin isterseniz. .
Hadi bir de bu fonksiyon igin (fof)(1) = 63 oldugunu
goriin bakalim. '
Anlagildi mi ne demek istedigim?

Bir de su fonksiyonda sordugum degerleri hesaplér E
misiniz?

2-x2 ,x=0ise
f(x)= :
3x+2 ,x<0ise-

olduguna gore, f(1) , f(0) ve f(-2) nin kaga egit oldu
dunu bulun bakalhm.

Ne buldunuz?

f(1) = 1, f(0) = 2 ve f(-2) = — 4 bulduysaniz bu i
anlamissiniz demektir.

Dolayistyla sikint yok. Devam edebilirsiniz,

Bakin ne diycem.

Su Antrenmanlarla Matematik olay: ile o kadar gok
6grenci matematik 6grendi ki. Ama nasil? _
Gunki hepsi adam gibi caligtilar da ondan. Biitiin
olay pes etmeden galigmak. Evet. Unutmayin ki

"Matamatikte zakidan Aneca cahir aalir
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9-x2, x21ise,
3x-1, x<1ise

x2 +1, xirrasyonelise,
5-2x, xrasyonelise

o f(X)={

olduguna gore, f(1) + f(3) toplami kagtir?

5. f(x)={

olduguna gore, f(ﬁ)~f(2) carpimi kagtir?

2 00 x2+2, x-220ise, 6. f(X)={|x—m|. x23ilse,
- " |2x+4, x-2<0ise 4-x, x<3ise

olduguna gore, f(0) + f(4) toplami kagtir? olmak iizere, f(4) = f(1) olduguna gére, m nin ala-
i bilecegi degerler garpimi kagtir?

5x+1, x<O0Oise 7. f(x)={-x®+1, —1<x<1ise,

mx+2, x20ise, 4x, x> 1ise,
f(x)=

. . 2x+2, x<g-1ise
" olmak iizere, f(2) = f(-1) olduguna gére, m kagtir?

olduguna goére,
a) f(2) + f(0) + f(—1) toplami kagtir?
b) (fofof)(—1) degeri kagtir?

) = {2x +4, x te.k .ise. x2 -4, x=0(mod3)
R 6-2x, xgiftise 8. f(x)={-2x+3, x=1(mod3)
'Qldﬁéuna gore, (fof)(-1) kagtir? 2x+2,  x=2(mod3)

olduguna gére, f(2) + f(3) + f(4) toplami kagtir?
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Ix+2, x=21ise 4, x<0ise
9. f(x)= ) ! 13. f(x)=
(x) {—2x+1, x < 1ise, (x) {3x—2, x>0 ise
o ore, f(x—1) f . i
:::I;guna gore, f(x — 1) fonksiyonunun esiti ne X+3, X< -3 ise
gix)={ x?-2, -3<x<2ise
-2x+1, x=22ise
olduguna gore, (gof)(1) degeri kagtir?
10.  f(x)= x+2, x20 |§e,
2-x, x<0 ise
olduguna goére, f(3x — 6) fonksiyonunun esiti ne-
dir?
14. f:Z-R
2x+1, xgiftise
X)=
9(x) -’11-, x tek ise
. (g09)(5)
olduguna gore, - - oranit kagtir?
9una 9oTE @)+
o1
1. f(x)={2x+1' x_1.|se,
x+3, x<1ise

olduguna gére, f~'(7) kagtir?

15. f(x)=3x+1

x3 +1, x<5 ise
12. f(x) = 4x -8, Q(X)={ * N

-2x+4, x25ise
2x2 -6, x<3ise

g(x) = . o . -1 -
-4x+2, x23ise olduguna gore, (gof )(1 0) degeri kagtir?

olduguna gore, (gof)(2) degeri kagtir?
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Mutlak Deger Fonksiyonu

Once sunlari hatirlayin bakalim.
Bir sayinin mutlak degeri, o sayinin sayi dogrusunda
sifira olan uzaklhigrydi. Dolayisiyla negatif olamazdi.

f(x), f(x)=0ise
o

—f(x), f(x)<0ise

Bunun anlami da su idi:

- Mutlak degerin igi pozitif ise mutlak degerin 6nemi

- yoktu. Mutlak deg@eri kaldirmanizda bir sikint yok.

- Fakat mutlak deger igi negatif ise mutlak deger eksi *
A parantezinde agiliyordu. (ki sonug pozitif olsun.)

: piduguna gore, f(8) degeri kagtir?

. 1<x <2 olmak uzere,

f(x)=|2x-4|~|x-1|

. :_'::_' fonksiyonunun esiti nedir?

. 3._ 1<x <3 olmak lzere,

i f(x)=|2x -|3x-3]|

fonksiyonunun esiti nedir?

Mutlak Degerle ilgili ®nemli Ozellikler

Mutlak deger igindeki bir ifade eksi ile garpilabilir.
Sonug degismez.

Omegin

|2-x|=|x-2| dir. Ayni sekilde

| -2-x|=|x+2| olarak yazilabilir.

Ha! Bu 6zellik daha gok mutlak degerli denklem ve
esitsizliklerde lazim olacak.

Kok derecesi ile kok igindeki ifadenin Gssiinin ayni
oldugu durumlarda; eder kok derecesi tek ise igerdeki
ifadeyi aynen gikarin. Isaretine filan dokunmayin.
Omek vereyim.

I =x
Y2 =-2

Y(a-b)® =a-bdir.

Fakat kok derecesi 6ift ise kok igindeki ifadeyi kék di-
sina mutlak deger olarak gikarin. Sonra mutlak dege-
ri de halledersiniz.

Mesela

J(-3) =|-3|=3
4(-5)* =|-5|=5
Vix=y) =|x-y|

Anlasildi mi?

s Yo e

ifadesinin degeri kagtir?

5. a<0<b <colduguna gore,
|a-2b|-|c-a|+|-2a|

ifadesinin egiti nedir?
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6. a <0 <b olduguna gére,
3(a-20)> -\(2a-b)Z +b?

ifadesinin egiti nedir?

7. a <0 < b olduguna gore,

3(3a-2b)® -(a-2b)% +4a?

ifadesinin egiti nedir?

8. 1 <x < 3 olmak uzere,

fyef(x-37 - ?J(x -1°

fonksiyonunun esiti nedir?

9. 1< x<2olmak lizere,
f(x)=1x2 —4|,—|x+1|

fonksiyonunun esiti nedir?

10. f(x)=|2x +4|+|2x-2|

fonksiyonunun x e (- 2, 1) igin egiti nedir?

11. 2 < x < 3 olmak (izere,

f(x)=

9-x2
3] +|3x-6|

fonksiyonunun esiti nedir?

12. x < 1 olmak lizere,

f(x)=x2 +(x-1)?% -2

fonksiyonunun esiti nedir?

13. 1 < x < 2 olmak (izere,

2 p—
f(x) = |xx _—11J+ |xx2:24|

fonksiyonunun esiti nedir?
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- Mutlak degerli denklemlerin Goziimii

_""B"irinci ve ikinci kitapta vardi. Hatirlayin orada epey bi
- e@ilmigtim bunun Gizerine. Ama genel tekrar olsun di-
ye bahsedeyim yine.

|x|=4

denkleminin g6ziim kiimesi nedir?

|x-2|=3

.- denkleminin ¢Oziim kiimesi nedir?

" denkleminin ¢Oziim kiimesi nedir?

f(x)=|2x-5|

a(x)=3
- fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri

7.

[|x-2|+4|=5
denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

-

||x+3|-5|=2

denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

f(x) =||x-3|-2|

g(x)=3
fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri
toplami kagtir?

f(x)=||x~1]-4|

g(x) =2
fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri
toplami kagtir?
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9, 3|x—1|+|1—x|=20

denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

10. |2x—4|+|2—x|=12

denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

1. |3x-3|+|2-2x|=15

denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

122 |x-8]=[2x]|

denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

13. |3x+1|=|2x+4|

denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

15. f(x)=|x2 —16|

g(x) = | 2x + 8|

fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri
toplami kagtir?

16. |x-2]|+3x=4 ._
denklemini safjlayan x dederleri toplami kagtw?
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' Mutlak de@er disinda x li mix li seyler olursa mutlak
a degeri bir arti bir de eksi olarak agin. Ama dikkatli
*= olun. Buldugunuz degerleri ik denklemde yerine ya-
" zin ve kontrol edin. Bazilar saglamayabilir.
- _' * Nedenini merak ettiginizi biliyorum. Ama siz yine de
" benim dedigim gibi G62iin.©

|3x—5|=x+1

*" denklemini sadlayan x degerleri toplami kagtir?

x|x-3|=4

"denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

3 Iste siklardan gideceginiz bir iki soru®

3 |x=2]| x+3|=2x+2
.- denklemini agagidaki x degerlerinden hangisi
:. . saglar?

?'E:.A)‘3 B)-1 C)1 D)2 E)3

‘x2—5||x—2|=x+1

"3.'.d'énklemini asagidaki x degerlerinden hangisi
~saglar?

A)-4  B)-1 C)1 D)3 E)5

Kritik degerleri (mutlak degderin igini sifir yapan
degerler) farkl iki mutlak deger igeren denklemler-
de mutlak degerleri bir arti arti, bir arti eksi, bir eksi
arti, bir de eksi eksi olarak dért durumda da agin ve
buldugunuz degerlerin ilk denklemi sadlayip sag-
lamadigini kontrol edin.

5. |x+4|+|x-1]|=7

denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

6. 2|x|+|x+1|=5

denklemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

7. |x-2]|+|x+3|=11

denkleminin ¢éziim kiimesi nedir?

8. f(x) =|2x—4|

gx)=7-|x+4|

fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri top-
lami kagtir?
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Mutlak Degerli Egitsizliklerin Gozimu
|f(x)|<a ise —a<f(x)<a idi.

9. |x—2|<1

esitsizliginin gézim kiimesi nedir?

10. |x-1]=3

egitsizligini saglayan tam sayilarin toplami kag-
tir?

X+3
2

1.

<1

esitsizligini saglayan tam sayilarin toplami kag-
tr?

12. fx) = | 2x + 1]

g(x) =3

olduguna goére, f(x) S g(x) esitsizligi x in kag farkh
tam say! dege_ri igin dogrudur?

a<|f(x)|<bise a<f(x)<b veya.a <-f(x)< b_idi-

13. 2<|x|<5

esitsizligini saglayan tam sayilarin garpimi kag-
tir?

14. 1<|x-2|<4

esitsizliginin g6zim kiimesi nedir?

15. 1¢]x-1|«3

esitsizligini saglayan tam sayilarin toplami kag-
tir?

l x -1

2

16. < <2

egitsizligini x in kag farkli tam say: degeri igin
dogrudur?




FONKSIYONLAR

1< <2

L
3

egitsizligini sadlayan pozitif tam sayilarin toplami
kagtir?

”_55}. |[x-1]-2|s4

N . - egitsizliginin gdziim kiimesi nedir?

)] _'>:'."a'"i's¢ f(x) > a veya —f(x)> a idi.

) x| =1

E \_:___ésitsizliginin goziim kiimesi nedir?

|2x+1|z3

Z'ésitsizliginin ¢6ziim kiimesi nedir?

X +1

23

egitsizliginin ¢6ziim kiimesi nedir?

6. |0.3x-1|>2

esitsizligini saglayan en biiyiik negatif tam say
kagtir?

7. |2x-3|>11

egitsizligini saglayan en kiigiik pozitif tam sayi ile
en biiyiik negatif tam sayinin toplami kagtir?

8. X—-2y=5
|4y-1|>5

olduguna goére, x in alabilecegi en kiigiik pozitif
tam sayi kagtir?
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Mﬁtlak deger fonksiyonunun Grafigi

y= |f(x)| bigiminde tanimlanan fonksiyonlara mutlak
deger fonksiyonu deniyor.

Bir fonksiyonun mutlak degerinin grafigi gizilirken
fonksiyonun pozitif oldugu kisimlar (x ekseninin Gst
tarafindaki pargalar) aynen kalir, negatif oldugu ki-
simlarin (x ekseninin alt tarafindaki pargalarin) ise x
eksenine goére simetrigi alinir.

Ornegin,

/1N
T

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun mutlak degeri

olan |f(x)| in grafigini gizerken,

Yapacaginiz tek sey x ekseninin altinda kalan kismin
x eksenine gore simetrigini almak. (Simetrinin ne
demek oldugunu biliyor olmaniz lazim. ©)

iste yukaridaki fonksiyonun mutlak degderinin grafigi©

A y ‘f(x)l

\

-2 3 6

Siz de grafiklerini gizdigim su fonksiyonlarin mutlak
degerlerinin grafigini gizin bakalim.

(Yeniden gizmenize gerek yok. Cizdigim grafik Gze-
rinde de gosterebilirsiniz. ©)

fix) Y

o‘ 3\’

-2 2

X

[T\
f(x)

Bu sekilde yani, grafigi verilen bir fonksiyonun mutlak
degerinin grafigini gizmek kolay. x ekseninin altinda '
kalan kismi x ekseninin Ustiine tagiyoruz o kadar.
Ama fonksiyonun kuralini verip de grafidini isterse .
bunun grafigini gizmek baya bi zahmetli. (Korkmayin,
Zaten ben de gizmiycem® Ama sorulari yapabilecek-
siniz yine©
Yine de meraklilar igin séyleyeyim. Aslinda mutlak .
deger fonksiyonu pargali olarak yazilabilir. Ve daha
sonra da bu pargall fonksiyonun grafigi gizilerek gra
fik gizimi halledilmig olur.

Fakat 6zellikle test sorularinda kesinlikle grafik gizi- -
miyle ugragmak hig de akil kari degil. Test teknigine
gore ¢ozmek daha akillica. Onu da aniatcam. Merak_.‘
etmeyin. Ben sizi bu konuda cahil birakir miyim hig®.

Bir iki seyi bilin yeter. s
Birincisi, mutlak deger fonksiyonlarinin grafikleri
kritik noktalarinda (igini sifir yapan x degerlerin- - i
de) kirilir.

Ikincisi de eksenleri kesim noktalarina bakin.
Belki ligiincii olarak grafik iizerinde olan bazi
noktalan gormek gerekebilir. Ama gogu zaman ilk
ikisi yeter. Goreceksiniz.
Ornegin bu soylediklerimi gu grafikte gériin isterse- ..
niz. '
y=2|x+2|+|x-1| ¥4

fonksiyonunun grafigi su: 6

5
Bu grafik y eksenini x =0 \/ 3

icin y = 5 oldugundan 5

te kesiyor. Ve mutlak de-
derlerin igini sifir yapan

kritik noktalarda kinlhiyor.
Ayrica kritik degerlerde x = — 2 igin y = 3 oldugundan: -~
kinlma noktalarindan biri (- 2, 3) digeride x = 1igi- -
y = 6 oldugundan (1,6) noktasinda kiriliyor.

"
]
]
]

2 0

i hassssasanses
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Grafigi verilen mutlak deger fonksiyonunu
bulma (Test sorulari igin)

" Bir iki seyi bilin yeter.

Birincisi; mutiak deger fonksiyonunun grafigi, mutlak
degerlerin icini sifir yapan x degerlerinde (kritik de-
gerlerde) kirthr.

Ikincisi de

x =0 igin y nin kag olduguna bakin. GCogu zaman
bunlar yeterli olur. Olmazsa kritik dederler igin y de-
gerinin kag olduguna bakin. Eger bu da olmazsa bir
alo dersiniz arttk©®

Ay

Yukarida grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
den hangisidir?

:' A) y=|x+2|
B) y=|x-1]|-2
C) y=|x-2|
D) y=2|x~1|

E) y= 2- | X I

Q] 1 3
-1

;___1 Yukarida grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
. den hangisidir?

A)y=|x=1|+1
..:._3 B)y=|x—1|-|x—3|
C) y=|x+2|-1
D) y=|x-2|-1

LB y=1-|x-2|

y=|x+2|+|x-1|

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

by

N\ 2

"
"
1

2 O X

Yukarida grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
den hangisidir?

A)y=|x-2|+2
B)y=|x+2|-x
C)y=|x+2|+x
D) y=|x-2|-x

E) y=x~|x+1|
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5. WV

Yukanda grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
den hangisidir?

A) y=|x-1|+|x+2|
B) y=|x+2|-|x-1|
C) y=|2x+4|-|x-2|
D) y=|x-1|-|x+3|

E) y=|3x—3|—|x+1|

L
-3 @) 1

Yukanda grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
den hangisidir?

A)y=|x-1]+|x+3|

B) y=|2x-2|+|x+3|
C) y=|2x+6|+|x-1|
D) y=|x+1|+|2x-6|

E) y=|3x-3|+|x+1|

e

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

B)

D)

y=x‘x—2[

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?




e
4
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o) z 3\”

Yukarida grafigi verilen baginti agagidakilerden
hangisi olabilir?

A)y=|x-1]+2

B) x=|2y-2|+1

C) x=|y—2|+1
D) x=|y-1]|+2
E) y=[x-2|+1
y=x2—4
|x~2]

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

LN _.___./
(@] N _

<
whaaaa

Yukarida grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
den hangisidir?

A) y=|x~-1|+[2x+6|
B) y=|x-3|+|x+1]
C)y=|x-1|+|x-3|

X +1

2

x=3

D)y= >

E) y=|3x—1|+|x+3|

y=|x+1]-|x-1|
fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi

olabilir?

A) l-y B) AY

~
0
v
x

¢ AY
2
— 1—,)(
-2
E) AY
2

B X
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y=|x-|x-2]| 7.

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

ly-2|-x=1

bagintisinin grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

x|+ y|=1

bagintisinin grafigi agagidakilerden hangisi olabi-
lir?

-y-|x|z0

bagintisinin grafigi agagidakilerden hangisi olabi-
lir? n
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21, ANTRENMAN.

Hatirlayin. ©
lki veya daha fazla mutlak degerin toplami sifir ise
her biri tek tek sifira esit idi.

|x-2|+|y-4|=0

olduguna gore, x + y toplami kagtir?

3-:'--'2_ |x3+1l+]y+3|+|z—4|=0

olduguna gére, x + y + z toplami kagtir?

|2x+10|+3

toplaminin alabilecegi en kiigiik deger kagtir?

. Ornek Soru
: f(x)=|2x+4|+|x-4|

. fbnksiyonunun en kiigiik degeri kagtir?

" Gozelim@
ki mutlak degerin toplaminin en kiigiik degerini bu-

" lurken 6nce kritik noktalari (mutlak degerleri sifir ya-
' __pan degerleri) bulun. Sonra da bu degerleri fonksi-

) yqnda yerine yazin. Yani, bu soruda f(-2) ve f(4) Gn
'j:k'aga esit oldugunu bulun. Hangisi kiigiik gikarsa ce-
vabiniz odur.

.f(=2) = 6 ve f(4) = 12 dir. Kiigiik olar 6 oldudu igin bu
-/ ’sorunun cevabi 6 dir.

'Eﬁef ¢ tane mutlak degder olsaydi ayni seyi il igin

: de yaparsiniz.

Anlagildi mi?

7.

|2x+10]+[x+2|

toplaminin alabilecegi en kiigiik deger kagtir?

T=|x+2|+|2x-8|

olduguna gére, T nin alabilecegi en kiigiik deger
kagtir?

f(x)=|x+1|+|x—4|+|2x+4|

fonksiyonunun goriintii kiimesinin en kiigiik ele-
mani kagtir?

A=|2x+2|+|2x—4|+|x+3|

olduguna goére, A nin alabilecegi en kiigiik deger
kagtir?
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10.

|2x+4|+|x-3|+M

toplaminin alabilecegi en kiigiik deger 4 olduguna
gore, M kagtir?

24
[x+1|+|2x-6|

ifadesinin alabilecegi en biiyiik deger kagtir?

Ornek Soru
A=|x+2|-|x-4|

olduguna gére, A nin alabilecegi en biiyiik ve en
kiglk deger kagtir?

Cozelim®©

Bu soruda A nin en biiyiik degeri x = 4 igin aldigi de-

gerdir. Yani, A__ =|x+2| -|x;4| dolayisiyla da x
0 olmah

= 4 igin A nin en buyik degeri 6 oluyor.

A nin en kiiguk degeri igin ise x = — 2 vermek lazim.
Amin =|x+2|-|x-4| budax=-2icin-6dr.
0 olmal

Bu sorudan su sonucu da gikarabilirsiniz®
A nin degder araligi (yani, goriintl kimesi) -6 <A <6
dir.

A=|x+5|-|x-1|

olduguna gore, A nin alabilecegi en biiyiik deger
kagtir?

1". K=|x+4|-|x-3|

olduguna gore, K nin alabilecegi en kiigiik deger.
kagtir?

12. A=|x+2|-|x-3|

olduguna gére, A kag farkli tam sayi deger alabi-
lir?

13. R de taniml,
f(x)=|3x-12|+|2x - 10|

fonksiyonunun goériinti kiimesi nedir?

14. R de tanimi,
f(x)=|x+2|-|x-4]|

fonksiyonunun goériintii kiimesi nedir?
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Fonksiyonlarin Tanim Kiimesi

En genis tanim kiimesi olay1 6nemii.

 Bir fonksiyonun en genis tanim kimesinden kasitx e
- verilebilecek degerlerin kimesidir. Yani, x e hangi
degerleri verebiliriz. Ya da hangilerini veremeyiz.
Onemli kisimlarini vereyim®©

. Polinom fonksiyonlarin tanim kiimesi

f(x)=3x? —2x+5

g =2x* = 3x® +5x +1

' h(x)=-5x3 +Xx+4

" gibi polinom tipi fonksiyonlari tanimsiz yapan x degeri
- - yoktur. Onun igin bu tip fonksiyonlarin en genis tanim
" kiimesi reel sayilardir. Yani, R dir.

Rasyonel fonksiyonlarin en genis tanim kiimesi
.. Hatiriayin.

Rasyonel ifadeler paydalarini sifir yapan x degerleri
- "igin tanimsiz idi. Yani, x e payday: sifir yapan deger-
. ler verilemezdi.

" Dolayisiyla bir rasyonel fonksiyonun en genig tanim
-..,5-'_kﬁmesi reel sayilardan payday: sifir yapan degerler
cikarilarak bulunur.

X+1 x?
2_+_
x2 +x-6 x-5

fbnksiyonu x in hangi degerleri igin tanimsizdir?

- Cozelim®©
. - Gok basit. Payday! sifir yapan degerler igin.

2

Yani, bu fonksiyon x“ +x-6=0danx=2vex=-3

' .'_ii;in. Bir de x — 5 = 0 dan x = 5 igin tanimsizdr.

': " Oyle degil mi? Mesela f(5) kagtir? Veya f(2) kagtir?

- diye bir sey sorabilir miyim?
Tabii ki hayir.
“Peki bu fonksiyonun en genis tanim kiimesi nedir?
"'Onu da yazayim. Reel sayllardan tanimsiz yapan
'-';_-c:!egerleri cikaracaksiniz. Buda R - {- 3, 2, 5} seklin-
“dé ifade edilir.

" Sizde f(x)=—X*1_,
x2-x-12 x+2
‘genis tanim kiimesini bulun bakalim.

R~{-3 -2, 4} bulduysaniz aferin®.

fonksiyonunun en

¢ Koklii Fonksiyonlarin En Genis Tanim kiimesi:

Kokli fonksiyoniarda

Kok derecesi tek ise k6k yokmus gibi diistnebilirsi-
niz. Yani, kokten dolay! tanimsizlik olmaz.
Fakaaat...

Kok derecesi gift ise fonksiyon kok igi 2 0 sartini
saglayan x degerleri igin tanimhidir. Veya kok igini
negatif yapan x degerlerinde tanimsizdir.

Ornek Soru
f(x)=/5-[2x~1|

fonksiyonunun en genis tamim kiimesi nedir?

Cozelim©

Kok derecesi gift oldugu igin kok igi > 0 olmasi lazim.
Yani, 5 —|2x — 1|2 0 olmali. Artik bunu ¢6zilp en ge-
nis tanim kiimesini (arahgint) [ - 2, 3] olarak bulur-
sunuz.

Ornek Soru
f(x)=Vx-2+V6-x +¥2x-8

fonksiyonu x in kag farkli tam say: degeri igin ta-
nimhdir?

Cozelim®

Tek tek deger vererek bakmiycaz tabii ki.

Az 6nce ne dedik?

Kok derecesi gift ise kok igi > 0 olmasi lazimdi.
Dolayisiylax—-2>0danx>2ve 6 —x>0dan

x < 6 olmali. ¥2x—8 ifadesi ise daima tanimhidir.
Cinki kok derecesi tek. Demek ki 2 den 6 ya kadar
olan yani, [2, 6] araligindaki tam sayilar igin taniml.
Yani, bes tam say! igin.

Logaritmik fonksiyonun en genig tanim kiimesi
Bu son. Bunu da verip bitireyim.

f(x) =logg ) h(x) bigimindeki bir fonksiyonun en

genig tanim kiimesi g(x) > 0, g(x) # 1 ve h(x)>0
esitsizlik sisteminin ¢gézim kimesidir.

Yazarken biraz gicik gibi duruyor. Ama o kesinlikle
cok kolay.©

Ozet olarak hepsi pozitif olacak ve taban 1 e esit ol
mayacak.

Zor mu ki?

Gegtim. ...
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3x +1 1
1. f(x)= x—+ +7(____3_

fonksiyonunu tanimsiz yapan x degerlerinin
toplami kagtir?

2. f(X):——-+——__

fonksiyonunu x in kag farkl degeri igin tanim-

sizdir?
3 f=2
x¥ —4x
fonksiyonunu x in kag farkh degeri igin tanim-
sizdir?
4. fi)=—X*1
X2 -2x-8

fonksiyonunu tanimsiz yapan x degerlerinin
toplami kagtir?

22. AN am

X2 —x+1,

R P

fonksiyonunu tanimsiz yapan x degerlerinin
toplami kagtir?

X2 +3

6. f(x) = [2x-1]-9

fonksiyonunu tanimsiz yapan x degerlerinin_
toplami kagtir? '

2

N EE P

fonksiyonunu tanimsiz yapan x degerlerinin: :
toplami kagtir? B

5

3 fx\_
8 ) X2 —(m-1)x-3

fonksiyonunu tanimsiz yapan x degerlerini'n_;
toplami 2 olduguna gére m kagtir?
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e

f(x)=3+—x+2

fonksiyonunun en genig tanim araligi nedir?

f(x) = 2x+ 5~ x

. fonksiyonunun en genig tanim aralig: nedir?

f(x)=vx-2-v6-x

: “ fonksiyonunun en genis tanim araligi nedir?

f(x)=Y—x2 +2x+3

: fansiyonunun en genis tanim araligi nedir?

5.

7.

f(x)=\/g_+)1:

fonksiyonunun en genis tanim arahg: nedir?

f(x)= V4 -x2 +¥2x=T0

fonksiyonunun en genis tanim araligi nedir?

f(x)=3\/1—x2 +¥x+2+3

fonksiyonunun en genis tanim araligi nedir?

f(x) = 5] x1|

fonksiyonunun en genis tanim araligi nedir?
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9. f(x) = 9—[5x~1|

fonksiyonunu x in kag farkl tam say) degeri igin
tanimhdir?

10. f(x)=ﬁHx+1 -4

fonksiyonu x in kag farkh tam sayi degeri igin
tanimsizdir?

1. f(x)=V25-x2 +Ix=2 - Vx+2

fonksiyonunu tanimli yapan x tam sayilarinin
toplami kagtir?

5

122 1= 12

fonksiyonunu tanimsiz yapan tam sayilarin top-
lam kagtir?

13. f(x)=’_2_1'1__
x“ -5x-6

fonksiyonunun en genis tanim aralig: nedir?

14. f(x)=3\/1-x2

fonksiyonunun en genis tanim kiimesi T, goriin- -}

ti kiimesi G olduguna gore, T n G kiimesi ne-. .
dir?

15. f(x)=201-x2

fonksiyonunun en genis tanim kiimesi T, goriin
tii kiimesi G olduguna goére, T U G kiimesi ne-
dir?

16.  f(x)=2+9-x

fonksiyonunun en genig tanim kiimesi T, goriin
tii kiimesi G olduguna goére, T U G kiimesi ne-.
dir? -
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1' f(X)=_"x_2

" fonksiyonunun en genis tanim araligi nedir?

f(x)=2x-6 + 21
X< +1

foriksiyonunun tanim kiimesindeki en kiigiik x
“"degeriigin Vx+7 ifadesinin degeri kagtir?

3
f(x)= _X+_X+1
() Ix-1-2 '
i._ :_-_.'_fonksiyonunu x in hangi pozitif tam say: degeri
" igin tammsizdir?

5x-3 . x2
() =229, X
: (x) 2x—m+x+2

f6hksiyonunu tanimsiz yapan x degerleri toplami
. 3 olduguna gére, m kagtir?

5.

6.

7.

8.

f(x)=|ogs(2x—8)

fonksiyonunu tanimli oldugu en kiigiik tam sayi
kagtir?

f(x) = I093(5—x)

fonksiyonunu tanimh yapan pozitif tam sayilarin
toplami kagtir?

f(x)=logz(x-3)

fonksiyonunun ten genis tanim kiimesi nedir?

f(x)=log, (—xz +2X + 8)

fonksiyonunun en genig tanim araligi nedir?
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9. f(x)=log, (%E%)

fonksiyonunun en genis tanim araligi nedir?

2
10.  f(x)=log, [X_;fx;zclj

fonksiyonunu tanimli yapan pozitif x tam sayilari-
nin toplami kagtir?

1. f(x)=log, (2x2 -50)

fonksiyonunu tanimsiz yapan pozitif tam sayilarin
toplami kagtir?

12. f(x)=log, (x2—2x—15)

fonksiyonu x in kag farkli tam sayi degeri igin ta-
nimsizdir?

13, f(x)=log, (3-|x-1[}

fonksiyonu x in kag farkli tam sayi degeri igin ta-
nimhdir?

14. f(x)=|og(x_ 1)(7—x)

fonksiyonunun en genis tanim kiimesindeki tam-
sayilarin toplami kagtir? i

15. f(x)=logx (4x—x2)

fonksiyonunun en genig tamm araligi nedir?

16.  f(x)=log - (7-2x)

fonksiyonu x in kag tam sayi degeri igin tanimli-
dir? '






Bir milletin bivyiklig iy, witfusmwumy coldugw de-degily
akllv ve fagilet sahilr adamlaruwun sayuy ile belli olur.
Victor Hugo-

Yetenekler ovtaktu; herkey onlava sahiptiv amo nadiv

olan yeteneklerimigin bigi gdtiwdid v yere gitme
cesovetidiv.
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it
LiIMIT ve SUREKLILIK

Limit konusu kolay sayilabilecek bir konu.

.- Size 6nce bilimsel bir tanm®

. x degiskeni a sayisina yaklagtiginda f fonksiyonu da

- b'sayisina yaklagiyorsa, b sayisina; x, a ya yaklagir-
" ken f fonksiyonunun limiti denir.

Ve lim f(x)=b sgeklinde gosterilir.
Xx—>a

- Bir sey anladimz m1?

e Neyse... Birazdan ne demek istedigimi daha iyi anla-
yacaksiniz. Gergi bu konuyu anlatarak 6gretmek da-
ha kolay. Ama lizginim ki burada yazarak izah et-

2 mek zorundayim®

 Ayrica burada bir de sagdan limit ve soldan limit

- muhabbeti var. Limit olayimin iyi anlagilabilmesi igin
. ".ilk 8nce bu sag sol olayini halletmek lazim.© Dolayi-

_ " ‘styla da ilk 5nce sagdan ve soldan limitin ne oldugu-

~ .. nuiyice bi grenin bakalim.

o anksiyonun grafiginden yararlanarak limit
-bulma ve sagdan —soldan limit olay

“Sagdan Limit

- x degiskeni a ya sagdan (yani, a dan bilyiik ve aza-

lan degerlerle) yaklasirken f nin limiti varsa (her han-

o gi bir degere yaklagiyorsa) bu limit dederine f nin x =

.- anoktasindaki sagdan limiti denir.

" lim f(x)=... seklinde gbsterilir.

x—s>a?t

.Yalniz bu yazimda suna dikkat edin. Buradaki a nin
" ustiindeki arti x in a dan birazcik daha biiyiik ol-

:_dtigu anlamina gelir. Bunun a nin pozitif olmasiy-
-la bir ilgisi yoktur. Bilginiz olsun.

f(x)

Sekildeki f(x) fonksiyonun da lim f(x)=b dir.

x—a*

- Soldan Limit

X degiskeni a ya soldan (yani, a dan kiigiik ve artan
degerlerle) yaklagirken f(x) in limiti varsa (yani, yak-

lastigi bir deger varsa) bu limit degerine f(x) in x = a
noktasindaki soldan limiti denir.

lim f(x)=...seklinde gosterilir.
XxX—>a~
Ve burada da a nin iissiindeki eksi x in a dan bi-
razcik kiigiik bir deger oldugu anlamina gelir.
Yoksa a nin negatif olmasiyla ilgisi yoktur. Ona
gore.

Y f(x)

Sekildeki f(x) fonksiyonunda lim f(x)=c dir.

x—a~
Sagdan ve soldan limit olaytni bir de §6yle izah ede-
yim. Ama dénce giizel bir sekil gizeyim.

S$imdi diyelim ki yukaridaki fonksiyonun x = 3 nokta-
sinda sagdan limiti ve soldan limitini, yani lim f(x)
x—37%

ve lim f(x)degerlerini bulmak istiyorsunuz.
x—+3"

Yapmaniz gereken sey su: lim f(x) degerini bul-
x—3*

mak igin 3 Uin sagindan (Ama hemen dibinden®) yu-

kariya dogru (Asagdiya dogru da olabilir.) duz bir gizgi

gizin ve ilk 6nce bu gizginin egriyi kestigi noktay: bu-

lun. Sonra bakin bakalim bu noktaya karsilik gelen y

degeri yaklagik olarak kag?

1(0)

Iste 3 noktasindaki sagdan limit budur. Yukaridaki

fonksiyonda bu degerin  lim f(x)=4 oldudunu
x—3*

bulmussunuzdur artik©

Aynimantikla soldan limiti bulurken ayni iglemi 3 Gn

hemencecik solundan bir gizgi gizerek bulun bakalim.
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2 yi buldunuz mu? Cok yahsi.©

Ve gelelim can alict noktaya;

Bir fonksiyonun herhangi bir noktada limitinin
olmasi igin bu noktada sagdan ve soldan limit
degerinin birbirine esit olmasi gerekir. Dolayisiyla
bir fonksiyonun herhangi bir noktada sagdan ve
soldan limiti esit degilse bu noktada limiti yoktur.

Aslinda bu dediklerimi g6yle 6zetleyebilirim. Fonksi-
yonun grafiginde sigrama olan noktalarda limit
yoktur. Mesela az énceki fonksiyonun x = 3 nokta-
sindaki sagdan ve soldan limitleri farkli oldugu igin bu
noktada limiti yoktur. Zaten sigrama yaptidi da ¢ok
net goriiniiyor. Oyle degil mi?

Mesela su grafikte x = a da egride sigrama olmadigi
igin bu noktada limit vardir.

Sekildeki f fonksiyonunda

lim f(x) = lim f(x)=L oldugundan I|m f(x) =
X— a x—>a”
dir.
Ayrica, bir fonksiyonun herhangi bir noktada limi-
tinin olmasi igin bu noktada tanimh olmasi ge-
rekmez.
Yani, bir fonksiyon limiti oldugu noktada tanimli ol-
mayabilir veya tanimli oldugu deger limit degerinden
daha farkli bir deger de olabilir. Hig 6nemli degil.©

/T
Sekildeki f fonksiyonu x = 2 noktasinda tanimli degil-
dir. Yani, f(2) degeri yoktur. Ama bu noktada limiti

vardir. Gunkd fonksiyonun x = 2 noktasindaki limiti,
bu noktada aldigi deger (tanimli oldugu deger) degil,

x in 2 ye sagdan ve soldan yaklagirken f nin yaklag
g1 degerdir. f fonksiyonu sagdan ve soldan 4 e yak- '
lastigindan x = 2 noktasindaki limiti 4 tir.
Yani, lim f(x)=4 tir.

X2

Herhangi bir noktada fonksiyonun limiti ile tanim
li oldugu degerin farkli olmasi limit degerini etki-
lemez.

y
5
4
//02 X

Omegin, sekildeki f(x) fonksiyonu igin f(2) = 5 tir.
Ama bu noktadaki limit [im f(x)=4 tdr.
x— 2

Grafikte limitin o0 olmasi ve x — c igin limit -
hesabi '

Bilimselligi yok ama su bahsettigim sayinin saglndéh :3
ve solundan gizgi gizerek limit bulma yéntemi bunda :
da ige yariyor. Deneyin isterseniz© -
y4

-2 0 2

Dediklerimi yapin ve sekildeki f fonksiyonunun grafi-
gine gére,

im f(X)=o lim f(x)=-=
X—>-2"

lim f(x)= lm f(x)=o0

x— 2% x—o 2~

Demek ki, x = — 2 de limit yoktur. Clinki sagdan ve
soldan limiti farkh gikti.
Ama x = 2 de limit co dur. Glinki ikisi de o gikti.
Bir de x — oo igin limiti bulun bakalim. Yani,

tim f(x) degerini.

X— @

I|m f(x)_ lim f( )~1 oldugunu gérebildiniz mi?
X— —o0 .
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T ANTRENMAN

-+ Grafigi verilen fonksiyonun herhangi bir
. noktadaki sagdan ve soldan limit olay:

- Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

- a) Iim_ f(x) =
X—a

b) lim f(x)=

+
X—>a

o c) lim f(x)=
: x = b”

~d) lim f(x) =

x - b*

") m f(x)=
X=>cC

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

a) im f(x)+ lm f(x)=
L X327 x—» 2t

) _
) x —h»m-2 flx) =

Jky f(X)
] .
\43 1 .
-1 2 4
[
-2

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gére,

a) lim f(x)+ lim =
x=>2" x—> -3%

b) lim f(x)+ lim =
X = 2 x—> 4

1Y fix)

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna goére,

a) lim f(x)=
X =27

b) ' im f(x) =

x - 2%

c) lm f(x)=
X > =37

d) lim f(x)=

x> -3*

e) lim f(x)=
x4
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5. y v AY
- f(x) 4 .......... ?
\ - E 3 ........ A
: E P [ ........'
N ¥ ;
O 2 3 4
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
a) lim f(x)+ lm =-3 oldugunagore, b Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gére,
X = ~2" x— -2%
kagtir?
s a) lim f(x)+ lim f(x)=
x>0 x—4*
b) lim f(x)- lim f(x)=
b) lim f(x)+ Im =5 oldugunagore, akag- x 3" x—2
Xx—>2° x—o-2*%
tir?
c) f(2)+ lim f(x)=
X = 4"
d) lim f(x)+ lim f(x)=
x—>2" x—37
6 Ay 8 VA

/4 20 2

. -1

. Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

a) lim f(x)+ lim f(x)= a) lim f(x)+ lim f(x)=
X a x—b x - -4 x—2

b) Im f(x)- lim f(x)= b) fim f(x)- lim f(x)=
x—at x> b~ X = =2 X0

o) fO+f2)
lim f(x)
X2
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e
1
.3 .12 01 :\\3 X

sékilde grafigi verilen f fonksiyonuna gére,

Ca)  lim f(x)+ lim f(x)=
- x> -2 x—>»3%

.-:-"b) lim  f(x) - lm f(x)=

x> -3* x=>17

im f(x)+ lim f(x)=

¢)
: x> 1* x—>3"

d) lim f(x)- lim f(x)=

x - -2% x—> -3

§ekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

lim f(x)=
S -1
b)) m =
T X =17

9 im 100 -

LA i 10-

i Y
i
A
2t~
-'“/ 1
-3/ 2L .
9] x
.-'f
.9"".
o d i

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gére,

a) lim f(x)=
x > 2%

b) lim f(x) =
X—>-2"

) lim f(x)=
X —> ®

d) lim f(x)=

TV

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

a) lim f(x)=
x - -3*

b) lim f(x)=

x—>3"

c) xli_r:\m f(x) =

d) lim f(x)=

X =)—

e) lim f(x)=
x—->37t
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5 7.
. 4y
: 3hine
\/ ..... .
Lo fhq| C\f\/
O l{"‘ o 3 240 123

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore, Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun apsisi - 3,
-2,-1,0,1, 2, 3 olan noktalarin hangilerinde li- -
a) lim f(x)= miti yoktur? '

x=>3*
b) -
)Ku_:)n3 f(x)
c) lim f(x)=
X = 0

d) lim f(x)=

8.
4y
6. N
2 / \ )
_ (e .._.91 ----- ! [ T Y
5-4 / i 1 :./ -
Vo /3 240 J42 a3 7
-4 ni 2 4 é e [T SRR
\..Aj.. A 2

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun apsisi

-5,-4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3 olan noktalarda var

a) lim f(x)=
2 olan limitleri toplami kagtir?

X ~>» =
b . . -
) lim f(x) + XII_TS f(x)

c) x“D:O f(x) — quz f(x)=

d) f(2)+ im f(x)=
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Polinom ve Mutlak Deger Fonksiyonlarinin Limiti

Grafik olmayan limit sorularinda yapmaniz gereken
sey gok daha basit. Soru ne olursa olsun. Yapilmasi
gereken ilk sey x i yerine yazmak. Eger sikinti gikar-
. sa (ki bazilarinda gikacak®) onu da nasil halledece-
. ginizi sonra soyliycem.

Demek istedigim su; f(x) bir polinom fonksiyon ise,

_ lim f(x) =f(a) dir. Yani, fonksiyonda x yerlerine a
Xx—a

yazilir.
Ayrica, x = a da limiti olan f(x) fonksiyonu igin,

lim |f(x)| =|f(a)]

Xx=>a

lim 2™*Yf(x) = 2™*1[T(a) dr.
x—a

_: '_ Bir 6rnekgikle ne demek istedigimi daha iyi anlaya-
- caksiniz.
j-: Ornek Soru
lim (\/x3 +3 —|x—4|+5x)
x' =1
limitinin degeri kagtir?

" Cozelim®

" Normalde sorular genelde bu kadar da uzun olmaz.
*.. Fakat ben soru.uzun ve daha karmasik olsa bile fark

etmedigini gorin diye bdyle yazdim.

Az odnce ne dedim? Soru nasil olursa olsun. yapaca-

H - @iniz ilk ig verilen x degerini yerine yazmak. Problem

"= 'gkarsa onu sonra diginirsiniz.

.. _Yazin bakahm.

""'-ixlim1 (VXT3 [ x-4]+5%) = 1343 [ 1-4|+51
R B

- 'Buradan da sonucu 4 bulursunuz artik.

Lo Jim (5x-3)

* limitinin degeri kagtir?

o xli_r)ns (xJ_ -J8 )

limitinin degderi kagtir?

lim (x2-5x+1)

x—2

limitinin degeri kagtir?

lim (x3 -4x+2)

X = -1

limitinin degeri kagtir?

lim (3x+2m+5)=17
X2

olduguna gore, m kagtir?

xli_f;na(xz - ax) =0

olduguna gore, a kagtir?
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3. ANTRENMAN

7. lim f(x) = 2 olmak iizere,
x—3

li f =1

xina(4 (x)+3m)=11

olduguna gore, m kagtir?

8. lim V3x +1
x> 5

limitinin degeri kagtir?

lim |—3x+1|
x—> -1

9.
limitinin degeri kagtir?
10, lim | 23X
x->-3| X+2

limitinin degeri kagtir?

1. lim MX=2 _3
x>1 X+1

olduguna gore, m kagtir?

12 im mx? +3x+2 _4
X2 x-1

olduguna gére, m kagtir?

13. lim (3x_+4
x—> -1 V5-4x

limitinin degeri kagtir?

Normal bir soruda sagdan ve soldan limit sorulmasi :
bir sey degistirmez. Ayni seyi yapin. Sagi solu bog-
verin. x yerine yine verilen degeri yazin

14, lim (4x-2)

x->2*t

limitinin degeri kagtir?
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3 Anfrenwan

lim (—2x3 +4)

x->-1"

. limitinin deg@eri kagtir?

lim (ax2 -2x—3)

- limitinin degeri kagtir?

lim |3x-8|
L x=>37

imitinin degeri kagtir?

lim [21-[2x +3]
4

. X —

'-':."'l'iinitinin degeri kagtir?

iim (3—3/2x2 -2x+4 ’
X—-1"

limitinin degeri kagtir?

iim_ (V37 - /%=1)

x> 2%

limitinin degeri kagtir?

lim (x2 +Jm)

x— 37

limitinin degeri kagtir?

lim (3"*1 -2) =79

X—=n

olduguna gore, n kagtir?



< LIMIT VE SUREKLILIK

4, ANTRENMAN

9. lim (22"-‘ —17) =15

X—>C

olduguna gére, c kagtir?

10. fim (a?x+1 ~43) =200
X— 2

olduguna gére, a kagtir?

11. fim (x2-1)=4c—5

X~>C

olduguna gore, ¢ kagtir?

12. lim (4* +2x1 —3)

x— 2

limitinin degeri kagtir?

13. lim (x2 +log, (x +8))

x—3

limitinin degeri kagtir?

14. xli_r)ns(2x+logz (5x+7))

limitinin degeri kagtir?

15. lim(

x—3

2*2 x|-3)

limitinin degeri kagtir?

16. lim (|2x—7|—3)=4

X->m

olduguna gore, m nin pozitif degeri kagtir? -
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- pargall fonksiyonun limiti

- pargall fonksiyonlarda limit hesaplanirken bakmaniz
. - gerekenilk sey verilen noktanin kritik nokta (yani,
fonksiyonun pargalara ayrildig1 x degeri) olup olma-

- digidir. Kritik nokta degilse &nceki limit hesaplarindan

- farki yok. Verilen dedere uygun olan pargay: kullanip

limiti hesaplayin. Amma verilen noktakritik nokta ise
" bu noktadaki sagdan ve soldan limite bakmaniz a-

czim.
' . Bir6rnek Soruyla izah edeyim.

f_ ®rnek Soru
3x+1, x<1ise,

f(x)={5-x2, 1<xs<3ise,

1-2x, x >3 ise,

" olduguna gére,

a) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
o x—=2

b) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
. x=1* '

: c) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
o x—3 .

.- Cbzeyim®
Bu soruda anlatmak istedigim her sey var.
.“agikkina bakalim. Ama daha 8nce suna bakin. Bu
~“fonksiyonun kritik noktalan hangileri acaba? x = 1 ve
.= 3 dyle degil mi?
o :Ilk 6nce bu kritik nokta meselesini halledin.
“Neyse... Gelelim soruya.
X =~ 2 noktasindaki limiti sormugum. — 2 kritik nokta
_blmadlglndan direkt x yerine — 2 yazcaz. Ama-hangi-
= sinde?
En Usttekinde tabii ki. Glnki x < 1 igin kullanilacak
“olano.

“lim f(x)= lim 3x+1=3.(=2)+1=-5tir.
2 X—-2

X- -

* bsikkina bakalim.

. 1.noktasindaki sagdan limiti sormugum.

Pg_-:-ki, bunda hangi pargayi kullanacaz? x 1 den azicik
da olsa bilylk. Ne kadar biiyiik oldugu 6nemli degil.
Onemli olan biiyiik olmas.1 den bilyilk x degerleri
icin kullanacagimiz parga ortadaki oldugundan

Llim f(x)= fim (5-x2) =4 tir.

X1 ) xlr::*( X )

Vé_r m1 bi problem?

Gelelim en énemli kismina. Yani, ¢ sikkina.

x = 3 teki limiti sormusum. Ama dikkat edin. Bu nokta
kritik nokta. Ve unutmayin ki pargali fonksiyonlarin
kritik noktalarindaki limitleri hesaplanirken bu nokta-
lardaki hem sagdan hem de soldan limitlerine bakilr.
Bakalim.

Once saddan limiti bulalim.

lim f(x)= lim (1-2x)=1-23=-5

x-3* x—>3*

Bir de soldan limiti bulalim.
lim f(x)= lim (5—x2)=5-32 =-4
x—3~ x—3"
Himm...
Ikisi farkh gikti. O halde bu fonksiyonun x = 3 apsisli
noktada limiti yoktur. Oyle ya. Bu noktadaki sagdan
ve soldan limiti esit gikmadi.
Anlagildi mi olay?

2x-5 ,x23ise,
f(x)=
x2 42 ,x <3 ise,

olduguna gore,

a) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
x— 3t

b) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
x—3"

c) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
x—4

d) lim 1f(x) limitinin degeri kagtir?
X -

3x+1, x>2ise
f(x) =15, x=2ise
7 -xz, X <2 ise
olduguna gére, lim f(x)+ lim f(x) toplami

x— 2% x—>2"

kagtir?
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2x +5, x < -1 ise, 4 ,X =2 ise,

6. f(x)={

2 .
X“+2, x>2ise, olduguna gore,

3. f(x)={x®-2x, -1<x<2ise, x2 41, x=2 ise,

olduguna gore, a) lim f(x) limitinin degeri kagtir?

a) lim f(x) limitinin degeri kagtir? x>2*
x—>-1" b) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
b) lim f(x) limitinin degeri kagtir? x—>2
x—-1* c) Iimzf(x) limitinin degeri kagtir?
c) lim f(x) limitinin degeri kagtir? >
x= -1 d) limaf(x) limitinin degeri kagtir?
d) lim f(x) limitinin degeri kagtir? -
x—2
Ix+1, x>1ise ax-8, x>2ise
4. f(x)= 7. f(x)= )
x2+3, x<1ise 10-x“, x<2ise
olduguna gére, f(x) fonksiyonunun x = 1 nokta- fonksiyonunun x = 2 noktasinda limitinin olmas
sinda limiti kagtir? igin a kag olmalidir? S
3 i 2x-1, x>mise
x“+a, x>-2ise '
S. f(x)= " e 8. f(x)={x+4 x<m ise
~3x2 , Xx<-2ise ! - )

fonksiyonunun x = m noktasinda limiti oldugu'n_a'

olduguna gore, f(x) fonksiyonunun x = - 2 nokta- .
gore, m kagtir?

sinda limiti olmasi igin a kag olmalidir?




{x—1 ,X >3 ise,

,X <3 ise,

" ‘olduguna gbre,

a) lim f(x) limitinin degeri kagtr?
x—3"

- p) lim f(X) limitinin degeri kagtir?
- x—>3

©-¢) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
x—>4

:-;Ed) lim f(x) limitinin degeri kagtir?

X—>—

x2 +1, x < -1ise,

x+3, -1<x<2ise,

x2 +2, x>2ise,

- olduguna gore,

2a)  im f(X) jimitinin degeri kagtir?
L

‘b)  im f(x) jimitinin degeri kagtir?
x>

c) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
: x—-1

‘d) lim f(x) fimitinin degeri kagtir?
L X2

3.

4,

3 ,X =2 ise,
f(x)= \
2x-5 ,x#2ise,

olduguna gore,

a) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
x—2*

b) iM f(X) limitinin degeri kagtir?
X—2"

c) Iimzf(x') limitinin degeri kagtir?
X—>

d) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
x— -3

X+4, x <0 ise,
f(x)=14-x%, 0<x<2ise,

x?+x-6, x>2 ise,

olduguna gore,

a) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
x— —4

b) M f(x) fimitinin degeri kagtir?
x—3"

c) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
x—0

d) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
xX—>2

5. A :MI
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6. ANTRENIMAN

5.

7.

4x -1, x>2ise
f(x)=¢ 3, x=2ise
3-x2, x<2ise

olduguna gore, Ilim f(x)+ lim f(x) toplam
+

x—» 2 x—> 2~
kagtir?
f( ) 2x-5, x>1ise
X)=
x3 -1, x<1ise

olduguna gore, f(x) fonksiyonunun x = 1 nokta-
sinda limiti kagtir?

x> -2 ise

2x+a,
f(x)={ )

X<, x< -2 ise

olduguna gére, f(x) fonksiyonunun x = — 2 nokta-
sinda limiti olmasi igin a kag olmalidir?

ax+1, x>2ise

X+7, X< 2 ise

8. f(x) ={

fonksiyonunun x = 2 noktasinda limitinin olmaz
igin a kag olmaldiw?

9. 1(x)= Ix%.x+3, x=1ise,
9, x=1lse,

oldufjuna gbre, lim (x}+ lim f(x) toplarni .
+ X— =2 b

Ke=ph

kagtir?

X >m ise

Xx<m ise

3x+4,
10. f(x):{ o1

fonksiyonunun x = m noktasinda limiti oldugﬁhé'
gore, m kagtir?

2RV
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Limiti o olan ifadeler

1 .. .. e .
q = — egrisinin grafigi izerinde bir iki minik
Asagida Y X g grafig

: ydfum yapalim ve bazi 6nemli neticelere ulagalim.
- Iik nee grafigi gizeyim.

Yi

| _3._ poazitif Sy, _ o dur.

ot o
-, ‘Ayni mantikla
s i= pozitif sayi

..=—ocodur.
00 07

“im 2x-1 . .. . P -
. X=3 limitinin degeri nedir?
 Gozelim®

_ xfé_ kag verecez? 3 mu? Yoksa...

lste burada dikkatli olun. x e 3 verirseniz payda sifir
lur. Ve higbir sey bulamazsiniz. Zaten soruda x e 3
en azick blylk bir deger verin diyor®.

:ahi, 3* =3,000....01 gibi bir sey.©
3u durumda paydanin degeri

X+3=3*% -3=(30...01) -3 = 0,00,,01=0* olur.

od

>

Pay igin sikinti olusturan bir gey yok. Direkt 3 yazabi-
lirsiniz. Bu durumda limit degeri de

im 2x=1_23-1_5
x—>3* X3 o*
Sunlan da inceleyin. Eger bir kesrin paydasini ya-
zarken

= oo Olur.

3*-3=0"
3"-3=0"
2-2*=0"

2-2" =07 olarak digiinmek lazim. ( ki sikinti ya-
samayasiniz.)

Simdi su antrenmanlar: takir takir yaparsiniz.
lim —3
x—>2t X=2

x—-1* X+1




<  LIMIT VE SUREKLILIK 7. ANTRENMAN
10. lim 2x+8 Bir polinom fonksiyonda x — o igin limit hesaplanlrkéh_ :
) x— 2+ (x—2)2 en biyiik dereceli (en biyik sli) terime bakmak ye-
terlidir. Gerisini sallamakta bir beis yok©® :
Yani,
M. lim 2x+8 R, o [®miftise
x— 2 (x—2) X - —oo n tek ise, BRI .
e ) e o
: 2x+8
. lim ==— ..
12 or (x—2)2 Omegin, B
tim (-3x*+x%) = lim -3x* = 3(-w)? =3
X—~o X—> —c0 .
A_ym sekilde
i 1 imitinin degeri lim (3x5-x*+2)= tim 3x% =3(-w)% =
13. Jim_ [Sx _ax +5] limitinin degeri kagtir? x_)_w( ) Jm (-0)° =0
18.Asagidaki limit degerlerini bulunuz.
a) lim (x2 +x+1)
X—> o
. -2 T o
14, xﬁ"& [3.4—;- 1ang 1] limitinin degeri kagtir? . ,
b) lim (—4x +2)
X— o
c) lim (xz +3x+1)
X— -
. =3 S , g
15. Jim 157 4 x4 g limitinin degeri kagtir? d) xﬁ)n_]w(sx —2x—3)
e) lim (— 3x? +4x+1)
X—>@
1 R
. L PP o . . _ 2 _
16. xlrr: 5T 4 4% _2] limitinin degeri kagtir? f) xgnjw( 4x x)
g) lim (— 3x%9 49 +x—4)
X— -
17. i : limitinin degeri kagtir?
< lm o5 imitinin degeri kagtir
x--»2* 32x +3 9 ¢

h) lim (-2x22—11x7)

X— —o



- LIMIT VE SUREKLILIK

Trigonometrik Fonksiyonlarin Limiti

.. Digerlimitlerden higbir farki yok. Tek farki iginde tri-
L gonometrik ifadeler var. O kadar.
- Yalniz burada birazcik trigo ihtiyaciniz olacak. En

o biraz da yarim agi formiillerini bilmek lazim.

' Eee.. O kadar da olsun yani. Limit yaptyorsunuz.©
- - Tabii ki mantik yine ayni. x gordugiiniz yere verilen
" degeri yazacaksiniz. Ama dedigim gibi 30°, 45°,

_rik oranlarini bilmek 1azim.
-, Demek istedigim su

 lim sinx =sin@®
T X8

"“limcosx =cos® dr.
x>0

Ornegin, I|m tanx_tan =3 tir.

rareul
3

' 2
: . 1 1
Ayni sekilde lim cos? x = [—] 1
. x—)% V2 2

I|m sindx + cot3x = sin A4 cot 3T -‘/—§~+1
‘X L 12 12 2

12
Wz n_J2
2

2 2

X

sin; + cost) = sin<=+ cos2.

lim (1+ sin? X)
x>

_ 3
limitinin degeri kagtir?

lim (5 tan 2x)

'Iir'r'li'tinin degeri kagtir?

:. azindan bazi 6zel agilarin trigonometrik oranlarini ve

'QZ"60°,90° veya bunlarin katlari olan agilarin trigonomet-

3. lim (5sinx—2cosx)
X=>T

limitinin degeri kagtir?

. sinx+cosx
4. lim —=— =22
x>0 2

limitinin degeri kagtir?

5. tim 4sin2x

x_,% 1+tanx

limitinin degeri kagtir?

cost-sin%
6. lim
X>T  qicosX
3

limitinin degeri kagtir?




¢ LIMIT VE SUREKLILIK

8. ANTRENMAN

. inx +
7. lim Si0X+1
x—)% 1+cosx

limitinin degeri kagtir?

2 . 2
8. im (cos X _sm xJ
x_,)% 1+sinx

limitinin degeri kagtir?

9 fim [cosx+sinx)
Xﬂ,% COS X —SinX

limitinin degeri kagtir?

2
10. lim J=2sin“x_

x— T 2sinxcosx
8

limitinin degeri kagtir?

11. lim sinxcosx

x>

12

limitinin degeri kagtir?

12. lim_ (tanx+cotx)
x -»%

limitinin degeri kagtir?

13 im COS2x+sinx

X—v%" 1+sint
3

limitinin degeri kagtir?

14 im [ cos”x=sin’x _2/3
) x—>B | sinxcosx

olduguna gére, p dar agisi kag derecedir? .




- LIMIT VE SUREKLILIK

~ Belirsizlikler

- % belirsizligi

En dnemlisi bu. Ama 6nce su soruya bakin bi.

2
A
lim

x-21 X—

limitinin deg@erini kagtir?

“Normal bir soru gibi g6zmeye galigahm. Yani x yerine
verilen degeri yazalim bakalim.

x yerine 1 yazinca % cikiyor. Degil mi?

'Yani, hem pay, hem de payda ayni anda sifira yaklasi-
-yor. Iste bu sorudaki gibi limiti degerini bulurken kargi-

-.r'uza g— belirsizligi gikarsa x de@erini belirsizlije neden

.olan garpanlari sadelestirin ve ondan sonra tekrar yeri-
‘ne yazin. Bunun igin biraz garpanlara ayirma biraz da

* bagka seyler bilmeniz 1azim.© Gerisi teferruat.©

“Mesela Ustteki soruda bu dediklerimi yaparsaniz

[ S
= lim (x+1)=1+1=2 olur.

},/1 x—>1

. 4x—-16
lim 4x=15
x—lmt 3x-12

fimitinin degeri kagtir?

lim X-=4
x>2 x2 _2x

:'Iimitinin degeri kagtir?

lim X2+5X+6_
CoXx=-3 X2 L Ax+3

limitinin degeri kagtir?

4.

5.

6.

. x3 —4x
lim —_-—
X—>-2 x°+3X+2

limitinin degeri kagtir?

. a?-3a+2
lim ——
a-1 222 —2a

limitinin degeri nedir?

i X228
x=1  2x-2

olduguna gére, m kagtir?

3
lim X-=1
x->1 x2_1

limitinin degeri kagtir?




s LIMIT VE SUREKLILIK

9. ANTRENMAY |

8. lim X2-2x-15
x— -3 2x+6

limitinin degeri kagtir?

9. lim .2X=8
x—4 x -2

limitinin degeri kagtir?

2
10. lim X_—16
x— 4 &—2

limitinin degeri kagtir?

1. lim YX =1
x—1 xz -1

limitinin degeri kagtir?

2_ .2
12. jim (XF2h)” —x%
h—~0 h

limitinin degeri nedir?

13, f(x) = x2 + 2x

olduguna gére, lim2 f—()%:ﬂ limiti kagtr?
X— X< —

14. f(x) = x3 +1

olduguna gore, Iimaw limiti kagtr? .
X— o

15. f(x) = —x2

—3) g ettt
olduguna gore, lim w limiti kagtv
X— 2 X -4 L



. LIMIT VE SUREKLILIK

. " . f(h+2)-f4) .. ...
. ...:Iduguna gore, h"—’PZW limiti kagtir?
f(x) = x2 + x
olduguna gére, hlimow limiti kagtir?

- o belirsizligi olan trigonometrik ifadelerden olugan

- "_.'i'(esirlerde belirsizlige neden olan garpan ¢ogu kez
. 'yarim agi formiilleri kullanilarak sadelestirilr.

_"_c_ost ve sin2x in yarim ag formiliinG hatirhyor mu-
sunuz?

2 2

082X = COS“ X — sin“ x
" =2cos?x-1
‘=1-2sin’x

sin2x = 2 sinx.cosx idi.
S lim J—cgst.
_ x>0 sin“x

'Iilflitlnin degeri kagtir?

 limitinin degeri kagtir?

5. im tanx-cotx
x I COS2X
4

limitinin degeri kagtir?

6. im —tanx=1_
x_,_} sinx—cosx

limitinin degeri kagtir?

2, _qin?
7. lim Cos“x-sin®x

x_,% 1-tanx

limitinin degeri kagtir?

8. lim J*cos2x
x_,.’zl sin? x-1

limitinin degeri kagtir?




% LIMIT VE SUREKLILIK

9. lim J*rcos2x

-1 cosx

limitinin degeri kagtir?

10. lim £082x-1
x->1  2sinx

limitinin degeri kagtir?

11 lim _€os4x-1_
x>0 2sinxcosx

limitinin degeri kagtir?

12. lim J+cosx
x>1m cosk
2

limitinin degeri kagtir?

10. ANTRENMA

x-»3 x-3

limitinin sonucu bir reel sayi oldugu bilindigina
gore m kagtir?

14 lim X>+ax-6
' x—2 X—-2

limitinin reel sayi oldugu bilindigine gére a kaﬁ-
tr? -

15 m ve nreel sayilan igin

2
fm X_+mx-3 _
X— -1 xz -1

oldugu bilindigine gére, m kagtir?

16. m ve nreel sayilar olmak iizere,

2

n
x—1 x-1

olduguna gore, m + n toplami kagtir?



“ LIMIT VE SUREKLILIK

- B pelirsizliginin klasik bir tipi de su.
0

“lim i |irﬁ tanax _'a 'dir.

‘x— 0. bx__ x->0 bx b 3

Hatta 'sinax yerine tanax ya da sadece ax veya
bx yerine sinbx ya da tanbx yazilabilir, Sikinti

' Bu kisimda dyle 6zel tirde sorular yok. Bir iki érnek-
" gikle izah edeyim.

_ Ornek Soru
' lim _SiN5X + tan7x

jm SN2X T lan/x.
x=0 2X+sin2x
limitinin degeri kagtir?
Cbzelirn@
Burada korsan ¢6ziim yapayim®

9

'_x-> Oiken 0

belirsizligi var ve kesrin payi ve pay-

dast sin ve tan lardan olusmussa sin ve tan lar sile-

Demek istedigim su

“lim SinSx+tan?x _ .o Sx+7x _ 12

X0 2X +SIN2X x5 0 2X + 2X T=3

fAnIadlnlz mi simdi?
Peki, her zaman yer mi?
Walla. Ben yapiyom oluyo®©

__._brznek Soru
lim sin(3x - 6) + tan(x - 2)
X2 2% -8

limitinin degeri kagtir?

_Cbzelim@
Fark etmiyor.
L)

sin ve tan 1 silip islem yapalim bakalim bu da ¢ikacak

-I_E__!'unda da 0 belirsizligi var ve sin tanlar var sadece.

:f,’i'-.n sin(3 -6)+ tan(x ~2) _ . 3x-6+x-2
X2 2%x2 _8 x»>2 2x2-8
b|r sonraki adimi biliyorsunuz zaten.

: 1
S — |m e e . —
_ 2x2 -8 x>22(x<2)(x+2) 2
BU da oldu. Isterseniz bagka yollardan da ¢éziip go-
. ‘rebilirsiniz. © Biliyorsaniz tabii ki©

'_r'fek islem yapin. Hem dogru ¢ikiyor. Hem de ¢ok pirt.

. sin8x
lim 8
x>0 2X

limitinin degeri kagtir?

tan12x
m ————
x>0 sin3x

limitinin degeri kagtir?

lim —10X_
x— 0 sin5x

limitinin degeri kagtir?

6x
x— 0 tan3x

limitinin degeri kagtir?




4 LIMIT VE SUREKLILIK

sin%
5. lim
x50 2
by

limitinin degeri kagtir?

sin-1—r‘l
6. lim n
n—>w

n
limitinin degeri kagtir?

7. lim TX=sinkx _
x>0 tanx

olduguna gore, k kagtir?

8 lim -1an5x+sin3x
x>0  X+sinx

limitinin degeri kagtir?

" 10. lim

tan5x + tan7x
x>0 x-—tan2x

limitinin degeri kagtir?

sinZex

8
x->0 2)(2

olduguna gére, c nin pozitif degeri kagtir? '

2
M. lim 4XZ

x— 0 sinx

limitinin degeri kagtir?

Tabii coslan silmek yok®

12 lim sin 7X +Xc0S2X
x—>0 2x

limitinin degeri kagtir?



“LiMIT VE SUREKLILIK

lim sin6vx
x— 0% \/;

limitinin degeri kagtir?

. 4\/;+sin 2\_[x
Iim

x—0% tans/;

- limitinin degeri kagtir?

im 4x -4
“x—1sin(x—1)
fimitinin dederi kactir?

lim sin(2x-8)
x4 x2-16

imitinin degeri kagtir?

sin(3x-12)
x—»4 2tan(x-4)

limitinin degeri kagtir?

sin(x?2 —-1)
lim ———=
x—>1 x4 -1

limitinin degeri kagtir?

x2 +3x+2
x—>-1 sin(x +1)

limitinin degeri kagtir?

. tan(3x-9)
im ———~
x=>3 x2 _5x+6

limitinin degeri kacgtir?




¢/

« LIMIT VE SUREKLILIK

9. li

tan(2x —4) + tan(x - 2)
xjﬁt’ x2 -4

limitinin degeri kagtir?

10. im tan(2x ~1) + sin(10x —5)

2
x_,% 4x“ -1

limitinin degeri kagtir?

1. im Jtandx
x—-0* w/;

limitinin degeri kagtir?

12, jim 120082
x—0 x2

limitinin degeri kagtir?

2. anTRENMa

13. lim J=cosx
x— 0 2)(2

limitinin degeri kagtir?

14, tim 1=€082X

x>0 tan?x

limitinin degeri kagtir?

15. lim 1-cos2Vx_
X

x—0*

limitinin degeri kagtir?

x(1-cos2x)

16. lim 3

x—+0 tan® x

limitinin degeri kagtir?



LIMIT VE SOREKLILIK

 ——

2 belirsizligi
o0

Bu belirsizlikle daha gok pay ve paydanin polinom tipi
oldugu rasyonel fonksiyonlarda karsilagacaksiniz.

a_x
O = jim ——— dir.
by Xw b, X"

Payin derecesi paydanin derecesinden biiyiikse

- limit degeri + oo,

Payin derecesi daha kiigiikse limit degeri 0 (sifir),
"Pay ve paydanin dereceleri esit ise limit bag kat

. ' sayilarin oranina esit olur.

"' 'Derece Sirasi

" Sonsuza en hizh hangisi gider?

Bu muhabbeti anlamak igin mantiginizi devreye
_sbkun. Asagida x —» « igin x li ifadeleri sonsuza
‘gitme hizlarina gére siraladim.

- [8% > e* |> | x3 > x? |> logx > sinx,cosx,sayi

'3($ayl)x xSayt
‘Bu ifadelerden herhangi ikisi ya da daha fazlasi bir
&rada ise sonsuza hizl gideni tespit edip digerleri-
ni sallayin. Sonsuza ilk kim giderse bayrad son--
uza o diker.

‘Gerisi yolda telef olur. Onun igin taa en basta sal-
layin gitsin.®

Aslinda sonsuzlari karsilastirmak dogru degil. Lakin
) _bt_]rada anlatmak istedigim x degiskenine bagli ifade-

lerinbazilan gok hizl bir sekilde sonsuza kosar ve di-
_,gerierini yutar! Kisaca isimiz hizh kosanlarla. Gerisiyle
' Isimiz olmaz.©

X >0 ve % belirsizligi var. Boyle bir durumda ilk

Yéﬁfﬁamz gereken pay ve paydanin en biiyik dere-
celi terimlerini belirleyip digerlerini sallamak®

Biz de onu yapalim.
Payin en biyiik dereceli terimi 6x2, paydaninki ise

2x2 oldugundan bunlari alip kalan diger terimleri
atalim. Bu durumda limit

2 ess 2
6x = lim 6x 3 olur.

lim 22 =

X— © 2)(2;4 T x> 2)(2
Anladiniz mi?

X > o ve % belirsizliklerinde mantik hep ayni as-

linda. Yeter ki en biyilk dereceli terimleri belirlerken
yamulmayin©

x—o X-8

limitinin degeri kagtir?

i 4x2 +5x+1
im ===
X=>© x€4+x+3

limitinin degeri kagtir?

2
lim 8 ;5x+1‘
x= o  3x°-10

limitinin degeri kagtir?



< LIMIT VE SUREKLILIK

13. ANTRENMAN

LoX
4. lim 3:27+2
x> 22X _9q

limitinin degeri kagtir?

X+2
5. fim 327" +1
x»w 2%1_4

limitinin degeri kagtir?

Tabant blyiik ofanin derecesi daha buiyiktur!

6 3.2X+5 +3%
: x> o 3%-1 +2x+2
limitinin degeri kagtir?
b3 b3
7. jim 2.-57+3%+2

x2w 5% 413.4% 41

limitinin degeri kagtir?

10.

1.

. 5.2% 41
lim ——
x>o 7% _10

limitinin degeri kagtir?

lim -M_
x>w x2 43

limitinin degeri kagtir?

im —IX+2
xoo x3 +3x+2

limitinin degeri kagtir?

e*in derecesi x" nin derecesinden her zaman dal
buyuktir. '
lim x241

X—> o ex -1

limitinin degeri kagtir?



‘LimiT VE SOREKLILIK

_1)2
lim x(3x—1)

3
XU+ _
lim X" +X+4 5. b3 ]
x— oo x¥ —x+2

© xow 5x?2+3x-2
limitinin degeri nedir?
: limitinin degeri kagtir?

x -_—
lim 22 +4. 6. lim (143+5+...+(2n-1))
x—0 x%+3 n—noL 2n2 +1 )
Jmitinin degeri nedir? limitinin degeri kagtir?
" (n+2)!+n(n+ 1)
lim 351’1 7. n—h»moo (n+2)! ’
x>0 X 2
itinin degeri nedir? ‘ limiti kaga esittir?
8 ax?+x+1
(2x+1)° -5 T x—o00 (28— 3)x% —3x +1

lim
xmo 2x% 4 x—1

olduguna gore, a kagtir?
kaga egittir? dunag ¢




% LIMIT VE SUREKLILIK

4 ANTRENVA

o m IR
X— oa 3!-*1_2)(

olduguna gore, n kagtir?

x4+
10. lim 3r2r
X— o0 §_ 2x+2

limitinin degeri kagtir?

x+2 _o9—x+3
11. lim .:1__.3_..
X— 00 3X—1+2—X+1

limitinin degeri kagtir?

12
12. Sn._—_—r-l?;(sk—1)

olduguna gore, nIl'm sp limitinin degeri kagtir?
— 00

n

3" (4k +3)

13. P
n 2n2 41

olduguna gore, lim s, limitinin degeri kat;'tlf?
nN—c

14. nreel sayi olmak lzere,

o (m=-2)x% 4+ (m+1)x+5
lim =n
x— 00 (m=—Tx+1

olduguna gore, m + n toplami kagtir?

5. lim (m+ 12 —(5m—n)x +1 _

X— 00 3x +1 0

olduguna gore, n kagtir?

n -6
6. lim X _*Z_g
X—oo x¥~N 47

olduguna gore, n nin alabilecegi dogal s'a'yl:
gerlerinin toplami kagtir? -



“LIMIT VE SUREKLILIK

x— t coiken % belirsizliginde mutlak deger varsa

dikkatli olun.

x - o ise mutlak dederiaynen, x - — o ise eksi
agin. Tabii ki derece sirasi nemini korumaya devam
ediyor. Siz de dikkat etmeye devam edin.©

S |3x]+|5x|
4 tim TR
CRE X—> @ |2x|—|x|

."Iimitinin degeri kagtir?

- | 4x+1]+]2x-6|
llm -
Cxsw | x=1]+|x+2]

mitinin degeri kagtir?

] 6k derecesi Gift ise mutlak deger olarak gikiyordu.
Ama tek ise mutlak deger filan yoktu.

'_.:_:_.H'atlrlaym. Jx? = | x| ve ¥x® = xidi. ©
o |5x|+§/x_3

o lim X
5 x"“°|3x|—\/4x2

mitinin degeri kagtir?

I:im |x+5|+%’)(2x+1)3

2o J(x-2)2 —‘/(3x+1)?

itinin degeri kagtir?

- |2X+1|+\/9X2 -6x+1

5. li
X2 o |x—1|—\[4x2 +x+3

limitinin degeri kagtir?

& i | 2x| +Vx2
x| 3x -1|-V4x2

limitinin degeri kagtir?

im |2x+5|+\3/(x—3)3
= [(3x-4)2 +1-y(x+2)?

limitinin degeri kagtir?

2
8. lim MM_.
""‘°°|2x-_1|—\/x2 +1

limitinin degeri kagtir?



< LimMIT VE SOREKLILIK 15. ANTRENMA

3x2 42
x2 +5

2 Yo, 3
9. lim ‘/X —2x -1 +‘/8X +1 13. lim

X —
X——00 \/4x2—X+2—x ®

limitinin degeri kagtir?

=7

+a

olduguna gore, a kagtir?

2
X +2x +1
-Si 14. lim —_—tm-1|=2
10. lim m X — 00 )(3+5x_2
x->@  X+1

limitinin degeri nedir? olduguna gore, m kagtir?

2
2
15 fm —:—x—+——+(a——2)x =4
1. f(x)=x2+x x—ooo | X+ x—-5
. " . f(2x) AT
olduguna gére, xh_r)nm 0+x213 limitinin de- olduguna gére, a kagtir?
geri kagtir?
—6x2 )
_ 16, im [T @ tx+2|=b
12, f(x) =3x+2 x—oo | 2x° -5

olduguna gére, lim f(4x) —2x+1 lirmitinin olduguna gére, a + b toplami kagtir?
X— oo f(x)+2x—3

degeri kagtir?




LiMIT VE SUREKLILIK

o wreini

ao—ao belirsizligi

o — o belirsizligi ile kargilagirsaniz bunlari ilk 6nce

% veya % bigimine getirin ve daha sonra da bilinen

yontemlerle limiti hesaplayin.

Cok uzatmaya gerek yok. Bakin antrenmanlara.©
Eger belirsizlik asagidaki gibi ise payda esitleyin ve

% a donlstirerek devam edin.

. 2 1
lim —_—
x~>1*[x2—1 X—1]

limitinin degeri kagtir?

Iim[ 6 —-—1—J
x-»3*{x2-9 x-3

- limitinin degeri kagtir?

Iim[ 4 1
527\ x2 -4 x-2

limitinin degeri kagtir?

lim (#__1_]
x»>2* \x2-x-2 x-2

limitinin degeri kagtir?

lim (2 1 -1 ]
x»>5* \x-9x+20 x-5

limitinin degeri kagtir?

lim [_1___._L)
x> -1~ \x2+3x+2 x+1

limitinin degeri kagtir?

: 4 1
lim | ————
x—ni"(x"‘ J;—Z]

limitinin degeri kagtir?
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Ama bazen belirsizligi yok etmek o kadar kolay ol-
mayabilir. Ya pay ve paydayi paydanin eglenigi ile
garpip islem yaparsiniz ya da forml (biliyorsaniz
tabii ki) kullanirsiniz.

8. fim (x—\/x2+2x)

X — o0

limitinin degeri kagtir?

9. Iim(\)x2+4x+4—x+3]

X->®

limitinin degeri kagtir?

10. fim (\/xz—4x+3~x+3)

X— o

limitinin degeri kagtir?

1. lim (\/x2+4x—2—x+5)

X—«@

limitinin degeri kagtir?

Formiil dedigim sey de su. Bilirseniz epey bir kolaynk.
sagladidi sorular var. Goreceksiniz. :

im vax2+bx+c = lim Ja x+l|dlr;'
X—=> F 0 X T 2a )
Ornek Soru

lim (Jx2+4x+1 —\/x2—2x——3)
X =00

limitinin degeri kagtir?

Cozelim®
Farmiil kullancaz. Ne de olsa vaktimiz degerli©®

lim (\/x2+4x+1 —\/x2—2x—3) yerine
X — 00

)) yazabiliyoruz.

Iim( (x+-—1—) \/—(x4

X—» ©

Gerisi zaten kolay. Gerekli iglemlerden sonra sonu-"_g';
cun 3 oldugunu bulursunuz artik.

12, im (2 —\/MJ

limitinin degeri kagtir?

13, lim (x -2 “8x+1 8x+1)

X — 00

limitinin degeri kagtir?

14,  lim (Jsx +6x+2 3x+2]

=0

limitinin degeri kagtir?
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lim (3x—\/4x2 +16x +3)

X— 00

limitinin degeri nedir?

lim (\/x2+6x+1 —x)

X — o0

limitinin degeri kagtir?

lim (2x—\/4x2 —8x +1 )

X — 00

.: limitinin degeri kagtir?

lim (2x—1—\/4x2 —16x+7

X — 00

>, limitinin degeri kagtir?

fim (ngz +6x+2 —Jox2 +2 )

X~ 00

limitinin degeri kagtir?

lim (x—\lx2+6x+2)

X—00

limitinin degeri nedir?

lim (x—2—J4x2+4x+1

X— 00

limitinin degeri nedir?

lim (\/xZ + mx —x) =1

X— o0

olduguna gore, m kagtir?

17, ANTRENMAN.
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lim (\/4x2 —bx+c -2x+1|=2
X — 00

olduguna gore, b kagtir?

lim (Jx2+bx+2 —x+3)=6
X — 00

olduguna gore, b kagtir?

0 - o belirsizligi

Bu tiir bir belirsizlikle kargilasirsaniz ilk nce bunlari

= veya % belirsizliklerinden birine dénigtirin ve
(e o]

limitlerini ondan sonra hesaplayin.

Tamam mi?

Nasil yapacaginizi da siz digiiniin. Benden sdyle-
mesi.©

Neyse... Bi tanecik gostereyim bari©

Ornek Soru

lim n.sin3 limitinin degeri kagtir?
n—o o n

Cozelim®
n — oo igin verilen limit degeri oo .0 oluyor. Peki, bunu

9 a nasil dénigtirecegiz? O da soyle:

sini

3 — N -3 olur. (Hatrrlayin.

lim n.sin== lim
n- o n—c
n

sin leri ve tan lar silerek iglem yapiyorduk. O mese-
le.) Gergi taaa en basta silseniz de olur da...
Ama neyse... ©

11. lim nz.sini

n— o n2

limitinin degeri kagtir?

12, lim 4n.si
Jim_4n.sin32"3

limitinin degeri kagtir?

13. lim - 2x tani
X— o X

limitinin degeri kagtir?

14. lim (2x+1)sin§
X~ @ X

limitinin degeri kagtir?
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lim (2x-3) tan 1°  belirsizligi

X
= . Simdilik 1 belirsizligiyle ilgili olarak simdilik sadece
limitinin degeri kagtir? ézel bir durumunu gasterecegim. Siz de simdilik bu
kadarini 6grenin yeter. Buna bile gerek yok da aslin-
da. Her neyse iste... Meraklilari igin anlattim.©

Gerisini tirevden sonra 6grenirsiniz.

. 3
lim (1'+1) =e

X—>00 \ X
S Gem an
'Iim(1+'-a ) =eb’
X—c0 bx+c
lim (3n-1)sin2
Nn—> o n
" limitinin degeri kagtir? 2 \*
= 5. lim (1+—]
XD o X
limitinin degeri nedir?
lim 2n2.sin—é—4-—- x
N n?_n+2 6. lim (1—1)
X o X

' limltinin degeri kagtir?
limitinin degeri nedir?

lim (713) tan(5x-10) -
— -
7. lim (1+L)
X2 X+1

limitinin degeri kagtir?
limitinin degeri nedir?
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3 2x41
8. lim (1+ )
X = 2x +1

limitinin degeri nedir?

4x+3
9. lim (1+ )
X ® 2x-3

limitinin degeri nedir?

-3x+1
10. lim ( -—2_)

X = X +2

limitinin degeri nedir?

Bazen parantezigindeki 1 i hazir vermezler. Ama
olsun sikinti degil. Siz de payi paydaya bélip elde
edersiniz.©

Ornegin
2x+2 _ 1+

3
2x-1 2x -1
polinom bdimesi yaparak da goriin isterseniz.©

olarak yazilabilir. (Bunu

18. ANTRENMA,

X
1. lim (M)
x—wo U2X+1T

limitinin degeri nedir?

2x+1
12.  lim (2"—“‘5)
x =\ 2X +1

limitinin degeri nedir?

2x-1
13. lim (3"—“‘5)
x>0\ 3X+1

limitinin degeri nedir?

2 2x+3
14.  lim (L]
X\ X—-2

limitinin degeri nedir?
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~ Dizinin Limiti

- Dizinin limitinde yeni bir sey yok. Onceki bilgilerle ¢o-
" ziilebilecek seyler. Burada tek fark dizinin limitine
n — o igin bakilir.

- (an) bir reel sayi dizisi olmak lizere, n - o« igin a_
bir a sayisina yaklagiyorsa (an) dizisinin limiti a dir

"' denir. Ve bu lim (an) =a bigiminde gdsterilir.
te n = o

- Yani, dizinin limiti n — « igin dizinin yaklagtig
deger demektir.

Anlayacaginiz dizinin limiti igin oo ile ilgili iglemleri
- . bilmek lazim.

. “‘Ornek Soru

.. _4n+5 .
Genel terimi a, =071 olan (an)dmsmm limiti

" kagtir?

" Ciizelim©
" # Aslinda burada yeni bir sey yok®

' ._:_':.Dizinin limiti n - oo igin dizinin yaklastidi deger oldu-
*+ §u igin bu dizinin limiti

( 4n+5

Jiim (a,)= fim

KT P ) n >o

'2—ﬁ-+—1—J=2d|r.

"1, Genel terimi, a, =4+ olan (a,) dizisinin limiti
n n

- . ké’gtlr?

. 2 Genel terimi, a,= I:]n+—31

olan (a,) dizisinin limiti

-:-:'k"a'gtlr?

. 3-2n
3. anm( 2n+1]

limitinin degeri kagtir?

2
4. fim [t
n—+o\n+3n-1

limitinin degeri kagtir?

5. lim [:“—*1)
n—->woN°+n+1

limitinin degeri kagtir?

. 2n?2+4
6. n'Tm(5n+s]

limitinin degeri kagtir?
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7. lim (3n .sing)
n

n— oo

limitinin degeri kagtir?

1

8. lim ((4n +2)-tan 2n

n— oo

limitinin degeri kagtir?

)

9. lim (\/n2+4n+1—n+3]

n— o

limitinin degeri kagtir?

10. Genel terimi, a_ = (-%E%

limiti kagtir?

2n+1
] olan (an) dizisinin

n

1. a= ) (6k-1)

k=1

, N . a o
olduguna gére, lim D [limitinin degen'kag‘ ?
n LA

—oo 1 +2

tir?

12. Genel terimi, a = \/n2 +2n-n+2 olan (an) >c_|ii

sinin limiti kagtir?

13. Genel terimi, a, = 2ntan% olan (an) dizisinin-’

limiti kagtir?

n .
. 1
14. Genel terimi, an=n—2kz:(4k—1) olan (an) d :
=1 .

nin limiti kagtir?



*. gonsuz Geometrik Dizinin Toplami

; Sonsuz toplami bulmak imkansz gibi gelebilir. Ama
burada hesaplanabilenlerle ugragcaz.

Ve kesinlikle acayip kolay®

"> Bir siirli ayrintiya girmeyip sadece sorulari gozerken
Size ne lazimsa onu verecem.

.;'_:'Ortak garpani r olan sonsuz terimli bir geometrik dizi-
“"fin ilk n terim toplaminin limiti dizinin toplamina esit-
" tir.

“Dolayistyla sonsuz geometrik dizinin terimleri toplami

'i""Yani, size lazim olan sadece ilk terim ve r dir. Bu-
-2 nun igin toplamn ilk iki terimini yazmaniz yeterli.

~Zaten a, den kasitilk terimdir. r yi de ikinci terimi

rinci terime bolerek bulun.
Bir3rnekle de izah edeyim. Géreceksiniz ki gok ko-

ay®

; Brnek Soru

S

n=1

. ‘Hadesinin degeri kagtir?

' :'EFIISOnsuz toplamlari hesaplarken yapmaniz gereken ilk
-iki terimi yazmak. Yazalim.

;_g(g)"‘1 (2 (2 vmne2e.

: [_5aha fazlasina gerek yok.

; Bu foplamdaki ilk terim a, =1ve ikinci terim a, =

CwN

“tiir. Zaten bize ilk terim ve r Iazim.

"Himmm.

D__emek ki r yi buimak icap ediyor. ©

r'yi daima ikinci terimi birinci terime bolerek buluyo-

NN

a
'I'UZ.r=_2=

tar.

wiN

._?U'durumda sonsuz toplamin degeri

i=L—3ee it olur
v 27 s :
3

. Var mi bir zorlugu?

ifadesinin degeri kagtir?

@
. Sa
2
k=1

toplaminin degeri kagtir?

i n—1
. T
n=1 5

toplaminin degeri kagtir?

[ "}
Y
n=04

toplaminin degeri kagtir?
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s 23"

toplaminin degeri kagtir?

o 2

toplaminin degeri kagtir?

7. x2 —2x+5 =0 denkleminin kékleri p ve q dur.

* n
Buna gore, Z(%+%J " toplami kagtir?

8. a<b <2olmak lizere,
2]
> (a)
2b
n=0

ifadesinin degeri nedir?

9. 0 <a < 3 olmak lzere,

[
a" -1

—n—=1
n=1 3

olduguna gore, a kagtir?

10. ; [ain+[%]n]

ifadesinin degeri kagtir?

E- 1]
1+3"
4n

1.

n=0

toplaminin degeri kagtir?

12. 0 < x < 1 olmak lizere,
a0 xn =g
PR

olduguna goére, x kagtir?
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: 1 5 metre yikseklikten duz bir zemine birakilan bir top
. her yere vurugundan sonra bir énceki ylksekliginin

. 2 {j kadar yiikseliyor.

-3

* Topun dengeleninceye kadar alacag yol kag met-
“redir?

2_ 6 metre yiikseklikten diiz bir zemine birakilan bir top
N her yere vurugundan sonra bir 6nceki yliksekliginin
%1 kadar yukseliyor.

::}_ Topun dengeleninceye kadar alacagi yol kag met-

"'_Y:é‘lgapl 4 cm olan bir gember igine, aynm merkezli ve
t}ér birinin yarigap! bir éncekinin yarisi kadar olan
' .:s_onsuz tane gember giziliyor.

Elde edilen gemberlerin gevrelerinin toplami kag
" em dir?

4. Cevresi 18 cm olan bir Giggenin kenarlarinin orta
noktalari birlestirilerek yeni bir lggen elde ediliyor ve
bu islem elde edilen her yeni liggene uygulanarak
sonsuz goklukta tiggen elde ediliyor.

Bu iiggenlerin gevreleri toplami kag cm dir?

e

4 cm

arpr

En biyugiiniin yarigapi 4 cm olan ve her birinin
yarigap!i bir 6ncekinin yarigapim yarisina esit olan
sonsuz ¢okluktaki yarim daire geklindeki levhala-
rin gevreleri toplami kag cm dir?

6. Birkenan 6+/3 cmolan eskenar liggenin igine ke-
narlarimin orta noktalari birlestirilerek yeni bir eskenar
Uggen gizilerek bu igleme sonsuz goklukta devam
ediliyor.

Buna gore, elde edilen eskenar liggenlerin gevre-
leri toplami kag cm dir?
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2cm 1cm

Sekilde kenar uzunlugu 2 cm olan eskenar lggenin

sadina kenar uzunlugu bunun yarisina esit bir eske-
nar li¢ggen daha giziliyor ve bu igleme sonsuz gokluk- :
ta devam ediliyor. Bir kenari 6 cm olan karenin igine kenarlarinin ortg -

Elde edilen iiggenlerin alanlar toplami kag cm? noktalari birlestirilerek yeni bir kare gizilerek bu Isle
dir? me sonsuz goklukta devam ediliyor.

Buna gére, elde edilen karelerin alanlan toplam:

kag cm? dir?

10.

©

Sekilde en digtakinin yarigapi 3 cm olan gemberin igi-
ne ayni merkezli yarigapi bunun yarigapinin yarisinz:
esit olan yeni bir gember ¢iziliyor. Bu igleme ige dogu
devam edilerek sonsuz goklukta gemberler (;iziliyo :

Bir kenari 4 cm olan karenin igine kenarlarinin orta
noktalan birlestirilerek yeni bir kare gizilerek bu isle-
me sonsuz goklukta devam ediliyor.

Elde edilen sonsuz gokluktaki gemberlerin qev

Buna gore, elde edilen karelerin gevreleri toplami leri toplami kag cm dir?

kag cm dir?




SUREKLILIK

: i". giireklilik olayl gok daha kisa. Ve limitten daha basit

: -1 ‘yesinlikle. Ve gok fazla soru gesidi de yok.

R Once su kigiik soruya cevap verelim.

3 Siirekli egri (fonksiyon) ne demektir?

o Biraz ilkel ama ¢ok mantikli bir tanimi var.©

Bir egriyi (ya da dogruyu) koordinat diizleminde elini-
:;'-':._ zi kaldirmadan gizebiliyorsaniz bu egri (ya da dogru)

. -‘sireklidir.

¥ Bu arada gunu da sdyleyeyim. Limit kapisindan gir-
.. - meden sireklilik kapisi tiklatilamaz. Yani, limit ol-
n ‘mayan noktada siireklilik olmaz.

.. Bir Noktada Siireklilik

-'-'__iﬂB'i'r fonksiyonun herhangi bir noktada siirekli ol-
-':,",.maSi icin bu noktadaki limit degeri ile tanimli ol-
‘dugu degerin esit olmasi gerekir.

B Sirazdan izah etcem. Ama sunu bilin ki, bir fonksiyon
““herhangi bir noktada

‘Tanimli degilse,

. Limiti yoksa

) ':-'Tammll oldugu deger ile limiti birbirinden farkhy-
- sa bu noktada siirekli degildir.

'.____blma5| igin bu noktadaki limit degeri ile tanimli
'.:.ﬁoldugu deger esit olmalidir.

.Y'anl. lim f olmahdir.
Yani, [ (x) = (a)
Bu ébylediklerimi grafik lizerinde izah edeyim.

Aségldaki f fonksiyonun apsisi a, b, ¢, d, e, fveg
_ olan noktalarda sirekli olup olmadigina bakalim.

x=a noktasinda, fonksiyonun limiti yok. (Giinkii bu
noktada sa@dan ve soldan limiti ayni degil). Dolayi-
§_|¥|a sireklilii incelemenin alemi yok. Limit olmayan
n_:qktada streklilik zaten olmaz..

tamimli olmadigi igin burada da sirekli degil.

“:Yani, bir f fonksiyonunun x = a noktasinda siirekli

:=-b noktasinda limit var. Ama fonksiyon bu noktada

x = ¢ noktasinda limit degeri ile tanimh oldugu deger
ayni oldugundan siirekili. .

x =d noktasinda limit oimadigindan siirekli degil.

x = e noktasinda limit var ve de taniml. Ama limit
degeri ile tanimh oldugu deger farkli oldugundan do-
layr bu noktada surekli degil.

x =fve x = g de ise streklidir.

Aslinda bu olayin 6zeti ne biliyor musunuz?
Grafikte sigrama ve bosluk olan noktalarda fonk-
siyon siireksizdir. Bir de bu gézle bakin az énceki
grafige.

x =a ve x = d de sigrama oldugundan, x = b, x =d ve
x = e nin hizasinda da bogluklar oldugundan bu nok-
talarda sireksizdir. Geri kalan her noktada sireklidir.

Sekilde f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gére, f fonksiyonu (- 6, 7) araligindaki kag
noktada siireksizdir?

100

% 3 Z40 1

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun [- 4, 5]
araliginda siirekli oldugu tam sayilarin toplami
kagtir?
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4,

Sireklilik sorulari daha gok simdi verecedim sekilde
(Yani, pargal fonksiyonda) sorulur.

Ama goéreceksiniz ki bu da gok basit. Birini ben goze-
yim.

Ornek Soru
mx+2, x<2ise
f(x)=1 8,
n-x, x>2ise

X =2 ise

fonksiyonu x = 2 noktasinda siirekli olduguna g6-
re, m + n toplami kagtir?

Gozeyim©

x = 2 bu fonksiyonun kritik degeri. 2 disinda her yer-
de sireklidir zaten. Bu ayri mesele. Ama x = 2 de si-
rekli olmasi igin bu noktadaki sagdan limiti, soldan li-
mitive f(2) nin esit olmasi lazim. Yani,

lim f(x)= lim f(x)=f(2) olmasilazim.
x—2* x—> 2"

Buradandann-2 = m.2 + 2 = 8 esitligi elde edilir
ki bundan sonrasi cebirsel yetenek©
2m+2=8isem=3ven-2=8isen=10vem +n
de 13 tir.

Anladiniz mi bunu?

Kisacasi 2 yi iistte, ortada ve bir de altta yerine
yazip esitledik. Siz de 6yle yapin®©

3x+m, x>2 ise
f(x) =
x3+2, X <2 ise

fonksiyonu x = 2 de siirekli olduguna gore,
m kagtir?

X >2 ise

ax+1,
f(x):{ )

X +x+1 x<2 ise

fonksiyonu x = 2 de siirekli olduguna gore,
a kagtir?

ax+a-1, x<1ise
f(x)= .
-X+6, x21 ise

fonksiyonunun x = 1 noktasinda siirekli Olmas|
icin a kag olmahdir? :

2 .
f(x) = ax“+4, x=#3 ise
13, x=3 ise

fonksiyonunun x = 3 noktasinda siirekli olmaS| :
igin a kag olmahidir? A

mx+6, x<1ise
f(x)={ 9, x=1ise
n-x, x>1ise

fonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli olduguna :
gore, m + n toplami kagtir? :

mx+n, x<-1ise
f(x)=1 9, x=-1ise
2x2 +n, x>-1ise

fonksiyonu gergel sayilarda siirekli oldugun
gore, m.n garpimi kagtir? o
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x2+m, x<-2ise

f(x)=1{-2,

3x?2 -n, x>-2ise

x=-2ise

" fonksiyonu gergel sayilarda siirekli olduguna
. gore, m + n toplami kagtir?

2x2+m, x<-1ise
f(x)=4-2,
3x+n, x>1ise

-1<x<1ise

'__1"fonksiyonu gergel sayilarda siirekli olduguna
gore, m + n toplami kagtir?

sin2x .
\ x <0 ise
- X
2 f(x) =1 m, x=0 ise
ncos(x+%} x >0 ise

_o'hksiyonu x =0 noktasinda siirekli olduguna
)6re, m + n toplami kagtir?

5.

Bir fonksiyon paydasinin sifir oldugu yerde sirekli
degildir. Ama niye?

Bir de bu fonksiyon pargali filan ise payday! sifir
yapan degerin tanim arallgln’da olup olmamasi da
onemii.

Kisacasi tanim arahigindaki payday: sifir yapan
x degerleri igin fonksiyon siirekli degildir. Tabii
ki kritik degerlerdeki siirekliligi de incelemek
gerek. Yoksa yamulma olasiligi mevcut.©

’;+10, x <1ise
x° —4x

f(x)=
-42)(—*'2-. x 2 1ise
X< —-3x

fonksiyonunun kag farkll noktada siireksizdir?

 2x+6

, X<1ise
x+3
f(x)={-x+2, 1<x<3ise
2
x—1, x> 3ise
. 3x-1

fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalarin ap-
sisleri toplami kagtir?

" x+10

, Xx<-1ise
x% -4
f(x)={ x+4, -1<x<2ise
2
XTL"-—Z—, X >2ise
X5 =3x

fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalarin ap-
sisleri toplami kagtir?
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Bir fonksiyon tanimsiz oldugu noktalarda sii-
reksizdir. Aslinda bu tiir sorularda fonksiyonun
tanim araligini bulun yetiyor. Tanimli oldugu
aralik ayni zamanda siirekli oldugu araliktir da.

7. fx)= 12X, 3
x—-4 x-2

fonksiyonu kag noktada siireksizdir?

8. f(x) = —2—+—3_ 1 4x-1
x-3 x-2

fonksiyonun siireksiz oldugu x degerlerinin top-

lami kagtir?
9. f(x)=——%X_, 3
x2-4 x2

fonksiyonu kag noktada siireksizdir?

10. f(x)=—3X=2__ , 2
x2-3x-4 x%+1

fonksiyonu kag noktada siireksizdir?

1-—Xx 3
. = r——— 1
1 f(x) Z 8 T xem

fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalarn
lami 4 olduguna gére, m kagtir?

2. f(x)= lz;’i:""_—s-

fonksiyonunu siireksiz yapan x degerlerinin -
toplami kagtir? B

_ % +1
13. f(x)_|x—3[—|2x|

fonksiyonunu siireksiz yapan x degerlerinin
toplami kagtir? L

2
14. =
fx) x2 —(m-1)x-1

fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalarin tof
lami 4 olduguna goére, m kagtir?




SUREKLILIK

et

5
2-¥x

fonksiyonu x in hangi degeri igin siireksizdir?

f(x) =

3x-5

)= 1-log, (xz +6)

‘fonksiyonu x in hangi pozitif degeri igin siirek-
sizdir?

Koklu fonksiyonlarin tanim araligini hatirliyorsunuz
-+ degil mi?

.. Kok derecesi cift ise kok igi > 0 olmah

. Kok derecesi tek ise kokten dolay tanimsizhk

' .’olmaz. Kok igi tanimliysa sikinti yoktu.

f(x)=vx—2
‘fonksiyonunun siireksiz oldugu en genig aralik
‘nedir?

5.

6.

7.

f(x)=1+Ix=-2

fonksiyonunun siirekli oldugu en genis aralik
nedir?

_ [i_i
=35 %2

fonksiyonunun siirekli oldugu en genis aralik
nedir?

f(x)=+x-5 +¥3°x

fonksiyonunun siirekli oldugu en genis aralik
nedir?

f(x)=~/ﬁ+s/m

fonksiyonunun siirekli oldugu tam sayilarin top-
lami kagtir?
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21. ANTRENMay

10.

1.

12.

f(x)=\/9+8x—x2

fonksiyonu x in kag farkli tam say: degeri igin
siireklidir?

f(x) = VX2 +2x—-24

fonksiyonu x in kag farkli tam sayi degeri igin
siireksizdir?

f(x)=\/-x%§—1

fonksiyonunun siirekli oldugu en genis aralik
nedir?

f)= 2 __1
( x-1 x+2

fonksiyonunun siirekli oldugu en genig aralik
nedir?

fonksiyonunun siireksiz oldugu en genig afa].k'
nedir? w8

4. f(x)=7T-|2x-3]

fonksiyonunun siirekli oldugu en genig aralik
nedir?

15, f(x)=[x-2|-3

fonksiyonunun siirekli oldugu en genis a'ra'il_lj( ;
nedir? o

16. f(x)=logg (3x-12)

fonksiyonunun siirekli oldugu en genig aré_lift
nedir? .






Erigmek istediklevi biv hedefo olmayanlar,
Emile Rauw

Pek cok konuda bagary, bagarmanwnw ne kadar vakit
alacagww bilmeye bagludar.
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TUREV ALMA KURALLARI

" Tiirev muhabbeti biraz uzun siirecek.®©
: Ve kesinlikle gok gok énemli bir konu. Ne kadar gali-
"s'llsa deger. Size tavsiyem; bu konuya galigirken her
. bir alt baghgi tek tek ele alin ve probleminiz olmadi-
- gindan emin olup 8yle gegin. Erken bitirme telagina
- kapiimadan sindire sindire gidin. Ki integralde rahat
- edesiniz.
Ve caligirken daha ne kadar ¢ok gey kaldigina degil
de ne kadar gok sey 6grendiginize odaklanin. Ki mo-
raliniz bozulmasin.©
“Ve gunu da sdyleyeyim. Tirev alma kurallarini adam
~'gibi 6grendiginizde antrenmanlari gok rahat bir gekil-
de yaptiginizi1 géreceksiniz. Ve antrenmanlari yapa-
_ bildiginizi gériince de acayip bir keyif alacaksiniz.
‘Ne de olsa artik tiirev yapiyorsunuz.©
A'ynca hi¢ hoglanmadiginizi bildigim o teorik ve so-
) _gUk tanimlara ve ispatlara da gok fazla girmiycem.
_ Onun igin caninizi sikmayn.©

. dy df

'-"=fx fonksiyonunun tirevi f (x), y', =%, — goOs-
(x) Y (%), y &' ax 9

- _'_lé'rimlerinden herhangi biriyle gosterilebilir.
T ifadesi f fonksiyonunun x e gére,
X

' % ifadesi f fonksiyonunun t ye gore,

di(f) ifadesi f fonksiyonunun a ya gore tirevi de-
. da

~ mektir.

Tiirev Alma Kurallan
Sabit Fonksiyonun Tiirevi

f(x) = ¢ ise f(x) = 0 dir

: Y_a'ni sabit fonksiyonun (sayilarin) tiirevi sifirdir.

* Bir fonksiyonun sabit olup olmadigini da anlarsiniz
herhalde.©

A fx)=5

) =3a+2

: 6): f(X)= V2 +1

9 =0

f(x) = x" fonksiyonunun tiirevi

f(x)=x" ise f'(x)=n-x"""

Yani, x in Usst kat sayi olarak basa geliyor ve Us bir
azaliyor. Iste bu gok énemli.

Ayrica f(x)=ax" olursa f'(x)=a-n-x""" olur.

Asagdidaki fonksiyonlarin tirevini alarak baslayin ba-
kalim. Hadi kolay gelsin.©

1. y=x3isey'=

2. y=x isé y'=

3. y=-3xise ¥'=

3_ . |

4. ="yx ise ¥y'=
y 4x y

5. y=%x6 ise y'=
6 y=3x5 ise y'=

5x . ’
8. y=""ise ¥'=
y=3 y

9. y=xlise y'=
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Hatirhyor olmaniz 1azim. Kokli ifadeler Gslu bigimde

2
yazilabiliyordu. Mesela 3«/ x? =x3 idi.

M. y=Jx ise y'=
12. y=‘%/>(—3 ise y'=

13, y-3,5isey'=

2

14. y=-3x% ise y'=

‘Bazen kiigiik ayarlar gerekebilir.

Mesela % =2-x~3 olarak digindlebilir.

X

15. y=—% ise y'=

16. y=;§ jse y'=
X

17. y=-3x"%ise y'=

X .
18. y=— ise y'=
y 3 y

19. y=—ise y'=
4

Tabii ki tirev her zaman y ' = ? seklinde ifade edile~
cek diye bir kural da yok.

20. y=4x? ise %xx ifadesinin esiti nedir?

21. .-d—(—2x3) ifadesinin degeri nedir?
dx

22, ad—(4ﬁ ) ifadesinin degeri nedir?
X

23. 9| _2_|ifadesinin degeri nedir?
dx 3)(2

Ve fonksiyon her zaman x e baglh olacak diye de bir
kural yok. Asagidaki gibi farkh degiskenlere de bagli
olabilir. L

24, y-5t2 ise %. ifadesinin esiti nedir?

25. y=4a%ise g_y ifadesinin egiti nedir?
a .

26. y=-3m? ise :_y ifadesinin egiti nedir?
m .
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2 TREna

:'.Bir diger kural toplamin tiireviyle ilgili

ani, iki fonksiyonun toplaminin (veya farkinin) tire-
vini alirken her birinin tek tek tirevini alin ve birakin.
-Gérdiigiiniiz gibi bi zorlugu yok. Oyle degil mi? Ben-
‘ce ornek bile yapmaya gerek yok. Direkt antrenman-
“|ara baglayin.©

_ Agagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulun bakalim.

7. y=2x*-5x? +3x-~2

8. y=2x3 -£+1 ise dy neye esittir?
X dx

9. f(t)=2t3 -4t+2 ise :—: neye esittir?

10. f(t)=t3-6t2-3t+2 ise g—: neye egsittir?

1. y=x2(2x+1) ise g_y in esiti nedir?
X

_3(x_ 1) . f-‘_y . .es .
12. y=x (4+3) ise p in egiti nedir?

13. y= 3x4 (—x2 + 2x) ise %. in egiti nedir?
X
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Ornek Soru 17. f(x)=x2-2x -1
f(x)=2x5 + 64x —x2 +2 f'(m)=6
olduguna gore, f'(1) kagtir? olduguna goére m kagtir?

Gozelim.©
Bu tiir sorularla epey bi kargilasacaksiniz. f fonksiyo-
nunun x = 1 noktasindaki tirevini sormusum.
Yapacaginiz sey gok basit. Fonksiyonun tirevini al-
diktan sonra x yerine 1 yazmak.
Yapahm.

-1
f'(x)=2-5x% +6- %XT -2x'+0
“18. f(x)=2x2-x+5

f'(a)=f(2)

olduguna gore, a kagtir?

3
=10x% + —=—-2x
vX

$imdi x yerine 1 yazabilirsiniz.

x =1igin f'(1) =11 bulursunuz artik©®
Var mi anlagilmayan bi sey?
Devan edin bakalim.

14, f(x)=2x% +3x% + 4x+1

d
olduguna gére, el degeri kagtir?
dx|, o

19. f(x)=x2-3x+7
f'(a)—2f'(1)_= 3
olduguna gore, a kagtir?
15. f(x)=x3+2mx-4

olmak iizere, f'(1) =5 olduguna gore, m kagtir?

20. m pozitif reel sayi olmak iizere,
f(x)=%x3 -2mx -3

16.  f(x)=mx® +(m-1)x? -13x +4 f'(m) =15

olmak iizere, f'(1)=10 olduguna gére, m kagtir? olduguna gére, m kagtir?
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Bl oirenan

.carplmm Tirevi

(F-9) () =F'(x)-9(x) + g'(x)-f(x)

Yani, birincinin tirevi garpi ikinci art1 ikincinin tiirevi
garp! birinci®

'Asagldaki fonksiyonlarin tirevlerini alimiz litfen® Ki
‘pratiginiz artsin. Yaw boyle seyler sorulur mu diye

‘de dlsinmeyin. Dediklerimi yapin. Ve tecriibeye
giivenin. Soruyorsak bi bildigimiz var herhalde©®

f(:x) = (12 + x)(x2 - 2) ise f'(1) kagtir?

(x)= {x“ - 1)(x3 - x) ise f(1) kagtir?

..(x) =(x2 - 3)(x2 —1) ise f(2) kagtir?

(x)=(2x + 3)(x2 -X+ 1) ise f (0) kagtir?

F(xz +2x-1)(x+3) ise f(1) kagtr?

;—x[xz(x:’ —x+1)]

ifadesinin x = 1 igin degeri kagtir?
Yine tiirev alip x yerine 1 yazacaksiniz.

-ad?[(xz + x)(2x2 —3x+1)]

ifadesinin x =1 igin degeri kagtir?

f(x)= (2x2 - x+1)(2\/; +1)

olduguna gére, f '(1) kagtir?

f(x) = (x5 -x* 4 2)(x2 ~2x +3)

olduguna gore, f '(1) kagtir?



)
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10.

1.

12.

13.

Boélumin Tirevi

d [f(x) ] f'(x) g(x) - g'(x)-f(x)
dx[g(x)] [a(x)]?

Bunun Tirkgesi gu: bolimiin tiirevi esittir birincinin
tiirevi garpi ikinci eksi ikincinin tiirevi garpi birinci boli
ikincinin karesi.©

Bi daha okuyun bakalim.

Tabi birinci dedigim pay ikincisi de payda oldugunu
anlamis olmaniz lazim.

Biraz degisik gibi. Ama zor degil.

Bu formilcikleri bol soru ¢dzerek kavramaniz 1azim
ki 6niinlize gelen sorulan rahat gézebilesihiz.

3x-1

y= ise Y' neye esittir?
3x +1

y fonksiyonunun tiirevi nedir?

_4x+3
3x+2

x2

y:

+11 ise Y' neye egittir?

x . L.
2 ise y neye egittir?
X“+2

y:

2x+1

fonksiyonunun tiirevi nedir?

2 -—

15. f(x)=2—x ;3)( L ise f'(1) kagtir?
x<+1
2

16. d | 2x°-4x+1

dx{ xZ+x-1

ifadesinin x = 1 igin degeri kagtir?

3
17. i X7 =x+1
dx| x2 +3x -1

ifadesinin x = 0 igin degeri kagtir?

2
18, fp=222
X

olduguna gore, f '(2) degeri kagtir?

3_. 2
19. f(x)=%ﬂ.

olduguna gore, f '(2) degeri kagtir?
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Sadelestirme yapmaniz gereken yerde bunu iskalar-
""" saniz amele gibi ugragirsiniz walla.©

4_,2

x -—
f(x)=—m———
x2 -1

. olduguna gore, f '(5) degeri kagtir?

x3 —x2 -6x

x2 —3x

" “olduguna gore, f (10) degeri kagtir?

2:_'.'.;": f(x)=

':;"'Pargall Fonksiyonun Tiirevi

'_”_Pargall bicimde tanimlanan bir fonksiyonun herhangi
‘i noktadaki tiirevini alacaksaniz ilk 6nce bu nokta-
n|n kritik nokta olup olmadigina bakin. Eger bu nokta
. kntnk nokta degilse uygun olan pargaya gére tiirev
alin. Ama bu nokta kritik nokta ise is biraz sakat.
'(:O_riun igin bundan sonrasini okumayanlara
kizmiycam.©)

._-Fonksiyonun ilk dnce bu noktada siirekli olup olma-

. 'digina bakmak lazim. Stirekli degilse zaten tiireve de
: bé_kmaya gerek yok. Ciinkl fonksiyonun sirekli ol-
madlgu yerde tlrevi de olmaz. Kritik noktada sturekliy-
: sé_g._i_ég‘;ér bu noktadaki sagdan ve soldan tiirevinin egit
i ol_r_ﬁ_asz lazim. Kisacasi kritik noktada, sirekli olup ol-
adigina ve sagdan - soldan tirevlerinin esit olup
omadigina bakin.

_}?&fSe... Uzunca bir metin oldu. Ama pargal fonksi-
Yanlarin kritik noktadaki tiirevinin sorulacagini san-

'ﬁ.!Yqum. Sorarlarsa da bir soru yapmayverirsiniz ar-
k@

Saka saka.© Cozemeyeceginiz soruyu zaten sor-
mazlar®
Biliyorum. Ornek Soruyu bekliyorsunuz.

Ornek Soru

f(x) = x3+2x, X>2ise

4x? - 6x . XL 2ise

fonksiyonunun x =0, x =2 ve x = 3 noktalarin-
daki tiirevleri kaga esittir?

Gozelim mi?

Bir kere bastan sunu séyleyeyim. Bu fonksiyonda
kritik nokta olan x = 2 digindaki noktalarda tiirev
bulmak gok basit. Mesela x = 0 daki tiirevi bulalim.
x = 0 igin fonksiyonun alttaki pargasini kullancaz.
Oyle degil mi?

Yani, 4x? -6x in. Tirevini alip x yerine 0 yaza-
caksiniz.

Bunun tiirevi 8x — 6 ve x =0 iginde f'(0)=~6dir.
Anlasildi mi simdi?

Peki, x = 3 deki tiirevi bulabilir misiniz?

Hangi pargasini kullancaz fonksiyonun? Usttekini
Oyle degil mi?

O zaman (stteki parganin tirevini alarak x yerine 3
i yazin ve f /(3) = 29 u bulun bakalim.

Ha! Bu arada "Niye birinde alttakini digerinde iste-
kini kullandik ki?" diye aklhina takilanlar olabilir.
izah edeyim. x in 2 den kiigiik veya esit degerleri
idn alttaki parga, 2 den biiyiik degerler igin ise Ust-
teki gegerli de ondan. Bunu nereden mi anlayacak-
siniz? Yanlarinda yaziyor zaten.© Dikkatli bakin.

Gelelimx = 2 deki tireve.
Bir kere x = 2 kritik nokta. Onun igin ilk 6nce bu
noktada sirekli olup olmadigina bakmak lazim.
Peki bakalim.

lim f(x)=2%3+22=12

x—2*

lim f(x)=4.22-6.2=4
x—2"
Sagdan ve soldan limiti esit olmadigindan sirekli
degil. Onun igin tlrevi var mi diye bakmanin bir
alemi yok.
Ama yine de séyleyeyim. Diyelim ki x = 2 de srekli
olsaydi o zaman iki parganin da x = 2 igin tirevi
ayni olmaliydi.
Ook®
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Destan gibi oldu yaw® Bunu anlatirken hig bu ka-
dar uzun oldugunu disinmemistim daha 6nce.

2 .
4 1]

3, f(x)= 3x2+ X, x>1ise

5x° -2x, x<1ise

olduguna gore, f'(2) degeri kagtir?

2 .
2
4 H(x) = x“+mx, x>2ise

x2-x. x<2 ise

f*(3) = 11 olduguna gore, m kagtir?

xZ+mx, x<Oise

5 f(x)={ x3, O<x<4ise

3x2-2x, x24ise

f '(~1) + f '(2) = 6 olduguna gore, m kagtir?

x3 i
6. f(x) = +n, x> 1ise
x2+mx, x<tise

fonksiyonu x = 1 noktasinda tiirevlenebilir ol-
duguna gore, m + n toplami kagtir?

Mutlak Deger Fonksiyonunun Tiirevi

Mutlak deger fonksiyonunda, tiirev degeri aranan .
nokta kritik nokta degilse ilk dnce bu nokta igin vei.
len fonksiyonu tanimlayin. (Yani, mutlak degeri artj
mi yoksa eksi mi agacaginizi belirleyip agin.) Son.
normal tiirev alin. Yalniz verilen nokta kritik nokta s
bir sagdan bir de soldan tiirev alip esit olup Olmad|k
larina bakmak lazim.
Gergi kritik noktalarda tirev yoktur deseniz (;ogu za
man isabet edersiniz. Adamlar giciklik yapmamlssa
tabii ki. © Benden sdylemesi©
Sebebini bog verin.©

Ornek Soru
f(x) = |2x - sx|

olduguna gére, f '(~1), f*(2) ve f’(3) iin degerir
bulalim. :
Ve gozelim tabii ki©
x =~ 1 igin mutlak degerin igi pozitif oldugundan (ya
2ip goriin isterseniz®) mutlak degeri art olarak (ya
aynen) aginve f(x)= x3 +2x2 - 6x i elde edin
Sonra da tiirevini aldiktan sonra x yerine -1 yaz
Kag buldunuz? '
f’(-1) = -7 bulduysaniz f /(2) yi hesaplayablllrsm)z
x = 2 igin mutlak degerin igi negatif. ilk énce bunu (
rin. Mutlak degerin igi negatif oldugundan mutlak
degeri eksi parantezinde agin.
Ne buldunuz?

f(x)=x® - (2x2 -6x) = x® = 2x? +.6x dimi?
S$imdi tirevini alin ve x yerine 2 yazin bakalim. .
f'(x) =3x? ~4x +6 ve f'(2) =10 sasikinti yok:"
Gelelim x = 3 deki tireve. x = 3 igin mutlak degenn
sifir oluyor.
Eee.. . Simdi n'tcez? Bu noktada tiirevi yoktur de}-'iﬂ

gegin. %95 dogdru gikar® Sebebi mi?
Bence bos verin. Girmeyelim demistim ya.® -
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f(x)= | X% -3x+ 1| olduguna gore,

a) £'(1) degeri kagtir?
b) f'(3) degeri kagtir?

f.(x)=|x—2|+|x+1|

fonksiyonunun hangi noktalarda tiirevi yoktur?

é()=|x2-25|+|x2 +x|

fo:ri_ksiyonunun kag noktada tiirevi yoktur?

) =|x? - 4|+ x+5]|

inksiyonunun x = 2 noktasindaki tiirevi nedir?

5.

f(x)=|x3—4|+2x—1

olduguna goére, f(1)-f'(1) carpimi kagtir?

f(x)=x~|x3—3x|

olduguna gore, f'(2) degeri kagtir?

f(x)=|x3 —x2|+|2x-1|

olduguna gére, f'(—1) degeri kagtir?

f(x)=|3x-5|+|7-2x|

olduguna gére, f(0)+f'(2) toplami kagtir?




% TUREV ALMA KURALLARI

|x2 —3x|
x-1
olduguna gore, f'(2) degeri kagtir?

9, f(x)=

10. f(x)= 7

3x—2‘

olduguna gore, f'(2) degeri kagtir?

1. f(x)=| Vx -5

olduguna gore, f'(4) degeri kagtir?

12. f(x)=2x+|3x-10|-2

olduguna gore, f(3)+f'(3) toplami kagtir?

13.

Bilegke Fonksiyonun Tiirevi

f ve g tiirevlenebilen iki fonksiyon olmak lzere,
(fog)'(x)=f'(a(x)) . g'(x)

Bilegke fonksiyonun tirevinin en gok kullanlld|g| Soru
tirind izah edeyim.

Ornek Soru
f(x3 —4)=2x3 +6x—2

olduguna gore, f '(4) kagtir?

Cozelim© s
f nin tirevindeki 4 (in de@eri sorulmus. ilk 6nce f nin
turevini bulcaz. Ama ortalikta f(x) yok. Olsun 6n’em|'i'
degil. Yapmaniz gereken sey su; esitligin her |k| y
ntnin tdrevini alin.
Alalim.

3x2. f‘(x3 —4)=6x2 +6

Bilegke fonksiyonun tiirevini abirken iginin tiiri
viyle garpmay: unutmayin. Unutursaniz bir sefrler
yanlis oldugunu anlamaniz ¢ok da uzun surmez %
ten®
Gelelim bizden neyin istendigine. Istenen f *(4), B
nun igin x e kag vermek lazim. énce bunu bulun. .

Evet,x =2igin 3.22.1'(2° -4)=6-22+6 -

Bu esitlikten de f'(4) =% yi bulmugsunuzdur am

f(2x+1)=4x3 +2x-5
olduguna goére, f'(3) kagtir?
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f(5-2x)= 6x>
duguna gére, f (1) kagtir?

{_f(x3+1)=x3 +12x2 +3

olduguna gore, f'(9) kagtir?

:f(x'3+1)=x4+4x+4

élduguna gore, f'(2) kagtir?

f(x+1)=2x3 + 6x% -3x+1
“olduguna gére, f(1) + f '(4) toplami kagtir?

o

x-5
fl 22 |=x3-2
(x—2) X +1

-

olduguna gore, f '(~2) degeri kagtir?

o

1) = (%2 +x)-g(2x)

olmak iizere, g(2) = g'(2) = 3 olduguna gore,
f *(1) kagtir?

7. f(x)=2x3 +1
g(x)=x2-3

olduguna gore, (fog)(x) fonksiyonunun tiirevi
nedir?

f(x3)=(2x2—1)-g(3x—1)

olmak iizere, g(5) = g'(5) = 4 olduguna gore,
f '(8) kagtir?
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6. ANTRENM Ay, B

9. 2f(x+1)-f(3-x)=x? +10x-9
oldugunagére, f '(2) kagtir?

10. f(x+3)+f(3x—-1)=8x+10
olduguna gore, f '(5) kagtir?

11. 2 noktasinda tiirevlenebilen bir f fonksiyonu igin
3f(x)+f(4—-x)=2x> -4x
olduguna goére, f'(2) degeri kagtir?

12. Gergek sayilar kiimesi iizerinde, tanimh ve
tirevlenebilir bir f fonksiyonu igin f(0) =f'(0)=4
olduguna gore,

- g(x+5)=f(x+f(x))

ile tanimlanan g fonksiyonu igin g'(5) kagtir?

00=latl” ise {x=n-{ot]" - g9

Evet, Us basa geliyor ve bir azaliyor. Bir de iginin'_
reviyle garpiliyor. '
Bir 6rnek yapahim.

Ornek Soru
4
f(x)= (x2 + x+1)
olduguna gére, f * (1) kagtir?
Cozelim®©
Us basa gelecek ve bir azalacak. Ama...

Iginin tiireviyle garpmayi unutmuyoruz tabii ki. -
Dediklerimi yazayim. o

Po0=a +x+1)" (2x+1)

Simdi x yerine 1 yazin bakalim f'(1) =324 4 bula
lecek misiniz? '

13. y=(2x-1% ise y'=

14. y=(x2—x)3 ise y'=

15. y=(x2 —2x+3)5l ise y'=
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=(3x2—1)—2 ise y'=

2
y=(4x+3)3 ise y'=

_(Zx _5)3 ise y'=

¥x+1 ise y' nedir?

6. y=3x-2 ise y' nedir?

7. y=x-Jx+1 ise y¥' nedir?

8 y= J: + ise x = 0 igin ¥ ' kaga esittir?

9, y=\}x2+x+1 ise Y' nedir?

10. y=+x3-2x ise Y' nedir?
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.3
M. y= ise ¥' nedir?
2x+1 y

12. f)=Yx2+4

olduguna gore, f '(2) kagtir?

Jx+3‘

x+1

13. f(x)=

olduguna gore, f ‘(1) kagtir?

14. vy =f(x) olmak uzere,
VX +.,Jy =4
olduguna gore, f '(1) kactir?

15. y =f(x) olmak Uzere,

¥y =2x+1

olduguna gore, f ‘(1) kagtir?

16. f(><)=(x2 + 3)()- x2 +3

d
olduguna gore, ‘y‘ degeri kagtir?
dx x=1

3 4
17. f(x)=[1+(1+x3) ]

olduguna gore, f '(1) kagtir?

233
18. f(x)=(1+(2+x2) ]

olduguna gore, f ‘(1) kagtir?
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8. ANTRENMAN-

férs Fonksiyonun Tiirevi

. Genellikle bir fonksiyonun tersinin tiireviyle ilgili soru-
: :_"iar'ln gogunda fonksiyonun tersi alinmaz.
" Amatersi alinarak géziilen sorularda yok degil.

férs fonksiyonun tirevini bileske fonksiyonun tiirevi

e f(a)=b ise f-'(b) = a bilgisi 1s1ginda gozebilirsi-

dl&uﬁuna gore, (f")'(a) degeri kagtir?

Simdi gidip f yi bul. Sonra tersini al. Sonra da tiirevini
al've tersinin tiirevinde x esittir bilmem kag igin islem
y"a"'p'. Epey bi zahmetli ige benziyor. Aslinda benzemi-
yor. Oyle.

-'Ya da goyle yapin.

f(x +2x) 2x—1ise f1(2x-1)=x2 + 2xtir.

--§|rhdi her iki yanin tiirevini alin bakalim. (Bu arada
tin tiireviyle garpmayi unutmayin i mi?)

- 2(7)/(2x-1) = 2+ 2yi elde ettiniz mi?

::;Sirhdi x e kag verirseniz (f -1 )(3) U elde edeceginizi
- bulun

Evet x=2igin 2- (f )(3):2.2+2 dan

} (3)=3 oldugunu bulursunuz arttk.©

: ma ‘dedigim gibi. Eger fonksiyonun tersini bulabilir-
sanl_z onun tiirevini alarak da yapabilirsiniz.
Tercih sizin.

fAx-1)=2x+5
olduguna gére, (f "1)'(7) degeri kagtir?

2,

3.

f(x2 +X)=3x-1

olduguna gore, (f -1 )(5) degeri kagtir?

f(x® +4x)=x3 -2

olduguna gore, (f _1)I(—1) degeri kagtir?

5x+3
f 4x-1
(3x— ] .

olduguna gore, (f‘1)'(3) degeri kagtir?
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Fakat aklinizda olsun. Fonksiyonun tersini kolaylik-
la alabiliyorsaniz énce tersini bulun. Sonra tiirev
alin ve dyle ¢6ziin. Mesela sunlar 6yle©

5. f(x)=Vx-4

olduguna gore, { )( ) dederi kagtir?

x-1
6. f(x)_3‘f 2

olduguna gore, (f“‘)'(4) degeri kagtir?

3x+5

7. f)(= 8
(d 2x-4

olduguna goére, (f ‘1)'(2) degeri kagtir?

8. f:[2,0) >[3.0)
f(x) =2x% —8x+ 11

olduguna gore, ( '1) (5) degeri kagtir?

Turevde Zincir Kurah

y = f(u), u = g(v), v = h(x) yani, y, u ya, u v ye, Vde
e bagh olsun. Bu durumda
dy _dy du dv

— T —— ¢ p—

dx du dv dx

olarak yazilabilir ki bu esitlige zincir kurali ile ture
alma denir.

Yani, y nin u ya gére, u nun v ye gore, v nin de )'(
gore tlrevini aliyorsunuz ve garpiyorsunuz.

Ornek Soru
y=u3 +2u
u=t2_3t
t=2x-1

olduguna gore, d_y‘ degeri kagtir?
x|y -

Cozelim©

Soruda y u ya, utye ve t de x e bagh verilmig. ‘r:'aj
zincirin halkalan gibi birbirine bagh bunlar,
dy dy du dt = . L
_______ oldugunu disunurseniz man
dx du dt dx J § yap
gereken sey belli aslinda.

dy _dy du dt _(3,2,2).(2t-3).2
e d e (v r2)(2t-)
lyi de bundan sonra?
x=1igint=21-1=1ve u=12-3.1=-2 dir.
Bu degerleri yerlerine yazarak sonucu — 28 bu
nuz.artik.©

y=u?+uy
=(x—2)3 +(x+1)2

] degeri kagtir?
x=1

olduguna gore,
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y=(4u+1)3

u=(x—1)3+x+2

. dy
oiduguna gore, _x

degeri kagtir?
d x=0

y=4u3 -6u+3
u=(x—1)3 +(x+‘.l)2

o . dy
olduguna gore, _x

degeri kagtir?
d x=0

y=u®+u
=2 +2t-1

t=x? +x+1

- . d L
olduguna gore & degeri kagtir?
dx|,_o

5.

y=(u+1)?+20%-3
u=4t2 -2

t=x% -x-1

olduguna goére ﬂl degeri kagtir?
dxl =1

y=t +2t2 4141

2

t=u®+u+1

u=x%+x+1

d
olduguna gore i

™ 1 degeri kagtir?

X=-

Parametrik Fonksiyonlarin tiirevi

Goreceksiniz. Bazi sorularda y = f(x) fonksiyonunun x
e bagh olarak degil de; atiyorum x = 2t3 +t,

y= t2 —t+1 gibi hem x hem de y t ye baglh olarak

verilmis olacak. Iste bunun gibi hem x in hem y nin t
gibi bir parametreye (bu arada parametre = degisken
demek oluyor.) bagh oldugu denklemlerde tiirev alma
yontemi biraz daha farkli. Ama gok gok kolay.

y =f(t), x = g(t) biciminde verilen parametrik fonksi-
yonda y nin x e gore tiirevi zincir'kurali yardimiyla bu-

lunan ﬂ = ———— dir.
dx

Yani, y nin t ye gére tirevi boli x in t ye gére tirevi.
Tabii ben parametreye t dedim ama baska bir harf de
olabilir.
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Ornek Soru
y= % +3t
x =12 —t

d

olduguna gore, l‘ degeri kagtir?
ax = 4

Gozelim®©

Sorudahem y hem de x t ye bagli verilmis ve —g% so-

rulmus. Dolayisiyla bu parametrik fonksiyon dedigi-
miz fonksiyonun tirevi.

dy

) . dy 6t _3t2+3
Az dim.Buda =L =Gt _ 2t ¥ g
once dedim. Buda dx dx T ir

dt
Vet =1 ign sonug 6 dir.
Anlasildi mi ki?

6. y=2t3 +4t

x=t2+2t

d
olduguna gobre, i degeri kagtir?
x|

7. y=3t2 +6t-2
x=5t-2

d
olduguna gore, _y|

™ degeri kagtir?

X=

8. y=at2+4t+1

9. y =6t+ 24t

x=3t+1

.. dy
olmak iizere, ——

degeri 8 e egit oldu§una g
dx|,. 7 '

re, a kagtir?

x=2t% _3t

d
olduguna gore, %y

degeri kagtir?
oo egeri kagtir

10. y = f(x) olmak lzere,
y= t2 + 23T

x=3t-1
olduguna gore, f '(11) degeri kagtir?

11. y = f(x) olmak tizere,
1
=4t2,..
y + n
x=2t3-1
olduguna gore, f '(15) degeri kagtir?




“TUREV ALMA KURALLARI

. Kapah Fonksiyonlarin Tirevi

Size kapal fonksiyonun ne oldugunu izah etmeden
- ¢nce birkag tane kapali fonksiyon yazayim da dyle

. baslayayim.
.l'.'_.f.'3x_2y +4xy+1=0, 2x% +5x-2xy +y =0,

“+ (x-2)% +(y+3)? -9=0 gibi x ve y nin ig ie ol-
' dugu fonksiyonlar kapali fonksiyondur. Bunlarin
: ~ gogunda y yalniz birakilarak x e gore tiirev alina-
"*. maz veya alinmaz.
’ Iste bunlar gibi x e gére ¢ézillemeyen ama y = f(x)
” ‘fonksiyonu oldugu bilinen x li y li denklemle gosteri-
len fonksiyonlara kapal fonksiyonlar denir.
- Ama unutmayin. y yi yalmz birakabildiginiz fonksi-
- yonlari kapali fonksiyon olarak diisinmeden de tii-
._rev alabilirsiniz.
_."'Kapall fonksiyonlarin tirevini alirken su formilciik
: ise yanyor.© Onun igin bilmek lazim.

- xegoretirev - F'y
__ "y ye gére tirev - _ﬁ
. Formiildeki eksiyl unutmayin. Bu bir. ikincisi de
"'x e gore tiirev alirken y yi, y ye gore tiirev alir-
' ken de x i sabit say! kabul edeceksiniz.
._.':Evet. Burasi izaha muhtag. Bir 6rnek izerinde izah
K _'e'deyim.© ‘

-'."6rnek Soru
-y =1f(x) olmak tzere,
" x3y? —4x+2y-3xy+2=0

-olduguna gore, -:—i in egiti nedir?

“Cézelim®

-Xegore tarev alirken y leri kat sayi gibi diginin ve
- byle tiirev alin.

Mesela x3y? nin x e gére tiirevi 3x2 -y dir. (Sa-
_-dece x3 tin tiirevini aldik.)
-Ayni sekilde 3xy nin x e gére tiirevi 3y dir.

y ye gore tiirev alirken de x leri kat say! gibi diigii-
-neceksiniz.
-_Meselé x3y2 nin y ye gore tirevi x3 -2y dir. (Sa-
.dece y?2 nin tiirevini aldik.)

Yine ayni sekilde 3xy nin y ye gore tiirevi 3x tir.

Anlasildi mi $imdi? Aslinda gok da uzatmak istemi-
yorum. Because bu bir antrenman kitabi.

Neyse...

dy __ 3x2y2—4+0—3y+0 _ 3x2y? -3y-4

dx 2x3y-0+2-3x+0

olarak bulunur.

1. 2xy +4x-3y+1=0

olduguna gére, g_y nedir?
X

2. 5xy—4x+3y-2=0

olduguna gore, j—y nedir?
X

3. y =f(x) olmak izere,

5x2 —3y° +2xy +4=0

olduguna gére, ?- nedir?
X

4.y = f(x) olmak uzere,
2y? —3xy +4x-1=0

olduguna gore, :_y nedir?
X

2x3y—3x+2-
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5. F(xy)=3x?-2xy> +x+3y-4=0

fonksiyonunun tiirevi nedir?

6. y=f(x) olmak Uzere,
2x%y —y2 +5xy - 4x-2=0

olduguna gore, %y_ in (1,1) igin degeri kagtir?
X

Ama fonksiyonun bir noktadaki tirevi soruldugunda
sadece x i verirlerse verilen fonksiyonda x i yerine
yazip y yi de bulmak lazim. Aklinizda olsun.

7. y = f(x) olmak lzere,
y>0

x% +y? =25
olduguna gore, f ‘(4) degeri kagtir?

8. y > 0 olmak (izere,

denklemi x? + y2 = 25 olan egrinin apsisi — 4
olan noktadaki tiirevinin degeri kagtir?

9. y =f(x) olmak Uzere,
y<0
(x-2)2 +(y-3)% =25
olduguna gdore, f ‘(5) degeri kagtir?

10. y =f(x) oimak Uzere,
JIx-1 +Jy—2 =2

olduguna gore, f '(2) degeri kagtir?

11. y = f(x) olmak lizere,
l +..1_ = 1
Xy

olduguna gére, f '(2) kagtir?

12. y = f(x) olmak lzere,
1 1

—+—==1

¥y
olduguna gore, f '(4) kagtir?
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:Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

=Ssinx ise y'=cosx

y=cosx isey'=-sinx

y-iéhx isey' =1+tan’x =
R cos“ x

1

sin®x

y =cotxise y'= —(1+cot2 x) =-

-Hatf'a bileske fonksiyonun tiirevinden yaralanarak

/= sing(x)ise y'=a'(x)- cosg(x)
_'_='0059(x)ise y'=-g'(x) - sing(x)

isacasn sin in turevi cos, cos un ki —sin dir.
ma iginin tiireviyle garpmayi unutmayin.

-=tang(x) ise y'=g'(x)- (1 +tan? g(x))

-9
cos? g(x)

cotg(x)ise y'=- g'(x)- (1 + cotzg(x))

-t

sin“g(x)
an in turevi bir arti tan kare, cot un ki eksi parante-
de bir arti cot kare. Ama neyi unutmuyoruz? [ginin
' tﬁi'éviyle carpmayi. (Simdi kalkip “lgi neresi?” diye
: js_ﬁr_'_r'nazsmlz herhalde®
-A;_slinda yine de bunlarin gok sevimlidurmadklarini
biliyorum. Ama bunlari tirev ala ala hallettiginizi go-
réceksiniz. Yeter ki her birinin tiirevini alirken kurali-
in ne oldugunu hatirlamaya galisin ve tecriibeye
‘Giivenin.©
' A_sagldaki ornekgiklerde verilen fonksiyonlarin tirevi-

' i_':'élarak baslayin bakalim.

"J(x)=sinx+ cos x

"'.'l:X) =tanx -gotx

3. f(x)=x3-3cosx

4.  f(x)=x-sinx

5. f(x)=-x+tanx

_ sinx
6. f(x)-—x
2
X
. f(x)=
7. 1) cosX

8. f(x)=tan4x

9. f(x)=cos(3x+1)

10. f(x)=sin(4x+2)
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12

13.

14.

15.

16.

17.

f(x)= cot(x2 -5x)

f(x) = cos(3-5x)

f(x)=tan(2x 1)

f(x)= cot(x2 + 2)

f(x) = sin(1+cosx)

f(x)= cos? x — sin®x

f{x) = cos? 2x — sin® 2x

18,

19.

20.

21,

22.

23.

24

E"'l—(siﬁ2 4x-cos? Ax]

%(sin Xcos x)

Fdx-(sin4x COS X +COS 4X sinx)

dix (cos2xcos x -~ sin2x sin x)

2x

f(x) =sin

f(x)=(1 +sin2x)2

. f(x) = cos® x

1. ANTRENg,
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irev almaya devam bakalim. Biliyorsunuz tiirev al- 8. f(x) = 2tanx

ma kurallar: tiirev ala ala dgreniliyor© T
- fonksiyonunun x = 3 noktasindaki tiirevi kag-

f(x)=cos®(2x+3) tir?

fm:sin2 (2x-1)

9. 0<xc< % olmak iizere,

f(tanx) = 2cosx
olduguna gore, f ‘(1) kagtir?

=sinx
{3} = secx
10. f(x)=sin5x-cos3x +cos5x - sin3x
olduguna goére, f '(%) degeri kagtir?
i(x) = cosecx
(x} = tan? x
. 1. f(x)=_2tan:23x_
1-tan“3x

olduguna gére, f'(%] degeri kagtir?

-{sin? 4x)
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12. f(Zx—%-]:tanx

olduguna gore, f'(%] degeri kagtir?

13. 3f(g—x)+f(x+-g-)=tanx

olduguna gore, f(-gj degeri kagtir?

14. y = f(x) olmak iizere,
y = c0s20

x =tan@

d
olduguna gore, d—)}:‘ degeri kagtir?
0

INE]

15. y = f(x) olmak lizere,
y=sin’@

X =Cc0s40

d
olduguna gére, d—i degeri kacgtir?
0=

®|d

16. y = f(x) olmak Uzere,
y=2+sin’@
X = cos20

olduguna gore, -g—)): in x =% icin degeri katt

17.  y=1+cos?26
x = sin20

olduguna goére, :_yin x=% igin degeri kagﬁf-
X e

18.  f(2x)=(tanx +cotx)’

olduguna gore, f '(121—] degeri kagtir?

19. f(1-sinx)= cos® x

olduguna gore, f '(%) degeri kacgtir?
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Eers Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

-Ters trigonometrik fonksiyonlarin tiirevinin nereden
geldigini cok merak etmediginizi biliyorum. Onun igin
spata gerek yok. Yantliyor muyum?

Bir kez daha anlamig olmaniz lazim. Trigonometri
cayip dnemliymis demek ki.©

ers trigonometrik fonksiyonlarin tiirevinin formdlleri
k _ﬁnlar:@

- Burada da suna dikkat edin. arctanx ve arccotx in tii-
_'_'.e'vl'eri ayni sadece arccotx in baginda eksi var.

Zaten cos ve cot un tirevlerinde baginda arc 1 olsun
oiiasin hep eksi olur.©

Yine Bileske fonksiyonun tirevinden yaralanarak

y =arcsin(g(x)) ise y'= TM=
1-[900)?

'(x

arccos(g(x)) ise y'=-__! =
1-[gx)
= arctan(g(x)) ise y'=-L)2
1+[9(x)]

V"=.'arccot(g(x)) ise y'= _._g_'gﬁLz
1+[g(x)]

:uhiara bakmayin 6yle tuhaf tuhaf.

unlari da bilmeniz |azim. Yoksa bunlarla ilgili ge-
‘?_b_.i.'écek integral sorularinda yamulursunuz
allal© Tabii ki tirev sorulannda da.

:Neéyse... Takmavin!

Asagida verdigim ters trigonometrik fonksiyonlarin ti-
revlerini aldiginizda bu igi de halletmis olursunuz
herhalde. Yapin bakallm®

1. f(x)=arcsin(x +1)

2. f(x)=arccos2x

3. f(x)=arctanx2

4. a-d;-(arctam/; )

5. f(x)=arctan(2x-1)

6. f(x)=arctan(x +2)
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13. ANTREN.‘J,&,};

X
7. f(x)= arctan[a)

8. f(x)=arccot (EJ
X

9. f(x)=arccos(1-x)

10. f(x)=arcsin [-X—J isef '(0) kagtir?
X +1

11. f(x)=arccos(2x-1)

12, f(x)=arccos(x2 +1)

13. f(x)=arctan (2&)

14. f(x)=arctan(cotx)

15. f(x)=arccos(sinx)

16. d_c:((xz - arcsin x)

1
ifadesinin x = 2 icin degeri kagtir?

17. w/1-x2 -%(arocosx)

18. f(x)= 21ANX ise f'(1) kagtir?
Jx



UREV ALMA KURALLARI

4ot

f(x) = arc tan(3x - 1)
olduguna gore, f '(1) degeri kagtir?

0< y< -72'_ olmak iizere,

f(x)=arccos( 2x ]
x© +1

&uguna gore, % in x = 0 igin degeri kagtir?

1

X+
f(x)=arctan| —
(x) acan(x 1]

Iduguna gére, f'(2) degeri kagtir?

: . f(x)=arctan(cos x)

’"oldqguna gore, f(g] degeri kagtir?

5. f(x)= V1-x2 -arcsinx

df
olduguna gore prm degeri kagtir?

x=0

6. y = f(x) olmak Uzere,
y =arctant

x =2t% -t

olduguna gore, g—zl degeri kagtir?
t =1

7. y=f(x) olmak Gzere,
y= arcsin(i)
2

X=t2 -t

. d
olduguna gore, ll degeri kagtir?
dxjy -4

8 f(x)= Fd;(arcsin x)

fonksiyonunun en genis tanim kiimesi nedir?
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Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

o y=ikseryr= Lo

" Yine bileske fonksiyonun tirevi yardimiyla

g(x)

'_ y=| n[g( x)] | sey'=m . - .

Logaritmal fonksiyonlarin tirevini alirken logaritma
ile ilgili kurallari bir kez daha hatirlayin bence. Gergi
akhnizdan hig gikmadigini biliyorum da...©

Ama unutmayin. Tiirev alma kurallan tiirev ala ala
ogrenilir.

Onun igin buyurun bakalim.

9. y=In(2x+4)

10. y-= ln(x2 +3x)

11. y=In(x+2)~In(x+1)

12. y=2In(x-1)+3in(x+2)

13. y =In(sinx)

14. y =In(tanx)

15. y =In(inx)

16. y =log, (4x 1)

17. y =log, (sinx)

18. y = log, [12 + Ex)

19. y = (Inx)?

20. y =(x+Inx)?
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ynlnxs

'v=m{%ﬁ)

y=inYcosd x

X+3
Ly =l
Ty "(2x-1]

8  y=x’.Invx

9. c:’—x(x.lnx“)

Inx
10. y= In[—)
X2

d
11. a(cos(ln x))

12. d—i(arctan (Inx))




% TUREV ALMA KURALLARI

15. ANTRENM 4.

13. y = f(x) olmak iizere,

2Inx-23Iny +xy -1=0

- olduguna gore, %y_ nedir?
X

14. o 2‘:&]
f(x) In( 7

olduguna gore, '(2) kagtir?

15. y = f(x) olmak iizere,
y= t2 +t

x =Int

olduguna gore, d_y_‘ degeri kagtir?
x| x= 0

16. E";(Jm)

ifadesinin x = e igin degeri kagtir?

17. f(Inx)=2x+5
olduguna gore, f °(1) degeri kagtir?

18.  f(1+2inx)=3x" +2
olduguna gore, f '(3) degeri kagtir?

19. y=e"-2

olduguna goére, (f‘1)'(1) degeri kagtir?

X
20. f.@..eT*'z

olduguna gore, (f’1)'(2) degeri kactir?
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stel Fonksiyonun tiirevi

Nereden giktiklarina hig girmeden formidillerini vere-
_yim. '

y= ex iSB y.ae)t

. .!"r_: eQ(X) ise y'=g'(x)- eg(x)

-Y=ag(x) isey'=g'(x)- a?) . |na

Evet. e* in tiirevi kendisi. Eger x yerine bir seyler ge-
irse gelen seyin tireviyle garpiliyor.

Ormegin,

X2 +sinx X2 +sinx

=e in tiirevie garpi Ussin tirevidir®
T x2+sinx .
ani y'=(2x +cosx)e tir.

Buna gore asagidaki antrenmanlara dalin bakalim.

-2x+1

10.

1.

12.

13.

14.

y= ex2 +2x-1

ad;(x . e2x+1)

etanx

arctanx

y=e

y= ex2+3x -1

y=e"(x2 +2x-—2)

. ANTRENMAN
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15. y=e5i"2" 23, yoolinx-
X 2
16. y=e"tanx 24. y=X_
eX
ex
17. y=
Y= 25, y=e(°x}
18. y=Jex+1 26. y=ln(x+a")
X
19. y=e—- 27. y= cos{ex + 1)
Inx

2
20. y=arctane® 28. y=tan(e x)

21. y=arcsin(e* -1) 29, y= in(:’.““‘"‘)

22, y=e"sinx 30. y= In(ez" +sin? x)
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" ifadesinin degeri nedir?

e* -(%—(e" -cos x)

_ ifadesinin degeri nedir?

f(e“] =x% +x+1

‘Olduduna gédre, f'(1) degeri kagtir?

5. f(3x—1)=6e*+5
olduguna gore, f '(2) degeri kagtir?

6 f(x)= In(XT_‘I)

olduguna gére, (f‘1)'(ln4) degeri kagtir?

7. y=f(x) olmak lizere,

y= e' +2t
x=2t+1
- . dy I
olduguna gore, — degeri kagtir?
AX|t= In2

8. y=e3"
x=In(3t-2)

olduguna gére, g_i in x =In4 igin degeri kagtir?
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17. ANTRENM s,

9. y-u2+u
u=e* +x

d
olduguna gore, _y\ degeri kagtir?
u=e+1

10. f[ez")=6x+1

olduguna gore, f '(1) degeri kagtir?

1. f(x)=eV**-3

olduguna gore, f'(1) degeri kactir?

12. f(x)=e5i"2 2x

olduguna gore, f'(-}.] degeri kagtir?

13. f{x)=|n(e‘ +e“")

oldugunagére, f'(0) degeri kagtir?

14. f(x)=sin(e" +3x)

olduguna gére, f'(0) dederi kagtir?
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“yiiksek mertebeden Tiirev

" lmi korkutmasin sizi. Yeni bir sey yok burada. Pes
":'-"b'e$e tiirev alacaksiniz sadece.

"y =f(x) fonksiyonu igin

“iou_dY _ fyx) birinci tiirev
y'=35 (x)
| === = f"(x) ikinci tirev
[dx] ; )

o 2 3 _
-y =i[i_y]=3xa—y=f'"(x) Uguinca turev

o 61
‘Gosterimi bu gekilde. Artik bundan sonra d_s):' ifade-
dx

“sinin X e gore 61. tiirev oldugunu anlarsimz di mi?

X mek Soru
f(x) =x3 +ax? +bx+2 fonksiyonu igin,
."f:'_"(j) =f'(1) = 8 olduguna gére, b kactir?
Cozelim®
"f(x) in birinci ve ikinci tirevlerinde x = 1 igin sonug 8
~glkiyormus.
") in birinci tirevi f'(x) = 3x? +2ax+b ve ikinci tiire-
':-y_if”(x) =6x + 2a. lik nce bunlari bulun.
‘Sonra f’(1) =6.1+ 2a = 8 den a = 1 sonra da birinci
- tiirevden f*(1) =3 + 2a + b = 8 den b yi 3 bulun.
Anladiniz m1 bu olay?

Gegtik®

':::f(x)=x3 +axt -5 fonksiyonu igin,

-f"(1) = 11 olduguna gére, a kagtir?

' f(x)= x® +bx? +cx+2 fonksiyonu igin,
(=2

L") =16

‘olduguna gére, b + c toplami kagtir?

3. f(x)= x2 +bx? +cx+d olmak iizere,

f(1)= f'(1)=f"(2)=0

olduguna gore, b.c.d garpimi kagtir?

4. f(x) = (x -2)% .(2x +m)
fu(1)=12
oldubuna gore, m kacgtir?

5. e %(x3 -ex)

ifadesinin degeri nedir?

¢ 2 2
6. —z(cos X~—sin x)
dx

ifadesinin de§eri nedir?
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15. ANTRENNa

7. %Z—(sin2 4x)

ifadesinin degeri nedir?

8. f(x)=e2* +1

olduguna gore, f "'(In2) degeri nedir?

9. 1(x) =smn6x

olduguna gore, f(%] degeri nedir?

10. f(x)=e?**3 olmak lizere
f'"(X) ~ e
) V2

olduguna gére, n kagtir?

11. f(x)=e?*" olmak lizere

3
d—‘,f5—=m -f(x)
dx

olduguna gore, m kagtir?

12.  y=cosx + sinx

17y

— ifadesinin degeri neciir
dx

olduguna goére,

13, f(x)=x%+2x3 +1

olduguna gére, 1(®)(x) degeri nedir?

14.  f(x)=x5" +61x +1967
o " d61x P .
olduguna gére, —— degeri nedir?
dx®

Hmdegwcm___
Hen






Eris mek tstediddest bir hedefo olmayanlar,
calus maktowy gevk alwmaglor.
Emile Rawyx

Pek cok konuda bagary, basarmanuwy ne kadar vakit
alacad ww billimeye bagludar.
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TUREV UYGULAMALARI

';Tﬁrev alma kurallarini yuttugunuzu biliyorum.©

Onun igin uygulamalarina gegmenizde bir sakinca

5 yok Ve gegmeniz de lazm zaten.

“En basta sunu sdyleyeyim. Burada size tirevle ilgili
Z'bi,'- siirii yeni bilgi vermiycem. Géreceksiniz zaten.

. Ama burada kafayi biraz daha fazla galigtirmaniz ge-
-tekebilir. Bu sikinti olur mu sizin igin? ©

'3':::B'urada ilk 6nce sunu bilmeniz hatta hig unutmamamz
" Jazim. Bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tii-
' 'f;f‘ févi, fonksiyonun grafigine o noktada gizilen te-
.getin egimi demektir.

Teget, edriyi kesmeden ona bir noktada degip gegen
.d_dgru demekti. Aranizda bunu bilmeyen yok degil
mi?

-Burada bir de normal diye bir sey var.

~'Normal, tegete dik olan dogrudur.

‘Neyse... Buniari ‘'sekille géstereyim.

VA teget
normal

y=f{x)

- X

[~}

N

]
g e

1

Gérci bunlan soylerken bir dogrunun egiminin ne
demék oldugunu bildiginizi kabul ettim. Ama bilme-
__yenler igin egim olayini agmakta yarar var.

'Bu' dogrunun egimi, o dogrunun x ekseninin pozi-

'l!_f_taraﬂyla yaptigi aginin tanjantidir.
'g"' y = f(x) fonksiyonunun grafigine x =x o apsis-
'Ii:'_rjdl.(tadan gizilen tegetin egimi m, = tana ol-

maii tizere, m, = tana = f'(xo) dir.

_ _am, bir egrinin herhangi bir noktadaki tegetinin
"eﬁlml, egrinin bu noktadaki tiirevine esittir.

Bu arada analitikten hatirlayin®
Iki dogru paralel ise egimleri egittir.

/13, ise My =m

iki dogru dik kesuslyorsa eglmlerl (;.arplml —1
dir.

d, 1d, ise m1 ‘my =

-1

Ayrica su gok ¢ok dnemli. _

Egimi m olan ve A (Xo,yo ) noktasindan
gegen dogrunun denklemi -

¥y, = I;I'l(x'—x;j':

Hatirladiniz mi? D

Egim olayini biraz daha agayim mi?

Bir dogrunun egimi, bu dogrunun x ekseninin pozitif
yonlyle yaptidi aginin tanjanti idi. Dolayisiyla

x ekseninin pozitif yoniiyle dar agi yapan dogru-
larin egimi pozitiftir.

Sekildeki dogrunun egimi(m) = tan o > 0 dir.

x ekseninin pozitif yoniiyle genis agi yapan dog-
rularin egimi negatiftir.

y
d

a
01 \‘; X
Sekildeki dogrunun egimi (m)= tan c. < 0 dir.
Fakat dogru x eksenine paralel ise egimi sifirdir.

Ay
y=c

o) > X

Sekildeki dogrunun egimi(m) = tan 0° = 0 dir.




0
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Bir dogrunun iizerindeki iki nokta belli ise egimi
bulunabilir.

A(x1,y1) ve B(xz.yz) noktalarindan gegen dogru-
nun egimim m= ta'nc.%u idi.

3.7%
Ornegin

Ustteki dogrunun egimi m =tana= % =1 dir.
karsi dik kenar

Zaten tang= ——————-
a= komsu dik kenar

degil miydi?

Ornegin,
iy

J :

73 o 1

Sekildeki d dogrusunun egimi m=tana =% tar.
y
d
3
o
Ol -l X

Sekildeki d dogrusunun egimim =tana = - % tur.

Denklemi verilen dogrunun egimi

y = mx + n dogrusunun egimi m dir. Yani, y yi
yalniz birakirsaniz x in kat sayisi egimi verir.

Ornegin,
y = 3x + 2 dogrusunun egimi 3,
-2

y= Tx +2dogrusunun egimi =<

2x +3y =6 denkleminde y yi yalniz birakirsaniz egi-

min 132- oldugunu,

=1 denkleminde y yi yalniz birakirsaniz egim

ENES

X
2
2 oldugunu gorirsiiniiz.
Anladiniz mi buray1?

$imdi gelelim asil konuya.©

Bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tegetm,
egimi o noktadaki tiireviydi.

Bu kadar hatirlatmadan sonra fonksiyonun X, aﬁs:i's'li :

noktasindaki teget ve normalinin denklemini yazah
artik®

y = f(x) fonksiyonuna A(xo,yo) noktasindan gizjle
tegetin denklemi m,= f'(x o) yazarsaniz

e f'(x,) -(x —xo) olur. Ayrica, teget ve norr'né-

lin egimleri garpimi (birbirine dik iki dogru)

y _-1 -~
m.m =-1 oldugundan m —m_‘_ﬁxj

bu noktadaki normalin denklemini de yazabilirsiniz.

Ornek soru .
Denklemi f(x)= x3 +x? olan egrininx =1 nokta-

sindaki tegetinin denklemi nedir?

Cozelim®
Teget denklemi yazmak igin bize o noktanin koordc--
natlar ve edim (o noktadaki tirevin degeri) 1azim.
Onun iginilk 6nce noktanin koordinatlarini bulalim.
x=1igin y=1 +12 =2 . Demek ki noktanin koordi
natlar (1,2) imis. '
Tegetin egimini ise turev yardimiyla bulcaz. .
f'(x)=3x% +2x ve f(1)=3.12+2.1=5 oldu§'u.r-_1d'a_n
egim =m =5 tir. '
Yani, (x,.y,)=(1,2) ve m, =5tir.

Artik tegetin denklemini yazarsiniz©.
Bu degerleri, y-y, = m(x -X o) esitliginde yerl'é'.r'l
yazarak y~2 =5 (x— 1) ve bunu da dﬁzenleyefek-
y = 5x -3 bulun.
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" gir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tegetinin egi-
mini bulmak istiyorsaniz fonksiyonun tiirevini alip ve-
filen x degerini yerine yazmaniz yeterli.

¢ijnkt‘j fonksiyona iizerindeki bir noktadan gizilen
© mgetin egimi o noktadaki tiireve esitti

. 1 f(x) =2X 2_ 3x+1
e '_égrisinin x =1 noktasindaki tegetinin egimi kag-
“tr?

2
- f(x)=3—;——5x+1

égrisinin x = a noktasindaki tegetinin egimi 4 ol-
.diiguna gore, a kagtir?

f(x)=ax? -3x-2

egrisinin x = 2 apsisli noktasindaki tegeti Ox ek-
seninin pozitif yoniyle 45° lik agi yaptigina gore,
a kagtir?

4
X
f(x)=—+5x-1
(x) 2

egrisinin hangi noktadaki tegetinin egimi 21 dir?

5.

6.

7.

f(x) = In(4x + 2)
egrisinin x = % apsisli noktadaki tegetini egimi

kagtir?

Normalin egimini bulmak igin 6nce tegetin egimini
bulmak l1azimdi. Glnku m -m =-1di.
f(x) = In(cosx)

egrisinin x = 1—;— noktadaki normalinin egimi kag-

tir?

3
f(x) = "T—axn
egrisinin x = 2 apsisli noktasindaki tegetinin Ox

ekseninin pozitif yoniiyle yaptigi agi kag derece-
dir?

f(x) = arcsinx
egrisinin x =-;— apsisli noktadaki normalinin egi-

mi kagtir?
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9. f(x)=sin?x
egrisinin x = % apsisli noktasindaki tegetinin

egimi kagtir?

2
_ X
10. f(x)= =T
egrisinin x = 3 noktasindaki normalinin egimi kag-
tir?

3

1. f(x)=
(x+m

)2

1
egrisinin x = 2 noktasindaki normalinin egimi s

olduguna gore, m kagtir?

Tegetin egimi igin kapah fonksiyon tirevi almaniz ge-
rekiyorsa hem x hem de y yi bilmeniz lazim. onun igin
sadece x i verirlerse denklemde yerine yazip y yi de
bulmaniz lazim..

12. y > 0 olmak lizere,
x2+y?2=25

egrisinin x = 3 noktasindaki normalinin egimi kag-
tir?

13. i+i=1

xy
egrisinin x = 4 noktasindaki tegetinin egj
tir? o

14. f(x) = sin(cos6x)
egrisinin x = % noktasindaki normalinin e

kagtir?

15. x2+y2-3xy+1=0

denklemiyle verilen egrinin A(1,2) nokfa_sirida_
tegetini egimi kagtir? R

16. y=2t2 +t
x=3t-2

denklemleriyle verilen y = f(x) egrisinin't"—_
noktasindaki tegetinin egimi kagtir?
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_ Tegetin egimini bulmay! 6grendiyseniz devam ede-
"+ jim. Gergi tecriibeyle sabit ki buradaki temel sikint
-¢b§u zaman tirevden kaynaklanmiyor. Daha gok
-analitik geometri ve cebirsel bilgi eksikliginden kay-
-paklaniyor. Onun igin en azindan dogru analitigindeki
‘egimle ilgili olan seyleri hatirlamakta fayda var. Hem
de gokk®
Birkere sunu unutmayin. Bir fonksiyonda tegetin
egiminden bahsedilmigse bu birinci tirevle ilgilidir.

o 'Birde iki dogru birbirine paralel ise egimleri esit,
_ dik kesigiyorsa egimlerinin garpiminin - 1 oldugu
f'a_kllmzda olsun.

S = 21

egrisinin x = 2 apsisli noktadaki tegeti
- y=mx + n dogrusuna paralel olduguna gére m
" kagtir?

) =€ +1

eﬁri_éinin x = Ina apsisli noktadaki tegeti
y-2x + 1 = 0 dogrusuna paralel olduguna gére a
kagtir?

(= v 6x-3
edirisinin hangi noktadaki tegeti y = 4x + 1 dogru-
-3Una paraleledir?

4,

4

X
f(x)=———3x—1
(x) o X

egrisinin hangi noktadaki tegeti y = 13x + 3 dog-
rusuna paraleldir?

Bir kerem verilen nokta fonksiyonun {izerindeyse
denklemi saglamasi lazim.

f(x)=ax? +3x-2

fonksiyonunun (1, 3) noktasindaki tegeti
y = mx + 2 dogrusuna paralel olduguna gére, m
kagtir?

f(x)=x2 +2x—1

3
g(x)=x?+bx+5

fonksiyonlarinin x = 2 apsisli noktadaki tegetleri
birbirine paralel olduguna gére, b kagtir?



o
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2 ANTREN

MAK

7.

f(2x ~1)=x2 +ax+3 veriliyor.

y = f(x) fonksiyonunu x = 3 apsisli noktasindaki

tegeti y = —-x +1 dogrusuna dik olduguna gore,
a kagtir?
3
y= |—XT egrisine x = 1 ve x = - 1 noktalarindaki

tegetlerin birbirine gére durumu nedir?

Aklimizda olsun. x eksenine paralel olan (y =2,y =3
gibi) dogrularin egimi sifirdr.

"9, f(x)=ax? +6x+c

fonksiyonu A(1, b) noktasinda x eksenine (y =0
dogrusuna) teget olduguna goére, a kagtir?

Su (¢ soruda teknik yardima ihtiyag duyablhrsmlz

Ben uzaktayim.©
Ama isterseniz siz yine de 3.antrenmandaki 9°Zumlu

ornegi iyice bi anlayip dyle ¢6zin.©

10. f(x)= x2 +6X—-m+2

fonksiyonunun grafigi y = 2 dogrusuna tegeto
duguna gére, m kagtir? .

1. (x)—x2+4x—2

fonksiyonunun hangi noktadaki tegeti y eksen
diktir?

f(x)=x3 —3x+2

fonksiyonunun x eksenine paralel te@etlééin
eksenini kesim noktalarinin ordinatlar garp.

kagtir?

12.
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" gir 6nceki antrenmanda sunu demistim.

ki dogru paralel ise edimleri esitti. Dik kesigiyor-
-sa edimleri carpimi -1 idi.

..:girde x eksenine paralel dogrularin (tegetlerin)
~egimi sifir idi.

-Bunlar unutmamak lazim.

“Bu antrenmandaki sorular belki de tiirevin en zor so-
“rulan. Ne yalan sdyleyeyim®

- Ama su gézecegim 6rnedi iyi anlarsaniz burada da
.'sikinti yagsamayacaksiniz.

- Ornek Soru

)(3

- f(x)=—-ax+b
=%

) fonksiyonunun x = 2 noktasindaki tegeti
'y =3 dogrusu olduguna gére, b kagtir?

Her seferinde bunu gizin ve A(2,3) noktasiyla ifade
éttigim noktanin (tabii ki soruya gore degisecek bu
nokta) koordinatlarini belirleyin. Sonrasi kolay.

Bu sekilde birinci olarak f(2) = 3

“kincisi de f '(2) = 0 oldugunu gériin.

Hemen hemen hepsinde bu grafige benzer bir durum
_ -.d[dugunu goreceksiniz.

: 'A'rﬁki§lem yapip b yi —2551 olarak bulursunuz.

: Bl.'xlldunuz mu?
Bence bu érnege bi daha bakin® Daha sonra dénip

onksiyonunun x = 2 noktasindaki tegeti
'_6 dogrusu olduguna gére, b + ¢ topl_aml kag-

2

3.

4,

f(x)=x% +bx+c

fonksiyonunun grafigi apsisi 1 olan noktada Ox
eksenine (y = 0 dogrusuna) teget olduguna goére,
¢ kagtir?

f(x)=x> +ax+b

fonksiyonunun grafigi apsisi 2 olan noktada Ox
eksenine teget olduguna goére, (a,b) nedir?

f(x)=x® -2x% +cx+d

fonksiyonu apsisi 2 olan noktada y = - 6 dogru-
suna teget olduguna goére, d kagtir?
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5. f(x)=x3 +bx? + cx -2

egrisi x = 1 apsisli noktada y = 7 dogrusuna teget
olduguna gore, b + c toplami kagtir?

4
6. y=4x+ mdogrusu y= %—4x+1 fonksiyonunun

grafigine teget olduguna goére, m kagtir?
Ustteki soruya dikkat edin. Tedet olan dogrunun denk-
lemi zaten verilmis. Ve egimi 4. Peki fonksiyonun hangi

noktadaki tegetinin egimi 4?7 Ya da séyle sorayim.
Fonksiyonun tirevinin 4 e esit oldugu nokta ne?

y=4x+m

Taslak sekil yandaki gibi
olabilir mesela.

3
L]
*
+
L]

b

¥

*

f(x)

. 4
7. y=3x+2dogrusu y= XT -5x +k fonksiyonu-

nun grafigine teget olduguna goére, k kagtir?

8. y=10x+2dogrusu y= )1(—2+ X +k fonksiyoﬁu

grafigine teget olduguna gére, teget noktasmm :
ordinati kagtir? -

Teget ve normal denklemi bir dogru denklemi oldﬂ _
dundan bu denklemleri yazmak igin bize koordmatlar

belli olan bir nokta ( oYo) ve egim (m) lazm. eg _

ve bir noktasi belli olan dogru denklemi
Y=Y, =m(x-x, ) idi.

9. f(x) =2x2 - 3x +1

fonksiyonuna (1,0) noktasindan gizilen tegetln
denklemi nedir?

2
10. f(x)=3—)2(-—5x+1

fonksiyonunun x = 2 apsisli noktasindaki tegef
nin denklemi nedir? :
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- egrisinin x = 1 apsisli noktasindaki tegetinin
"denklemi nedir?

grisinin A(3, k) noktasindaki tegetinin denklemi
iedir? '

) =x® —x+1

_-é"grisi_nin x = 1 apsisli noktadaki normalinin denk-
-lemi nedir?

_Ur_\utmaym. Fonksiyon (izerindeki noktalar fonksiyon
denklemini saglar.
Cf(x)=x% —-bx+2

a'é'risinin A{1, 2} noktasindaki normalinin denkle-
mi nedir?

5. f(x)=x2 +bx+c

egrisinin x = 2 apsisli noktasindaki normalinin

denklemi y = ;x +3 olduguna gore, c kagtir?

6. f(x)=e*

egrisinin x = In3 noktadaki tegetinin denklemi ne-
dir?

7. f(x) = arcsinx

1
egrisinin X=§ apsisli noktadaki normalinin denk-

lemi nedir?

8. y > 0 olmak (izere,
(x-1)2+(y-2)% =25

egrisinin x = 4 apsisli noktasindaki tegetinin
denklemi nedir?
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' Bir dogrunun x.ekseni ve y eksenini kestigi noktalar
nasil bulunuyordu? Hatirhyor musunuz?
x =0 igin y eksenini kesim noktasini, y = 0 igin de x
eksenini kesim noktasi bulunuyordu.
Bir kere eksenleri kesim noktasindan filan bahsedil-
misse ilk dnce eksenleri kesim noktasi sorulan dog-
runun (teget veya normalin) denkleminin yazilmasi
lazim. Gerisi dedigim gibi©

9.  f(x)=x3-2x

egrisinin x = 2 noktasindaki tegeti Oy eksenini
hangi noktada keser?

10.  f(x)=x2+1

egrisinin x = 3 noktasindaki normali Oy eksenini
hangi noktada keser?

2
xZ +1

11. f(x)=

egrisinin x = 1 apsisli noktasindaki tegeti Ox ek-
senini hangi noktada keser?

12. y > 0 olmak (zere,

x2+y?=25

egrisinin x = 3 apsisli noktasindaki teget| Ox
senini hangi noktada keser? :

13, JYx+fy=4

egrisinin x = 4 apsisli noktasindaki tegeti Oy ek
senini hangi noktada keser? :

14. f(x) = sin(cos4x)
egrisinin x = % noktasindaki normali Oy ek nin

hangi noktada keser?

15. x*+y? +2xy-4=0

egrisinin A(1,1) noktasindaki tegeti Ox ekse
hangi noktada keser?
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'f Sekilli fonksiyon sorularinda genelde bir fonksiyon

_ grafigi ve bir de bu fonksiyonun tegeti verilir. Bu tir

~gprularda énemii olan tegetin egimini dogru yazabil-
mektir. Tedetin egimini yazabiliyorsaniz fonksiyonun
_: ) 'teget noktasindaki tirevini de biliyorsunuz demektir.
. Mesela agadidaki sekilde f fonksiyonu ve bu fonksi-
.:ycnun A noktasindaki tegetinin grafigini verdim.

y
X)
3
A
g 2 A~

' éekilde f(x) in x = 2 apsisli noktadaki tegeti (4,0) ve
7(0,3) noktalarindan gegmis.

Yp7¥1 _3-0_8

- ' .. . m=
: I?olaylsw a egimi ey 0=4-2

: Artik bundan da su sonucu gikarabilirsiniz.

4
Bu tir sorularin turevle ilgili olan tek kismi da bura-
si®

- L
//-2 \ e

_i$ékilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve x = — 2 ap-
isli noktasindaki tegeti verilmigtir.

g(x) =x3- 5f(x) olduguna gére, g'(-2) kagtir?

' _':jf:"(2) =m= =3 tur. Ve ilging olan ne biliyor musunuz.

ARAYS

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafidi ve x = 1 apsisli
noktasindaki tedeti verilmistir.

g(x) = x.f(x) olduguna gore, g'(1) kagtir?

B(13) )

/|0: o

Ad-1)

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi ile
A(4,-1) ve B(1,3) noktalarindaki tegetleri verilmigtir.

g(x) =x2. f(x) olduguna gore, g'(1) kagtir?

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve x = 1 apsisli
noktasindaki tegeti verilmistir.

g(x) = x2 +f(2x-1) olduguna gére, g'(1) kagtir?
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5.
Ay
N
; e
/ 1 \ 4\ X
fx)
Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve x = 1 apsisli
noktasindaki tegeti verilmigtir.
g(x)= X3+ f(xz) olduguna gére, g'(1) kagtir?
6.

Sekilde g(x) fonksiyonunun grafigi ve A(4,1) nokta-
sindaki tegeti verilmistir.

3
f(x) = :—2— 49g(x) olduguna gore, f "(4) kagtir?

fix)

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve T(— 2,k)
tasindaki tegeti verilmigtir.

g(x)= (x2 +1)f(x) olduguna gére, g'(-2) ka'gfl

' tedet

y =1x)

A2,3)

! 2
Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve A(2,3)
tasindaki tegeti verilmigtir. e

3

2
Y4
70

g(x)= ) olduguna gore, g'(2) kagtir?
X .
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P

O 2 4\; X
-7 Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafidi ve x = 2 nok-
_:f " tasindaki tegeti verilmistir.

3:; )1 olduguna gore, g'(2) kagtir?
X

g(x)=

T(2,2)

= X

O|/12E 3\

$ekildeki f fonksiyonunun T(2,2) noktasindaki tegeti
Ox eksenine paraleldir.

1 olduguna gore, g'(2) kagtir?
x =

o(x) - 2f(x)

Sekildeki f fonksiyonunun T(3,2) noktasindaki tegeti
Ox eksenine paraleldir.

g(x) =x2 -f(x) oldugqna gore, g'(3) kagtir?

Sekildeki f fonksiyonunun T(2, —1) noktasindaki te-
geti Ox eksenine paraleldir.

g(x) = In(x2 +f(x)) olduguna gore, g'(2) kagtir?
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S. Y
—_ a(x)

Sekilde g(x) fonksiyonunun grafigi ve A(3,1) nokta-
sindaki tegeti verilmistir.

f(x) =In(g(x)) olduguna gére, f '(3) kagtir?

>~
-202\d

Sekilde f(x) fonksiyonunun grafigi ve A(-2,3) nok-
tasindaki tegeti verilmistir.

g(x) = ﬁ olduguna gore, g ‘(—2) kagtir?

Sekilde f(x) fonksiyonunun grafigi ve A(-2,3) ve
B(2,1) noktalarindaki ortak tegeti verilmigtir. - -

g(x)=f(—:) olduguna gére, g'(2) kagtir? . :I

—~ 0

Sekilde g(x) fonksiyonunun grafigi ve A(1,2) no ¥
sindaki tegeti ve normali verilmigtir. i
x2 E
f(x) =—g—(x—) olduguna gore, f ‘(1) kagtir?



~TOREVIN UYGULAMALARI

::'Artan ve Azalan Fonksiyonlar

" Fonksiyonlarda artan azalan olay 6nemli.

. Aslinda bir fonksiyonda x in degerleri artirildiginda

- fonksiyonun aldigi degerlerin arttigint ya da azaldigi-
ni grafikte gayet net bir sekilde gérebilirsiniz.

ﬁ : Graﬁk izerinde izah edeyim.

ya

.Sékilde grafigi verilen f fonksiyonu

'::'['a, b] araliginda artiyor (yukar gikiyor®)
3 ':'[b, c] araliginda azaliyor (agag: iniyor®)
-[c, d]arahi@inda sabittir. (diiz gidiyor.)

Kisacas!, grafigin sol ucunu bulun ve iizerinde yiiri-
meye baglayin. Yukari gikiyorsaniz fonksiyon artan,
asagdiiniyorsaniz azalan, diiz gidiyorsaniz da sabit.

§u kadar basit iste.©

‘lyi de bunun tiirevle ne ilgisi var?

Oyle degil mi?

‘(Amma yaptiniz ha! Tirevle ilgisi olmasa burada niye
anlatayim ki?®)

I Izah edeyim.

Simdi dediklerimi yapin bakalim.

$ekildeki f fonksiyonuna artan oldugu aralikta teget-

. lergizin ve bu tegetlerin egiminin pozitif oldugunu gé-
Gordiiniz mii?

Bir de azalan oldugu aralikta tegetler cizin ve bu te-

'g_etlerin edimlerinin negatif oldugunu gérin.
‘Dedikier! mi yaptiniz mi?

Sonra da kendinize su soruyu sorun.

Fonksiyona gizilen tegetin egimi ne demekti?
Fonksiyonun bir noktadaki tiirevi o noktadaki tegeti-
nin egimi demek degil miydi?

'$il_1'ldi bunlarn yorumlayin bakalim.

Saka saka®

"'Bir fonksiyon tiirevinin (tegetin egiminin) pozitif
oldugu araliklarda fonksiyon artan, negatif oldu-
‘§u araliklarda ise azalandrr.

Ornegin

\ .

-3

~
L0
ot
/
k
b4

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonu
(=, -1) de azalan
(—1, 3) de artan

(3, ) da azalandr.

Burasini anladiysaniz gegeyim®©

Peki, fonksiyonun tirevinin grafigi verildiginde artan
azalan oldugu araliklar bulunabilir mi?

Evet, fonksiyonun tirevinin grafigini verir de bu fonk-
siyonun artan - azalan oldugu araliklarn sorarlarsa bu
da kolay® '

Tiirev grafiginin x ekseninin iistiinde oldugu yer-
lerde tiirevi pozitif oldugundan fonksiyon artan,
altinda oldugu yerlerde ise azalandir.

Ornegin

Sekilde tiirevinin (f ' niin) grafigi verilen f fonksiyonu
(==, —1) de azalan (Egri x ekseninin altinda)

(-1, 5) te artan (Egri x ekseninin lstiinde)

(5, 8) de azalan,

(8, =) da artandur.

Biitiin bu anlattiklanmi 6zetleyeyim.

Bir fonksiyonun artan oldugu aralikta tiirevi pozi-
tif, azalan oldugu aralikta ise tiirevi negatiftir.

Ya da bunu tersten disuinirsek,

Herhangi bir aralikta bir fonksiyonun tirevi pozitif ise
fonksiyon bu aralikta artan, negatif ise azalandir.

O halde denklemi verilen bir fonksiyonun artan
veya azalan oldugu aralk sorulmugsa birinci tii-
revinin igaretini incelemek lazim. Pozitif oldugu
yerlerde artan, negatif oldugu yerlerde azalandir.

Su da aklinizda olsun. Bir fonksiyonun grafigindeki
tepecik ve gukurcuklarda tiirevi sifirdir. Niye ki?
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Sekilde grafigi verilen f fonksiyonu igin agagi-
dakilerden hangileri her zaman dogrudur?

I. (==, 1) de azalandir.

fl. (-1, 3)te azalandr.

. (1, =) da artandrr.

IV. (- ,1) de-artandrr.

V. x=-1ve x=3 te tirevi sifirdir.

VI. x =1 de tirevi sifirdir.

VIl. x = 2 deki tegetinin egimi pozitiftir.
VIll. x = -2 deki tegetinin egimi pozitiftir.

AY

1/T 4 /f(‘i

VA <

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonu igin agagi-
dakilerden hangileri daima dogrudur?

I.  (=<,~1)deazalandr.

. (-1, 3)te artandrr.

. (1, 4) te azalandir.

V. (- =,1)de artandrr.

V. x=1ve x =4 te tirevi sifirdr.

VI. (4, <) da artandir.

VIl. x=-1,x=3vex=5 te tirevi sifirdrr.
VIII. x = 2 deki tegetinin egimi pozitiftir.

IX. f'(5) f'(-3)<0dir.

Sekilde f fonksiyonunun tirevinin (f' nun) gra
verilmigtir.

Buna gore, f fonksiyonu igin agudakllerden han.
gileri daima dogrudur?

I.  Daima artandrr.

l. (-=,2)de azalandtr.
I (2, ») da artandr.
IV. x = 2 de tirevi sifirdir.

Sekilde f fonksiyonunun tirevinin (f * nun) grafi
verilmistir.

Buna gore, f fonksiyonu igin agtdaknlerde
gileri daima dogrudur?

l. (-,-1)daazalandir.
Il. (—-°s,1) de azalandir.
. (-1, 3) te azalandir.
IV. (1, 5) te artandir.

V. (3, =) da artandir. c
VI. x=—1ve x = 3te tirevi sifirdir.
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f'ix)

:$ekilde f fonksiyonunun turevinin (f* niin) grafigi
*-verilmigtir.

I§una gore, f fonksiyonu igin agidakilerden han-
gileri daima dogrudur?

( - ,0) da azalandir.

(= «.— 2) de artandir.

(-2, 2) de azalandir.

(0, 3) te artandir.

(5, ) da azalandrr.

x = 0 ve x = 3 te tirevi sifirdrr.

x=-2, x=2ve x =5 de tlrevi sifirdir.

I, (3,) da azalandrr.

Bi_f_ffonksiyonunun (a,b) araliginda
Pozitif tammli olmasi f(x) > 0,
Negatif tamimli olmasi f(x) < 0,

Artan olmas: f (x) > 0
Azalan olmasi f '(X) < 0 olmasi anlamina gelir.

;’$'éiiilde (a, b) de pozitif tamimh ve artan f fonksiyo-
n_Li'nun grafigi verilmistir.

Bi;na gore, agidakilerden hangileri negatif ta-
nimli ve azalandir?

'a}:"zlf(x} +1

Hx)

€

X

6]

Q===
o

Sekilde (a, b) de pozitif tanimli ve azalan f fonksi-
yonunun grafigi verilmigtir.

Buna gore, agagidaki fonksiyonlardan hangileri
negatif tanimh ve artandir?

-1
3f(x) -1 b
a) 3f(x) )f2(x)
0 -f(x) ) f—;—)
Jl\y
D s x
(o] 1

Sekilde (a, b) de negatif tanimh ve azalan f fonksi-
yonunun grafigi verilmistir.

Buna gore, agagidaki fonksiyonlardan hangileri
pozitif tanimli ve artandir?

-1
1-3f b

a) (x) ) )

&) —f2 (x) d) .

()
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0 < a < b olmak lizere,

f fonksiyonu (a, b) araliginda negatif taniml artan
bir fonksiyondur.

Buna gore, ayni aralikta agagidaki fonksiyon-
lardan hangileri kesinlikle pozitif tanimh ve aza-
landir?

a) f(x)+2 b) f(—x)
-1 3
d) -f
°) fz(x) ) ()
-1
e) 1-f(x) f) m

a < b < 0 olmak lizere,

f fonksiyonu (a, b) araliginda pozitif tanimh ve aza-
lan bir fonksiyondur.

Buna gére, ayni aralikta agagidaki fonksiyon-
lardan hangileri negatif tanimh ve artandir?

a) -f%(x) b) fE_:)
c) f(x)-3x d) ?-E-;i).

$ekilde verilen f fonksiyonunun grafigine gére
agagidaki ifadelerden hangileri her zaman dogn;
dur?

a) f(2).f'(1)>0 b) f'(5) - f'(3) >0’

c) f(-4)+f'(7)<0 d)f(0)+f‘(5)=o'_-

e) f'-2)f(2)<0 f)f'(4) < ')

AY
/’Y 7
‘N /.
752 [N /5

Sekilde verilen f fonksiyonunun grafigine giir'e__
agagidaki ifadelerden hangileri her zaman dogr
dur? L

a) f(1)+f'(2)<0 b) f'(-6)+f'(2)<0

c) f'(3)+f(=3)>0 d)f(~5)+f'(5)=0

e) f'(0)-f(4)<0 f)f (-4)+f'(3)<0
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f(x)=x2 —4x +1

.fonksiyonu hangi aralikta artandir?

f(x)=x3 - 3x2

.fonksiyonu hangi aralikta artandir?

4

X 3
f(x) = ——
(x) 12 X

fonksiyonu hangi aralikta artandir?

4. f(x)=x3 ~3x2 - 24x+5

fonksiyonu hahgi aralikta azalandir?

3
5. f(x)=%—8x

fonksiyonu hangi aralikta azalandir?

6. m nin hangi degerleri igin

mx+4
X+m

f(x) =

fonksiyonu daima azalandir?
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7. m nin hangi degerleri igin

f(x)

_mx+m+12
X+m

fonksiyonu daima azalandir?

8. k min hangi degerleri igin
tog—t=]
fonksiyonu daima artandir?

9. m nin hangi de@erleri igin
f(x) =(m2 —4)x+3

fonksiyonu daima azalandir?

10. c nin hangi degerleri igin
f(x)=x3 -3x2 +ox +1

fonksiyonu daima artandir?

11. a nmin hangi degerleri igin
f(x) = x3 —ax? +3x -2

fonksiyonu daima artandir?

12, f(x) = -x® +6x? —(3m +18)x - 2

fonksiyonu daima azalan olduguna géré,-. f
hangi degerleri alabilir? '



'TUREVIN UYGULAMALARI

. aNTRENWAN

. Ekstremum Noktalar ve 1. Tiirevle iligkisi

Abayip 6nemli bir yerdesiniz. Ona gore.©

. - -Onun igin sada sola dalmadan dikkatli bir sekilde ta-
“kip edin bakalim.©

llk sunu sdyleyeyim. Bir fonksiyonun ekstremum
noktalari o fonksiyonun grafigindeki tepecik ve
cukurcuklardir.

. Tépecikler yerel maksimum noktalar, gukurcuklar
.da yerel minimum noktalardir,

yerel
LY maksimum
¥ nokta

3)=0

h L.
~
=
w
o
X,
Y
=

&

yerel

minimum
nokta

f-1=0

$ekilde grafigi veriten f(x) fonksiyonunun
x=-1 apsisli noktasinda yerel minimumu var ve bu
yerel minimum degeri — 4 tir. (Bu noktada f nin tiire-
vinin, yani tedetinin egiminin sifir olduguna dikkat
edin.)
x= 3 apsisli noktasinda yerel maksimumu var ve bu
)}éfel maksimum deger 4 tiir. (Bu noktada da f nin ti-
revi sifirdir.)

Bir fonksiyon x = a noktasi 6ncesinde artan, son-
ra azalan ise grafikte bu noktada bir tepecik olu-
sur ve bu noktada yerel maksimum vardr.

Ama x = a dan énce azalan, sonrasinda artan ise
b_ﬁ_noktada bir gukurcuk olugur ve bu noktada bir
yerel minimum vardir.

‘Bir fonksiyonun yere! maksimum ve yerel minimum
noktalarinin hepsine birden yerel ekstremum nokta-
-lan denir.

Ve sunu aklinizdan gikarmayin. Gok nemli©

-Bir fonksiyonun ekstremum noktalarinda tiirevi
“varsa bu tiirev degeri sifirdir.

' $_yfa5| da 6nemli...

- Tilrevin igaret degistirerek sifir oldugu noktada
“ekstremum vardr.

~Onun igin tiirevin igaretini inceleyerek ekstremum
oktalari gok daha kolay bulabilirsiniz.

1.

2,

Ornek Soru

f(x)=x3-3x2+2
fonksiyonunun yerel ekstremum noktalari nedir?
Cozelim® ‘
Cok klasik ve énemli bir soru.
Bir kere aklinizdan sunu hi¢ gikarmayin. Eger soruda
kurali verilen bir fonksiyonun ekstremum noktalari
(yerel minimum ve yerel maksimum degerleri) soru-
luyorsa bu 1. tirevle ilgilidir. 1. tiirevin igaretini ince-
leyip tablo yapin ve gergekleri gérin.
Yapalim. Ama 6nce tiirevini alip kdklerini bulmak I1a-
zim. f(x)=3x2 -6x=0dan x = 0 ve x = 2 imis©
Simdi birinci tlrevin igaret tablosunu yapabilirsiniz.

0 2
yerel yerel
max. min.

1. tiirevin pozitif oldugu araliklarda (yukari oklarla
gosterilen araliklarda) fonksiyon artan, negatif oldu-
du aralikta (agagdi okla gésterilen aralikta) ise aza-
landir.

Zaten tabloyu adam gibi yaparsaniz nerede yerel
maksimum, nerede yerel minimum var géreceksiniz.
Bunda x = 0 da yerel maksimum var. Ve bu yerel
maksimum deger f(0) = 2 dir. Dolayisiyla yerel
maksimum noktasi (0,2) dir.

Ayni sekilde x = 2 de yerel minimum var. Ve bu ye-
rel minimum deger f(2) = - 2 dir. Dolayisiyla da
yerel minimum nokta (2, —2) noktasidir.

Oldu mu simdi?

f(x)=x% -4x+3

fonksiyonunun yerel minimum noktasinin apsisi
kactir?

f(x)=-x2 +bx +3

fonksiyonunun x = 1 de yerel maksimumu oldu-
guna gore, b kagtir?
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3.

4.

5.

6.

f(x)=-2x2 —8x +1

fonksiyonunun yerel maksimum degeri kagtir?

f(x) = ——4x

fonksiyonunun yerel maksimum degeri kagtir?

f(x)=x3 -6x2 +3

fonksiyonunun yerel minimum degeri kagtir?

f(x)=x3 ~2x2 +x-2

fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarinin ap-
sisleri toplami kagtir?

7. f(x)=x3 -3x2 -9x+2

fonksiyonunun [2,4] araligindaki en kuquk dege
kagtir?

—x3
8. f(x)=—+3x—5

fonksiyonunun [1,3] araligindaki en biiyiik dege
kagtir? .

9, f(x)=x3 ~bx2 + 4x +¢

egrisinin yerel minimum noktasi A(2,6) oldugu
gore, (b,c) nedir? St

10.  f(x)=

egrisinin yerel minimum noktaS| A(1,4) olduﬂu'
gore, (a,b) nedir? .

x3 -2x2 +ax+b
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f(x)=x3 +mx+n

egrisinin (- 1, 5) noktasinda yerel ekstremumu
. olduguna gére, m.n garpimi kagtir?

o f(x)=x3 +bx% +cx+4

fqﬁkSiyonunun x = 1 ve x = - 4 apsisli noktalarin-
dayerel ekstremumu olduguna goére, b - ¢ farki
kactir?

f(x) =X FMX
B (X) ===
' :fdnksiyonunun x = 2 apsisli noktasinda yerel
ekstremumu olduguna gore, m kagtir?

oruda f nin tiirevinin (f ' niin) grafigi verilir ve artan,
zalan oldugu araliklar ile ekstremum noktalariyla ilgili
Yler sorulursa yapmaniz gereken yine 1. tiirevin isa-
fettablosunu hazirlamak olsun. Glinkii en rahat 6yle
Wailillyor®

Su sekli iyi inceleyin. Aslinda bu kisimla ilgili her se-
yin 6zeti var bunda. f nin tiirevinin (f ' niin) grafigi ve-
rildiginde f fonksiyonunun nerde azalan, nerde artan
oldugunu ve hangi noktanin yerel minimum, hangisi-
nin yerel maksimum oldugunu g¢ok net bir sekilde go-
rebilirsiniz. Ama goérmek igin bakmaniz lazim tabii ki©

L)
v
3
B
g, & [Pan [
yerel  yerel yerel
min.  max. min.

Yukaridaki sekilde f nin tirevinin (f ' niin) grafiginden
isaret fablosuna nastl gegtigime dikkat edin.

. Asagdida, her noktada tlrevlenebilir bir f fonksiyonu-

nun tirevinin (f' niin) grafigi verilmigtir.

Yukaridaki verilere uygun olarak alinacak f fonk-
siyonu igin agagidakilerden hangileri kesinlikle
dogrudur?

. - <x<1aralidinda azalandir.
Il. 1<x< e araliginda artandir.

lll. x =1 de yerel maksimumu vardir.
IV. x =1 de yerel minimumu vardir.
V. (- =, =) da artandir.

() =x° —%xz +1
fonksiyonu igin agagidakilerden hangisi yanhgtir?

A) x = 0 da yerel maksimumu vardir.
B) x = 1 de yerel minimumu vardir.
C) Yerel maksimum degeri 1 dir.

D) 1 < x < = araliginda artandir.

E) 0 < x < 1 araliginda artandur.



% TUREVIN UYGULAMALARI

6. Asadida, her noktada tiirevienebilir bir f fonksiyonu- 8. Asagida, her noktada tiirevienebilir birffonksiyoﬁ
nun tdrevinin (f ' ntin) grafigi verilmistir. nun tiirevinin (f ' niin) grafigi verilmigtir. -

AY

f(x)

\-3 -4 -1 1

-
SN

y=1{x) -

Yukaridaki verilere uygun olarak alinacak f fonk-
siyonu igin agagidakilerden hangileri kesinlikle

G 2
dogrudur? Buna gére, y = f(x) fonksiyonunun yerel
. -2 <x <4 arahginda azalandrr. ekstremum noktalarinin apsisleri toplanu kagt
Il. 4 <x < araliginda artandir.

ll. x=-2de yerel maksimumu vardir.

IV. x =4 te yerel minimumu vardir.
V. x =1 de yerel minimumu vardir.

7. Asagdida, her noktada tiirevlienebilir bir f fonksiyonu- 9. Asag_.lda..h.e r n?ktf’da turexlenep |I|.r t{urffonksn_yqnu
R L nun tirevinin (f ' niin) grafigi verilmigtir.
nun tdrevinin (f ' ntin) grafigi verilmistir.

y =1(x)
Yukaridaki verilere uygun olarak alinacak f forlk
Yukaridaki verilere uygun olarak alinacak f fonk- siyonu igin agagidakilerden hangisi kesinlikle
siyonu igin asagidakilerden hangileri kesinlikle dogrudur? -
dogrudur?
A) — 1 <x < 3 araliginda artandir.
Il. -6 <x<-2araliginda azalandir. B) 3 < x < 5 arali§inda azalandir.
Il. — % < x <-4 araliginda azalandrr. C) x = 1 de yerel maksimumu vardir.
ll. x =1 de yerel maksimumu vardir. D) x = — 1 de yerel minimumu vardir.
IV. x = —2de yerel minimumu vardir. E) x = 5te yerel maksimumu vardir

V. x =5 te yerel maksimumu vardur.
VI. -2 < x <5 araliginda artandir
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- Maksimum ve Minimum Problemleri

Diyelim ki elinizde bir fonksiyon var.© Bu fonksiyo-

. pun Minimum ya da maksimum degerini bulamaz mi-
" ainiz? Iste buradaki olay da bu. Ama gogu zaman

" “fonksiyonu vermiyorlar tabii. Siz yaziyorsunuz.
Birazdan goreceksiniz zaten. Maksimum - minimum
sorularinda genel olarak, bir uzunlugun, alanin,
_hacmin veya baska bir seyin en az ya da en gok

- kag olabilecegi sorulur.

Maksimum ve minimum sorularini gdzerken genel bir
_yontem bilmek 6nemli. Yoksa farkh gibi duran her so-
““ruda " Simdi n'tcez?” diye diisinmenin alemi yok.
lik 6nce kafanizda gunu netlestirin.
Sizden maksimum ya da minimum olmasi istenen
- nedir? Bir uzunluk mu? Bir alan mi? Her neyse ig-
te... Bunu belirleyin.
“Daha sonra bunu bir degiskene bagl olarak ifade
-edin. (Yani, bir fonksiyon elde edin.)
_Bundan sonrasi ise kolay.
.-Simdi elinizde bir fonksiyon var ve siz bu fonksiyonun
" maksimum ya da minimum degerini bulmak istiyor-
sunuz. Artik yapmaniz gerekeni biliyorsunuz. Yapa-
caginiz sey; bu fonksiyonun tirevini alip ve sifira
ésitlemek ve maksimum ya da minimum yapan dege-
ri bulmak. ’
:Herhalde bir geyler bulursunuz.©

"brnek Soru
x> 0 olmak iizere, y =% egrisinin baglangig nok-

tésma en yakin olan noktasinin, baglangig nokta-
‘'sina olan uzakhgi kag birimdir?

Cézelim®
“llk 6nce sizden neyin istendigini kafanizda netlestirin.

2
X

lé_ténen y == egdrisi tUzerindeki orijine en yakin nok-

“tanin tespit edilerek bu noktanin orijine olan uzaklgi-
nin hesaplanmasi.

Yani, iki nokta arasindaki uzakhigin en kigiik degeri.
o halde yapmaniz gereken sey bu uzakhigi bir degis-
kene(x e) bagli ifade edip sonra x e gore tiirevini al-
mak.

: .Ki$aca5| y =% egrisi Uzerindeki bir noktanin orijine

~olan en kisa uzakhig: soruluyor.

Bunun igin ilk 6nce egri Uzerinde bir nokta alin. Sonra
da bu noktanin orijine olan uzakligini formiille ifade
edin. (Formill de bilin gari®).

Egri Gzerindeki bu nokta A(x,y) olsun. _Ve y =% mig

zaten. Dolayisiyla alinan nokta A(x, %) oldu.

Simdi bu noktanin O(0,0) a uzakhgini koordinatlari bi-
linen iki nokta arasindaki uzaklik formiliini kullana-
rak yazin.

Hatirlayin® A(x,, y,) veB(x,.y,) noktalari arasin-

daki uzaklik| AB| = J(xz - X ¥ +(y, - W idi.

Buradan da istenen uzakhigi x e bagli olarak

2
|AO|= \j(x-o)2 +(3~0) - sz +-&. sekiinde ifa-
X X

de edin.
Artik bundan sonrasi énceki antrenmanlar gibi.

f(x)= sz +-'12- fonksiyonunun en kiigiik degeri kag-
x

tir? Bunu bulacaksiniz.

Bunun igin bu fonksiyonun tirevini alip sifira esitle-

2X-%
——X__ =0 dan x =+2 yibulun.
2+ L
2+ 2

yin. Ve f'(x) =

Ama cevap Y2 degil tabii ki. Eger soruda sorulan egri
Uzerindeki orijine en yakin noktanin apsisi olsayd: cevap

V2 olurdu. Amaistenen x =2 igin |AO| nun degeri.
Artik x=+2 igin |AO| =2 yi bulursunuz.

Evet, biraz uzun gibi. Ama olayin temel mantigint an-
layabilmeniz igin hem biraz zor bir soru segtim. Hem
de bu soruyu gézerken diigiindiigiim her geyi yaz-
dim.

Anladiniz mi bari©

x.(4 — x)

garpiminin en biiyiik degeri kagtir?
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2. y=8-Xx

olduguna gére, x.y garpiminin en biilyiik degeri
kagtir?

3. y=~.l4—x2

olduguna gore, x + y toplami en ¢ok kagtir?

4. A ve B noktalari arasindaki uzakhk L dir.

olduguna gore, L en az kagtir?

S. y=x2 -9x-2

olduguna gore, x in hangi degeri igin x + y topla-
mi en kiigiik olur?

6. |AB] =V (x = 2)2 + (x — 4)2

olduguna gére, |AB| en az kagtir?

7. Hangi x degeri igin

|AB| =  x* + (3 — x)?

uzunlugu en az kagtir?

8. x pozitif reel sayisi igin
4
X+ —
X

toplaminin en kiigiik degeri kagtir?

9. 3x +y =120 olduguna gore, x.y garplmlhin_ ?

biiyiik degeri kagtir?
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i 13 +b =6 olduguna gére, a-b? garpiminin en
' piiyiik degeri kagtir?

e i_(enar uzunluklari 20 — x? cm ve 4x + 2 cm olan
"_dikdortgenin gevresi en gok kag cm dir?

y=va_x2

'6I:&uguna gore, x.y garpiminin en biiyiik degeri
hagtr?

4. xve y pozitif reel sayilar olmak lizere,
x.y = 16 olduguna gére, x + y toplaminin en kiigiik
degeri kagtir?

5. Farkl iki kenarinin uzunluklari (x + 4) cm ve
(12 - 2x) cm olan dikdértgenin alani en gok kag
cm?dir?

6. f(x)=x2 + 3x egrisi iizerindeki A(x1.y1) noktasi

nin koordinatlari toplami X, in hangi degeri igin

en kiigiik olur?
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7. y = x2 parabolii izerindeki P(a,b) noktas! aliniyor.

Buna gére, a nin hangi degeri igin a® - 3bfarki
minimum olur?

8. y=4sinx + 3cosx in [0. %-]arallgmda aldigi en

blyiik deger kagtir?

9. f(x) = 2sinx + cosx

fonksiyonunun [0, 2x] araiiginda aldigi en kiigiik
deger kagtir?

10. x2 + (m—3)x + m + 3 = 0 denkleminin kokier;

ve X, dir.

Buna gére, x12+><'22 toplamini minimum yapap,
degeri kagtir?

1. x2 + (m? + 5 + m — 2 = 0 denkleminin kékién %

ve x, dir.

1.1 C
Buna gore, 7+x_ toplamim maksimum yapan .-
1 72 "~
m degeri kagtir? .

12. Bir imalatgy, tamamini Q = 2x + 1 TL ye mal ettigi
tane kalemin tanesini P = 4 — 0,02x TL den satiyor

Buna gére, imalatginin toplam karinin rhékslrn
olmasi igin kag kalem imal etmesi gerekir?:-
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) "Analitik dizlemde A(2, 2) ve B(k - 2, k) noktalan
- “yeriliyor.

_ Buna gore, k nin hangi degeri igin | AB| en kiigiik
“degerini alir?

\ _.'Dik koordinat diizleminde, A(- 5,0), B(2,0), C(6,0)

noktalar: veriliyor

‘Buna gore, Ox — ekseni iizerindeki hangi noktanin

bu noktalara olan uzakliklarinin kareleri toplami
en kiigiiktiir?

N 3-'D,i_l_( koordinat diizleminde y + 2x = 4 dogrusunun
baglangig noktasina (orijine) en yakin noktasinin
apsisi kagtir?

4, y= % fonksiyonunun baglangig noktasina en

yakin olan noktasinin, baslangig noktasina olan
uzakh@ kag birimdir?

4y
-t
S
P{ab)
5 Ll ¢
Sekilde grafigi verilen =% fonksiyonunun ori-

jine en yakin noktasi P(a,b) olduguna gore,
| OP | kag birimdir?

y= x? paraboliiniin A(3,0) noktasina en yakin

noktasi B olduguna gére, B noktasinin apsisi
kagtir?



<
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Sekildeki gibi dikdértgen bigiminde ve bir kenarinda
duvar bulunan bir bahgenin Uig kenarina bir sira tel
gekilmistir.

Kullanilan telin uzunlugu 80 m olduguna gore,

bahgenin alani en fazla kag m? olabilir?

B

A ——

Dikdértgen bigimindeki bir bahgenin [AD] kenarinin
timd ile [AB] kenarinin yarisina sekildeki gibi duvar
orllmis, kenarlarinin geriye kalan kismina bir sira tel
cekilmisgtir.

Kullanilan telin uzunlugu 120 m olduguna gére,
bahgenin alani en fazla kag m? olabilir?

10.

D <L> C T
g Mutfak ix
o

Galisma odasi 3x

Koridor, mutfak ve galigma odasindan olusan blri
yerinin yukarida verilen modeli ABCD dlkdortgemd‘
ve bu dikdortgenin gevresinin uzunlugu 48 metqemr

Bu is yerindeki mutfagin en genis olmas; j |g|n x
kag metre olmahdir?

Cevresi 8 cm olan ABCD dikdértgenin dlslna'.'k.gna
rindan 1 cm uzaklikta KLMN dikdértgeni (;iziliycsi’.

Buna gore, KLMN dikdoértgenin alam en gol_( Ita
cm? olabilir? :
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R

pirt. yéntem (Tabir-i digerle korsan yol©)

:gen(i iginize yarar diye sdyliyorum. Bir ig¢genin igine
gizilen dikdértgenlerden alani en biiyiik olanin alant
iiggen alantnin yarisina esittir. Ve her zaman dyle-
~dir®
- Gember igine gizilen max. alanli veya gevreli dikdort-
gen de karedir.

"Sekilde, koordinat diizleminin birinci bolgesinde B
" 'kdsgesi 2x + y = 16 dogrusu lzerinde olan OABC
':.'-3'dikd6rtgeni verilmigtir.

. Buna gore, dikdértgenin alani en gok kag birim
karedir?

A K L B

" $ekilde, dik kenar uzunluklari 4 cm ve 5 cm olan

- ABC dik Uggenininigine M ve N késeleri dik kenar-
ar (izerinde K ve L kdgeleri de hipotenis Uzerinde
olan KLMN dikdértgeni gizilmigtir.

-Buna gore KLMN dikdértgeninin alani en gok
- kag cm? dir?

B acm c
Sekilde taban uzunlugu | BC| = 8 cm ve bu tabana

ait yliksekligi 6 cm olan ABC liggeninin i¢ bélgesin-
de sekildeki gibi dikdértgenler giziliyor.

Bu dikdortgenlerden alani en biyiik olaninin
alani kag cm? dir?

B
L N
o K A

Yukaridaki sekilde merkezi O, yarigapi

| OAl=10B| = 2 cm olan dértte bir gember yay: iize-
rindeki bir N noktasindan yarigaplara inen dikme
ayaklari K ve L dir.

Buna gére, OKNL dikdértgeninin en biiyiik alani
kag cm? dir?
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Su iki soruda Gggenlerin ikizkenar olmasi gerek© 7. o c
5.
A C dcm
Sekilde, yarigapi | OB| =4 cm olan yarim gemp,
icine ABCD yamugu gizilmigtir.
Buna gore, alami en biiyiik ABCD yamugunyi
Dik yarigaplari [OA], [OB] ve yarigapi 4 birim olan yiiksekligi kag cm dir?
ceyrek gember {izerindeki degigken bir P noktasi-
nin OA uzerindeki dik izdiigimi H olduguna gére,
POH iiggeninin gevresi en gok kag birim olabi-
lir?
6. by 8. Yarnigapi 6 cm olan bir gember igine gizil;ﬁng_

en biiyiik alanh dikdértgenin gevresi kag cin
dir? '

Sekilde, denklemi x? + y2 =4 olan dortte bir gem-

berin P noktasinin x ekseni Gzerindeki dik izdisu-
mi A(x,0) noktasidir.

Buna gore, OAP liggeninin alani x in hangi de-
geri igin en biyiktiir?
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“$ekildeki P(x1 ,Y1) noktasi denklemi y = x(4 - X)
lan parabol Uzerindedir.

X, in hangi degeri igin x; +y, maksimumdur?

'A;Ve B noktalari Ox ekseni lizerinde, C ve D noktalari
- |se y=3- x2 parabolil Uzerinde pozitif ordinatli nok-

_t_ial"ar olmak iizere sekildeki gibi ABCD dikdértgenleri
- olugturuluyor.

.Bu dikdértgenlerden alani en biiyiik olanin alani
kag birim karedir?

Sekilde y = x2 parabolii Gzerindeki B noktasinin

y = 3 dogrusu ve Oy ekseni iizerindeki dik izdiigim-
leri sirasiyla A ve C dir.

y = 3 dogrusunun Oy eksenini kesim noktasi D
olduguna gore ABCD dikdortgeninin alani en
ok kag cm? dir?

ol Hx0) A0

Denklemi y = +/x olan sekildeki paraboliin P noktala-
rinin x ekseni Gzerindeki dik izdligimi H(x,0) dir.

A(12,0) olduguna gére, HAP iiggeninin alani, x in
hangi degeri igin en biiyiiktiir?
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Sekilde dik koordinat diizleminde grafigi verilen y =
Inx egrisinin lUzerinde alinan B noktasinin Ox ve Oy
ekseni Gizerindeki dik izdligimleri sirasiyla C ve A dir.

Buna gore, OABC dikdortgeninin alani en gok kag
birim karedir?

6. Bir kare dik prizmanin tabaninin bir ayriti ile yiik-
sekliginin toplami 6 cm olduguna gére, bu priz-

manin hacmi en cok kag cIT tiir?

Sekilde grafigi verilen y = 2x2 paraboliiile -
y = 8x + 9 dogrusu arasinda y eksenine paralel ol
cak bigimde | MN | gizilmistir.

Buna gbre, | mN| encokkag birimdir?

Bir Uretici, Uretim maliyeti Q = 10x + 20 lira olan_
adet Urindn tanesini P = 90 — 0,2x liradan satiyor:

Buna gdre, iireticinin toplam karinin maksumum
olmasi igin kag adet iiriin satmasi gerekir? -
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" .- giikim (Doniim) noktasi, i¢ biikeylik, dig
" piikeylik ve Il. tiirevle iligkisi

“Bnee giize! bi sekil yapayim®

! ]

i¢ bikey (konkav) dis biikey (konveks)
gukurluk yonii agag cukurluk yoni yukar

£(x)< 0 fx)> 0

. Bir egriye tanim araliginin belli bir alt arahiginda gizi-
“len tegetler egrinin Ustliindeyse egri bu aralikta igbi-
; _kéy (cukurlugu agagi dogru), altindaysa digbiikey

" (gukurlugu yukari dogru) dir.

- Bunun tirevle iligkisi ne? Onu da izah edeyim.

o - Bir fonksiyonun ikinci tiirevi (f ") fonksiyonun ig-
' ‘bilkey (gukurlugu agagi) oldugu aralikta negatif,

" digbiikey (gukurlugu yukari) oldugu aralikta ise

- pozitiftir. Biitiin olay bu iste©®

‘Ozetleyeyim.

i -x') < 0 ise fonksiyon igbiikey (gukurluk agagi)

x) > 0 ise fonksiyon digbiikey (gukurluk yukari)

Biikiim (Déniim) Noktasi

_#onksiyonun icblkeylikten digbiikeylige veya digbi-
" keylikten icbiikeylige gegis noktalarina fonksiyonun
biikiim (d6niim) noktalari denir.

vy y=f{x)

o bikdm
"5 Fen noktast

f'x) =0

¥ X

Sekilde x = a noktasinda tirevlenebilen f fonksiyonu
bu noktanin solunda igbiikey (f "(x) < 0), saginda

. disbiikey (f "(x) > 0), oldugundan x = a da déniim
'(bﬁkijm) noktasi vardir.

Bir fonksiyon biikiim (d6niim) noktasinda
tiirevlenebilir ise bu noktadaki ikinci tiirevi sifir-
_ dir. Yani, verilen gekilde f (a) = 0 dir.

O halde genel bir 6zet yapip sunlari not edelim.

Bir fonksiyonun igblikey, digbiikey oldugu araliklar
veya déniim (bilikiim) noktasi sorulmussa bunlar ikin-
ci tirevle ilgilidir.

Ornek Soru
f(x)=x3 +6x2 -3x +2

fonksiyonunun igbiikey, digbiikey oldugu aralik-
lar ve biikiim(doniim) noktasi nedir?

Cozelim.©
Aklinizda olsun. Bir fonksiyonun

icbiikey (konkav), digbiikey (konveks) oldugu aralik-
lar veya biikiim (d6niim) noktasi sorulmugsa bunlar
ikinci turevle ilgilidir. Onun igin hemen fonksiyonun
ikinci tirevini alin kdkleri bulun ve isaret tablosu ya-
parak igaretini inceleyin.

Alalim bakahm ikinci tiirevi. Ve sifira egitleyip kokle-
rini bulalim. Sonra da tablo tabii ki.

Ama 6nce birinci tiirev.

f'(x)=3x2 +12x~3 bunun da tirevini alip ikinci tii-
revi bulalim.
f"(x)=6x+12=0dan x = - 2 yi bulun.
Ve igaret tablosu
x| -2

£(x) %
icbiikey

. digbiike
v § Y

bilkim
noktast

Tabloda her gey var. Bakip anlayin artik©

(- o, =2) araliginda ikinci tiirev negatif oldugundan
fonksiyon bu aralikta igbiikeydir.

(=2, ) araliginda ise ikinci tirev pozitif oldugundan
bu aralikta digbiikeydir.

Bu fonksiyonun biikiim (déniim noktasinin apsisi ise
—~ 2 dir. Dogru. Peki, ordinati kagtir?

f(-2) degil mi?

O da f(-2) = 24 oldugundan dénim noktasi (-2,24)
tiir. Var mi bi problem?

Gorduguniiz gibi birinci ve ikinci tiirevin yorumu aca-
yip zor bi seye benzemiyor. Biraz bilgi birikimi, biraz
da cebirsel yetenek varsa sikinti olmuyor. Aksi du-
rumda zginim tabii ki.

Aslinda esitsizliklerdeki gibi tablo yapmayi ve ne an-
lama geldigini bilmiyorsaniz 6grenip gelmenizde fay-
da var® Gidip 6grenin de dyle gelin.©
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1. Denklemi y =x° +x2 olan egrinin doniim (biikiim)
noktasinin apsisi kagtir?

2. f(x)=~2x3 +6x2 +3x +1
fonksiyonunun biikiim(d6niim) noktasinin apsisi
kagtir?

3. f(x)=—x3 +3x2 +x—1
fonksiyonunun biikiim (d6niim) noktasinin ordi-
nati kagtir?

4, f(x)=kx® +6x% -7x-2
fonksiyonunun biikiim (doniim) noktasinin apsisi
1 olduguna goére, ordinati kagtir?

5. f(x)=-x3 +3x2 +2x+3

fonksiyonunun déniim (biikiim) noktasinin k00r. I
dinatlar1 nedir?? h

3

6. f(x)=x* —mx3 +mx +m

fonksiyonunun biikiim (déniim) noktasinin apsm
- 1 olduguna gére, ordinati kagtir? : S

7. f(x)=-2)x3 + 6x2 + 4x -3

fonksiyonu hangi aralikta digbiikeydir? (Cukurluk’
yonii yukar: dogrudur?)

8. f(x)=x* -6x% -2 _
fonksiyonu hangi aralikta igbiikeydir? (Cukuﬂll
yonii asagi dogrudur?)
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f(x)=x3 +ax? +b

" fonksiyonunun biikiim (déniim) noktasi B(1,3) ol-
~ duguna gére, b kagtir?

f(x)=x3 +ax? +bx -4

egrisinin doniim noktasi A(-1, 3) olduguna gére,
' a.bgarpimi kagtir?

f(x)=-2x3 +ax? —bx +4

;.&enklemiyle verilen egrinin doniim (biikiim) nok-
‘tasinin apsisi —1 ve egrinin x =1 de yerel
"ekstremumu olduguna gére, (a,b) nedir?

f(x)=x3 -3x% +4x+2

'fanksiyonuna biikiim (d6niim) noktasinda gizilen
tegetin egimi kagtir?

Denklemi y = x® —3x2 +x+2 olan edri,

a) Hangi aralikta i¢ biikeydir?
b) Hangi aralikta dig biikeydir?-
c) Doniim (biikiim) noktasi nedir?

2

X -
3 +?+3 olan egri,

Denklemi y =-x

a) Hangi aralikta i¢ biikeydir?
b) Hangi aralikta dig biikeydir?
c) Doniim (biikiim) noktasinin apsisi kagtir?

Denklemi y = ﬁ—ﬁ -1 olan egri,
12 3
a) Hangi aralikta ig biikeydir?
b) Hangi aralikta dis biikeydir?
c) Doniim (biikiim) noktasinin apsisleri kagtir?
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Yukarida grafigi verilen f fonksiyonunun gukuriugu
x = 2 apsisli noktada yén degismektedir.

Buna gore, (— ©, «) araliginda tanimli f fonksi-
yonu igin agagidaki sorulari cevaplayiniz.

8. f fonksiyonunun yerel maksimum noktasinin
apsisi kagtir? '

9. ffonksiyonunun yerel minimum noktasinin apsisi
kagtir?

10. f fonksiyonunun yerel maksimum degeri kagtir?

11. f fonksiyonunun artan oldugu en genig aralik
nedir?

12.f fonksiyonun azalan oldugu en genis aralik ne-
dir?

13. f fonksiyonunun biikiim noktasinin apsisi kagtir?

14. f fonksiyonu hangi aralikta igbiikeydir?

15.

16.

17.

18.

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonunun gukurliigy
x = 4 apsisli noktada yén dedismektedir. ..

Buna gére, (- @, «) araliginda tanimh f fohk
yonu igin agagidaki sorulari cevaplayiniz,

Asagidakilerden hangisi yanligtir?

A)f(3)>0
D)f"(6) <0

B)f'(2)=0 C)f"(1)_¥02
E)f'(9) >0 '

Asagidakilerden hangisi yanlhigtir?

A)f(5)=0 B)f'(-2)=0  C)f"(7)>0
D)f"(4)=0 E)f'(5)<0 '

Asadgidakilerden hangisi dogrudur?

A)f(-2)=f'(7) B) f'(5) > f(1"o')_:

C)f'(0) <f"(2)

D) (1)£2)>0
E) f(~3).f"(3)> 0

Asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) f(3) < (4) B) f(8) <f(8)_j-

C)1'(0) > (@) D) 1"(2)12)

E)f'(1).£"(1)>0
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e

-1&!2 3 5\

Fix)

© “Yukarida her noktada tiirevienebilen f fonksiyonunun
_birinci tlrevinin (f* nin) grafigi verilmigtir.

-.Agagldaki sorulan bu grafige gore cevaplayiniz.

f fonksiyonunun yerel maksimum noktalarinin
.-apsisleri toplami kagtir?

2, ffonksiyonunun yerel minimum noktasinin apsisi
" kagtir?

“.: Sunu da bilseniz hig fena olmaz.© Biraz ayrinti gergi.

Ama olsun. Yine de bakin siz.©

.. Bir fonksiyonun 1. tiirevinin grafigine cizilen te-
‘getin egimi 2. tiirevi verir. Dolayisiyla 1. tiirevin
fonksiyonunun artan oldugu araliklarda ikinci tii-
.~ rev pozitif, azalan oldugu yerlerde ise negatiftir.

. ffonksiyonunun biikiim noktalarinin apsisleri
" kagtir?

./ f fonksiyonun artan oldugu en genis aralik nedir?

. f fonksiyonun azalan oldugu en genis aralik ne-
“dir?

-:"f fonksiyonunun igbiikey (gukurlugu agagi) oldu-
_ du en genis aralik nedir?

» .f fonksiyonunun digbiikey (gukurlugu yukari)
oldugu en genis aralik nedir?

P - X

s 'Y
(=]
—
w
QO feosrnrm

y =f(x)

Yukarida her noktada tiirevienebilen f fonksiyonu-
nun gukurlugu x = 3 ve x = 8 apsisli noktalarda yén
degistirmektedir.

Buna gore, f fonksiyonu igin agagidakilerden
hangisi yanhgtir?

A) — » < x < 3 aralidinda icbikeydir.

B) x = 3 te bikim noktas vardir.

C) 3 <x < 8arahginda f "(x) > 0 dir.

D) 8 < x < = araliginda digbiikeydir.
E)f"(8)>f"(1)dir.

Yukarida her noktada tirevli f fonksiyonunun ikinci
tirevinin grafigi verilmigtir.

Buna gore, f fonksiyonu igin agagidakilerden
hangisi dogrudur?

A) 2 < x < = araliginda azalandir.

B) (-, «) araliginda artandir.

C) (-, 2) araliginda artandur.

D) x = 2 de déniim (biikiim) noktasi vardir.
E) (-=, =) araliginda disblkeydir.
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10.

Yukarida her noktada tiirevlenebilen f fonksiyonu-
nun birinci tirevinin (f' ntn) grafigi verilmigtir.

Buna gore, f fonksiyonu igin asagidakilerden
hangisi yanlistir?

A) - = < x <1 araliginda digbiikeydir.
B) x = 7 de buikim noktasi vardir.

C) 3 < x < 7 araliginda i¢ biikeydir.
D) - 2 < x < 3 araliginda i¢ biikeydir.
E)f"(1)>f"(2) dir.

1.

ANRVANE
/N T

y=fx)
Sekilde f fonksiyonunun tirevinin (f ' niin) grafigi
verilmigtir.

Buna gore, f fonksiyonu igin agagidaki ifadeler-
den hangileri yanligtir?

A) -6 <x <-1 araliginda artandir
B) x = 5 te ekstremumu vardir.

C) -1 < x < § araliginda azalandir.
D) — 1< x <5 araliginda digbiikeydir.
E) 7 < x < = arahiginda igbiikeydir

12,

13.

Sekilde f fonksiyonunun tirevinin (f * niin) grafg|

verilmistir.

Buna gére, f fonksiyonu igin agagidaki ifadeler

/T
AN

y=f(x)’

den hangileri dogrudur?

A) - 3 < x < 2 aralidinda digbiikeydir.

B) x = 7 de ekstremumu vardir.

C) 2 < x <7 aralidinda i¢ bikeydir.

D) § < x <9 araliginda i¢ biikeydir.

E) - = < x < -3 araliginda digbukeydir.

y

/N

/-5 -3 1\

Yukarnida her noktada tiirevlenebilen ffonksi&to’huJ
nun ikinci tirevinin (f " niin) grafigi verilmistir. -

N\

y=f"(x)

Buna gobre, asagidakilerden hangisi dogfudﬁ

A)-5<x<-1aral

dinda igblikeydir.

B) x =- 3 te bir bilkiim noktasi vardir.

C) x =6 da bir biki
D)-w<x<-5aral

m(donim) noktasi vardlr

|g|nda igblkeydir.

E) x =2 de bir bukim noktasi vardir.
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Limit Sorularinda Tiirevin Kullaniimasi

Bunu kesinlikle gok seveceksiniz®
Gunki daha 6nce bir surd zaman harcayarak ¢oz-

diiginiz®© bazi gicik limit sorularini gsimdi acayip
kolay bir sekilde gozeceksiniz. Ama bagtan soyle-
yeyim. Turev alma kurallarini biliyor olmaniz lazim.
Turev alma kurallarini bilmiyorsaniz Gzginum.

L'Hospital Kurah (Lopital diye okuyun.©)
Dayanamayip séylicem. © Bir kerem bu adam! bu
kural galmig. ‘bu bir.

Simdi “"Nereden biliyorsun ki?” diyeceksiniz.
Eee... Arastirdik herhalde®

Ashinda bu kural John Bernolli denen adama ait-
mis. Adamcaz kurah bulmug ama nimetini
L'Hospital amca yemis. Bagka seyler yiyip yemedi-
< gini bilmiyorum.© Bu da ik©

Neyse o kismi bog verin. Sizi ilgilendiren kismina
geleyim.

Diyelim ki limiti hesaplarken x e deger verdiniz. Ve

bir de baktiniz ki sonug %veya % Gikiyor. Bu du-

rumda yapmaniz gereken payin tirevini ayri, pay-
danin tirevini de ayr almak ve x yerine degerini
tekrardan yazmak. Sonug kag ise limit degeri de o
dur.

" Bu kurala L'Hospital kurali denir. Ve acayip fayda-
" Iibir kural.© Géreceksiniz.©

' Eger belirsizlik devam ederse problem degil. Siz de
kural uygulamaya devam edersiniz.

Ama unutmayin ki bu kural sadece % ve %

belirsizligi varsa kullanilir. Yoksa kafaniza gore

her soruda kullanamazsiniz. Bilginiz olsun®

* Bir kez daha sdyleyeyim. Bu kural uygularken
payin tiirevini ayri, paydanin tiirevini ayri ala-

caksiniz. Anladimiz mi?

" Anlamadiysaniz bir daha okuyun®

" Yine anlamadiysaniz bi daha.©

Ve litfen kurali uygulamadan énce soruda

::' %ve % belirsizligi oldugundan da emin olun.

~ Bir érnek ¢6zersem anlattiklarimi daha iyi anlaya-

". Cakstniz©

Ornek Soru

x5 +x2-2

lim
x =1 xz_x

limitinin degeri kagtir?

Cozelim®©

Limit sorulanim gdzerken yapacaginizik seyi hatirla-
yin. x yerine verilen degeri yaziyorduk.

Yazalim bakalm.

im xS +x2-2_15+12-2
x>1 x2_x 12 1

Sonug %glklnca daha dénce garpanlara ayirma yon-

temlerini ve muthis cebirsel yeteneklerinizi kullanip
bu belirsizlik olayini halletmeye galisiyordunuz.

Yine deneyin bakalim.

Yemiyor di mi?

iste L' Hospital kurali bu sikintili durumdan kurtulmak
igin kullamhyor.

Kurali az 6nce anlatmaya galigtim. Ama isterseniz

tekrardan hatirlayin. Kural suydu; soruda %ve 3

belirsizligi varsa payin ve paydanin ayri ayn turevini
alip x e tekrardan degerini veriyorduk.
Alp da verelim bakalim kag ¢ikiyor?

5, x2 4 4
lim XXX =2 _ i Sx2+2x 517 +21_,
lenM x2 —x x->1 2x-1 2.1-1

Iste sonucu bulmus olduk.

Simdi anladimz mi hangi limit sorularinda L’Hospital
kurah kullanildigim?

 x%’_x-6
im ———
x—>3 xz_g

limitinin degeri kagtir?

) x> 8
im ——

x =2 x2 _9x+14

limitinin degeri kagtir?
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3 1
. X" +5x-6 —
3 lim 22222 3 +1
=1 X -x 7. lim X
x>-1 %2 4 x

limitinin degeri kagtir?
limitinin degeri kagtir?

3 .2 .3 8 lim ¥ -1

4. im 2 —2a’b+b ’ x=1 X—1
a—>b 2 s ele . o
a“® —ab limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtir?

o  im ¥Yx -4
5 lim x0~x5-2 ’ x—964\/_ 8
) x>-1 0 x4 limitinin degeri kagtir?
limitinin degeri kagtir?
3 . V X+3 2
+3x+4 10. lim

X—')1x_x2

limitinin degeri kagtir?
limitinin degeri kagtir? ' gert Kagh




limitinin deg@eri kagtir?

.. limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtir?

1-Jx
x=1 Inx

limitinin degeri kagtir?

i xInx
im
x=1 :;XZ -1

limitinin degeri kagtir?

In(x-1)

l —————r

x—-)Z\/XZ_4

limitinin degeri kagtir?

. In(cos x
lim -(2_l
x -0 x4+ x

limitinin degeri kagtir?

x
im &1
x=0 X

limitinin degeri kagtir?
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9 lim 10O +1) sin?x — 1
x=0 q1_g¥ 13. lim ———=%-
m sindx
limitinin degeri kagtir? -7
limitinin degeri kagtir?
X _ 14. lim ST
10. lim = ° x> x-1
x=>1 Inx limitinin degeri kagtir?
limitinin degeri kagtir?
1-sin3x
. 15. lim ——
1. lim XZarcsinx T dsin?x~1
X =0 tan x 6
limitinin degeri kagtir? limitinin degeri kagtir?
2cosx -1 . 1+5sin3x
12. li 16. im —————
x_,ml tanx — J3 x_); sin2x +cos x
3

limitinin degeri nedir?

limitinin degeri kagtir?
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~1+cos2mXx
x—>1 X -1

limitinin degeri kagtir?

L . 1-cosXx
o2 lim :
e x—0 X

~ limitinin degeri kagtir?

. N —COos(21X)
x—1 xX-1

limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtir?

x2+2x

5. - .
x —» 0 arctanx

limitinin degeri kagtir?

. X + sin4x
6 lim —____ _—
x—0 5x

limitinin degeri kagtir?

. 2x+sindx
7. lim ———.
x=>0 X +tan2x

limitinin degeri kagtir?

8 im 1= cos/x
x—>0* X '

limitinin degeri kagtir?

22. AN‘Tié'ENMIAN
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sin(x —1) 3 3
im ——— . 6x° -6
9. tim SXT 13, s
limitinin degeri kagtir?

y3'x SI(x=2y)

limitinin degeri kagtir?

2 _
10. lim tan(x 4)_

X—>2

tan8
14.
x4 -16

n—>o __
limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtir?

sinﬁ
in(2x - 6) 15. lim
11. lim Sintex-6)

-3 x2-9

n—->w

n
limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtir?

tan(xiﬂ)
16. lim -
12 lim 16x2 - 16¢2 Xow 2
) c-x 4sin(x —c)
limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtir?
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sin=

lim
X—>®

2x+1
" limitinin degeri kagtir?

f(x) = 2)(2 + 3

':';I'duéuna gore, lim f0r3)-160) degeri kag-
ey h->0 h

f(x) = e'*™ olduguna gére,

f(x)-f[ﬂ)
" 4
Ilmrr ——
X—)-A— X—z-

: 'ii.r;litinin degeri kagtir?

4 1(x)=sin2 x olduguna gére,

o )
g

Txa X o x-I

limitinin degeri kagtir?

5. f'(3) = 4 olduguna gére,
im f(5-2h)-f(h+ 2).
h—>1 h2 -1

limitinin degeri kagtir?

6. f: R » R ye her noktada tiirevli bir fonksiyon ve
f'(1) = 4 olduguna gore,

im f(1+3h)-f(1-2h)
h—0 h

limitinin degeri kagtir?

7. f(x)=x2 + 3x - 2 olduguna gbre,

i T 1) -f(1-2h)
h-0 h

limitinin degeri kagtir?

8. f(x) = 2x3 + x - 1olduguna goére,

im {20+ -f(1-3n)
h—0 h

limitinin degeri kagtir?
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_23‘ ANTRENMAN

9.  Turevlenebilir bir f: R — R fonksiyonu igin
f'(x) = 2x2 +1
f(3)=6

f(x)-

olduguna gére, lim -
x—=3 X

limitinin degeri

kagtir?

L'hospital kuralini uyguladiniz ama belirsizligi gide-
remediniz diyelim. Ne yapacaktiniz?
Ayni kural bir kez daha uygulayacaktiniz degil mi?

10. lim x3+x2-5x+3

x =1 x3 12x2 ~7x+4

limitinin degeri kagtir?

11. lim In (COS X)
x—> 0 X

limitinin degeri kagtir?

COS 2x — COS X
12. M —

x—0 xz

limitinin degeri kagtir?

2
_ X“+x-sinx
13. lim e
x>0 1-cosx

limitinin degeri kagtir?

14. lim 1-cos2x 2x'
x>0 Ssinx

limitinin degeri kagtir?

15. lim

limitinin degeri kagtir?

X.sin (% x) -1
16. im ——< 7
x—>1 x-1

limitinin degeri kagtir?
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~." FONKSIYON GRAFIKLERI
" Fonksiyonlarin grafigini gizebilmek 6nemli. Fakat
B gizemeseniz bile test sorularinda kurali verilen bir
" fonksiyonun grafigini veya grafigi verilen bir fonk-
siyonun denklemini siklari irdeleyerek bulabilirsi-
 niz. Zaten size de bu 1dz1m.© Onun igin bog verin.
Bitiin grafikleri ¢izmenizin bir alemi yok. ©

Ik olarak;

i':,;." Polinom Fonksiyonlarin Grafikleri
‘ C fx)=x% -3x-4
0 =-2(x=3)% (x+1)

gibi fonksiyonlarin (polinom fonksiyonlarin) grafikle-
riyle ilgili sorularda,

"« Eksenleri kesim noktalarina bakin.

' .+ x eksenine teget olup olmadigina bakin.

N Eger cok gerekliyse© fonksiyonun artan, azalan ol-

-"dugu araliklar, yerel ekstremum noktalari ve biikim
noktalarini bulun. (Cogu zaman buna gerek bile ol-

" ‘madigini géreceksiniz.)

Hatirlayin.
"Eksenleri kesim noktalar biitiin fonksiyonlar igin
. aymi gekilde bulunuyordu.

'x = 0 igin fonksiyonun y eksenini kesim noktasi,
.y =f(x) = 0 igin de x eksenini kesim noktalari bu-
lunuyordu.

. Su x eksenine teget olma olayini da izah edeyim.

- Fonksiyon grafikleriyle ilgili test sorularinda (6zellikle
-polinom fonksiyonlar) x eksenini kesim noktalarini
bulmak isinizi acayip kolaylastiracak. Goreceksiniz®.
$u yazdigima bakin.©

y=(x-a)x- b)2
x=adakeser x=bdeteget

Bunu grafik Gzerinde de temsili olarak gostereyim.
Mesela bunun grafigi s6yle olabilir.

v
\\/\f(x)
ol b a\ i

~ Aslinda buradaki biitiin olavin &zeti sunda var©®

2,

y=(x+1)(x —1)%(x - 2)% gibi bir fonksiyonun gra-
figi y eksenini x = 0 i¢in y = -8 oldugundan (0,- 8)
noktasinda keser.
x eksenini ise y = 0 igin x = - 1 de keser.

x =1 de x eksenine teget

X = 2 de biikiim nok. vardr.
Bu egrinin grafigi taslak olarak su sekilde olabilir.

\ ¥4 «x)
1 / .
ay 0 2 "
-8
Test sorularini gézerken sadece bunlari bilmek bile

yeterli.
Var mi bi zorlugu?

. Asgagidaki fonksiyonlarin y eksenini kesim nokta-

larinin ordinatlan kagtir?
a) y=x2-2x-8
b) y=—2(1-x)%(x+1)

c) y=x>-x?-4x+4

Asagidaki fonksiyonlarin x eksenini kesim nokta-
larinin apsisleri kagtir?

a) y=x?-x-2
b) y = —2(x - 87 (x—1)

c) y=(x-1)3(x+2)%(x - 4)
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3. Asadgidaki fonksiyonlarin eksenleri kesim nokta-
lan nedir?

a) y=(x+1)(x-2)>2
b) y=—2x2(3—x)3

©) y={(x*-9)(x+2)

d) y= :}[xz —':1)(:( +4)

N

o

¥
1 a\ "X
Sekilde grafigi verilen fonksiyon agagidakilerden

hangisidir?

A) y=(x+1)(x—4)>?
B) y=(x-1?%(x-4)

C) y=(x—1)(x=4)

D) ¥ = 2(x=1)2(x~4)

E) y=- (x-1)2(x-4)

24. 'ANTRENE‘.«M,».{

40 2

Sekilde grafigi verilen fonksiyon asagldakii'ef
hangisidir? :

A) y=2(x-1x-2)?

B) y=(x-12%(x-2)

C) y=(x+1)?%(x-2)
D) y=SH(x+1)2(x-4)

E) y=(x+1)%(2-x)
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L

3 o Jjz
-

. gekilde grafigi verilen fonksiyon agagidakilerden
:_' hangisidir?

“A) y = (x=3)(x +1)2(x +2)

. C) y= %(x -1)2(x+3)(x-2)

L G

) y=—;—1(x2 +x—6)(x —1)2

1 Ol 1

Seklide grafigi verilen fonksiyon agagidakilerden
hangisidir?

A) y=-2(x?-1)

B) y=(x-1?(x+1)

C) y=2(x2 -1)(x-2)
D) y=2(x2 1)’

E)y= —4(x2 —1)2

A/ \ X
Sekilde grafigi verilen f(x) fonksiyonu agagidaki-
lerden hangisidir?

A)f(x) = (x% = 1)(x + 3)

2 5
B)f(x) = 3 (x? = 1)(x~3)
o} 2 2

) f0) = 5(1-x°)(x +3)
D) f(x) = (x® — 9)(x +1)

E) f(x)= %(xz —1)(x+3)
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5 Y
4 100
2 / .
/ 77 »

Sekilde grafigi verilen f(x) fonksiyonu agagidaki-
lerden hangisidir?

A)f(x) = (x® = 1) (x — 2)
B)f(x) = (x* - )?(x - 2)
C) f(x) = (x* —4)(x—1)
D) f(x) = (x® = 1)(x —4)

E)f(x) = (x2 —2)(x? - 1)

6. f(x)='71(x+2)2(x—1)

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

y= %(x ~N2(x +2)

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden handg
dir? o

A)

C)

olabilir?

A)
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1 2 3.
| y_g(x—Z) (x+3) v
" fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi- 2
- dir? /
n Y 20[ 2\ /%
. ‘ \/
Yukarida y = k(x +a)2 (x —b)(x—c) fonksiyonunun
a 2 x grafigi verilmigtir.
0) D) vh Buna gore, a + b + ¢ toplami kagtir?
2
RN
y
2
| 2 «x
4. Y
2 0 WS -
Yukarida y = (x—a)(x — b )(x + c)? fonksiyonunun
grafigi verilmigtir.
Buna gore, a + b + ¢ toplami kagtir?
f(x)
o 1 3\ e
- Yukarida f(x)=k(x—a)? (x—b) fonksiyonunun
grafigi verilmigtir.
B ..
lUna gore,a + b + k toplam kagtir? Su ana kadar gérdigiiniz gibi tirev bilgisi hig kul-
' lanmadik. Ama tirev bilgisine ihtiyag duyulan sorular
; da olabilir.
i Turev bilgisi fonksiyon grafiklerinde yerel ekstremum
E' noktalar (tepecik ve gukurcuklari) bulurken bir de
i bikim noktasini bulurken Iazim olabilir. Ama genel-
E likle test sorularinin gogunda tirev bilgisine gerek
kalmaz.




O
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Rasyonel Fonksiyonlarin Grafigi

_ 2x-4 x2 .
y= <77 Y=x=7 gibi rasyonel fonksiyonlarin
grafigiyle ilgili test sorularini gézerken de iginize ya-
rayacak bir iki sey var. Ve sorular dogru ¢é6zmek igin

bunlar yeterli.

Eksenleri kesim noktalarina bakin.
x = 0igin y eksenini, y = 0 i¢in de x eksenini kesim
noktalar bulunur.
Genel olarak ifade edeyim.
x = a da keser x=b de teget
(x - a)x - b)2
ax)

Yani, payin tek kath koklerinde egri x eksenini
kesiyor, gift kath kéklerinde ise x eksenine teget
oluyor. Buras| 6nemli iste.

Asimptotlar bulun.

Asimptot olayi sizin igin yeni bir kavram. Ama sikint
etmenize gerek yok. Clinki zor bi sey degil.
Asimptot, fonksiyon grafigine sonsuzda teget olan
dogrudur. (ya da egri) Rasyonel fonksiyonlarda olur.
Polinom fonksiyonlarda bdyle bi sey yoktu.©

Diisey asimptot
P(x) ve Q(x) sadelesmeyen iki fonksiyon olmak iize-

re, f(x)= Q(( )) fonksiyonunda Q(x) = 0 esitligini sag-

layan x degerlerinde disey asimptot vardir.

Ornegin,
x2 -4
)= =+
fonksiyonunun diigey asimptotlar payday! sifir yapan
x =1 ve x =— 3 dogrulandir. Asimptotlar grafikte ke-
sikli gizgiyle gosterilir.
Nasil diye merek ediyorsaniz agagi bakin.©

Ayrica énemli bir husus da su:

Egri paydanin gift katl (tam kare) koklerinde BACA,
tek katl kéklerinde KELEBEK olugturur. Bakalim siz
de baca ve kelebegi gorebilecek misiniz?©

Genel olarak

__ Pk
-(x -a)x- b)2

N\

x=adaKELEBEK X =bdeBACA

Fonksiyonunun grafigi taslak olarak (yani, 6ylesing R
(;lzersem) soOyle olabilir. -

1l I B
a { o] e o

Burada suna dikkat edin. Sekildeki egri de kelebek
olan asimptotta yani x = a da egri asimptotun sagin-". - ;
da ve solunda birinde agag! digerinde yukan gider.
Baca olan asimptotta ise hem sag hem de soldayd
asadl ya da yukan gider. Bu dediklerimi Ustteki §ek||- -
de gorin isterseniz. :

Omegin,
__ ¥
(x2=1)(x-2)
Egrisinin disey asimptotlar x2 -1=0danx=1ile )
=—1 (Bunlarda kelebek var.) dogrulanyla - *: -. "

(x-2)2 = 0 dan x = 2 dogrusudur. (Burada bécé var. --:;.'
Cinki tam kare ifade) e
Rasyonel fonksiyonlarin grafigiyle ilgili test sorularml
¢6zerken bu kelebek ve baca olay gook gok onemll B
Goreceksiniz.©

Yatay Asimptot

f(x) = p(x; fonksiyonunda payin derecesi payda- -

ninkinden kuglik ya da esit olursa egrinin bir de yatay :
asimptotu olur. Yatay asimptot x — wigin limit deg
neyse ona esittir.

Yani, y= lim f(x)=a ise y = a dogrusu fonksuyO-
X—F 00

nun yatay asimptotudur.
Ornek verince daha iyi anlayacaksiniz.

y.!l
a \_

o — \ - X
Egri digey asimptotu kesmez. Ama yatay astmpto
kesebilir.
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1 Agadidaki fonksiyonlarin diigey asimptotlarini
“ pulunuz.
Lo 2x -3

A ) = 5

= 2 Agagidaki fonksiyonlarin yatay ve diisey asimp-
¢ .- totlarimi bulunuz.

5 _ Ax+1

a)y'_ X—2

: 2

'b)y=6x —-x-1

2x2 -8

:c)y— 3x -1

(x +2)2
x3 41

(x— 12 (x+2)

_ (m+2)x+1

_ T T 2x=-3

egrisinin yatay asimptotu y = 3 dogrusu olduguna
‘9dre, m kagtir?

_ 3x+1
T ox-=2

egrisinin asimptotlarinin kesim noktasinin koor-
dinatlari nedir?

_3x-6
Tox 41

egrisinin asimptotlarinin kesim noktasinin koor-
dinatlari nedir?

_ mx -1

T nx-2
egrisinin asimptotlarinin kesim noktasinin
kordinatlan (2, 3) olduguna gére, m + n toplami
kagtir?

Su da lazim olabilir. Aklinizda olsun.

y= 2)’: iz bigimindeki fonksiyonlarin asimptotlari-
nin kesim noktasi egrinin simetri merkezidir.
ax—2
Y= o1

egrisinin simetri merkezi (1, —-3) olduguna gére,
a.b garpimi kagtir?
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Egik ve Egri Asimptotlar

Cok lazim olmayacak belki. Ama yine de bilmek ge-
rekiyor.©
P(x)
Q(x)
derecesinden 1 fazla ise egik, 2 veya daha fazla faz-
1a® ise egri asimptot vardir.

Egik ya da egri fark etmiyor. lkisi de ayni gekilde bu-
lunur. Egik veya edri asimptotu bulurken pay! payda-
ya béliin. (polinom béimesi)ve béliim sonucunu bu-
lun. Diyelim ki b6lim sonucu B(x) olsun. Bu durumda
y = B(x) egik (edri) asimptottur.

f(x) = fonksiyonunda payin derecesi paydanin

Ornek Soru

x2 42
x—1

egrisinin egik asimptotunun denklemi nedir?

Gozelim®

Egik veya egdri asimptotu bulurken pay paydaya boli-
nir. Bélin bakahm.

Boldiniz mi?

Bolim sonucu x + 1 i buldunuz mu?

Bulduysaniz bu igi hallettiniz demektir.

Demek ki y = x + 1 dogrusu bu egrinin egik asimptotu
oluyor.

Anlagildi mi $imdi?

8. Asagidaki fonksiyonlarin asimptotlarini bulunuz.

a) _x2+1
Y=5%=3
3
X +2x -1
b)y:.z—.
-9
3
C) y=—
)y xX+2
x3 +2x2 -1
d)yz___....._
X+2

27. ANTRENig,

egrisinin asimptotlarinin kesim noktasinin kOOr
dinatlari nedir? :

_ 2x2
T x+1

egrisinin asimptotlarinin kesim noktasmmbfdpa
t1 kagtir?

10. y= -

fonksiyonunun asimptotlarinin kesim noktas
koordinatlari toplami kagtir?

Olayi 6zetleyelim.
Rasyonel fonksiyonlarin grafikleriyle ilgili test sorul
rini gézerken,
Asimptotlara bakin. (Digey asimptotta baca kel
olayina dikkat edin.)
Eksenleri kesim noktalarini bulun. (Payin (;lft kat|
koklerinde egrinin x e teget olduguna dikkat edm._)
Genelde gerek kalmaz. Ama gerek olarsa v s~
nun artan azalan oldugu araliklar ile ekstremurm
bikim noktalarina bakin.
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28, ANTRENMAN

_ 2x+3
T ox-2

: egrisinin grafigi agagidakilerden hangisidir?

_2x-4
Tox+1

egrisinin grafigi agagidakilerden hangisidir?

x2_4
x—1

y:

fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisi-
dir?

A)

-

i

Sekilde grafigi verilen fonksiyon agagidakilerden
hangisi olabilir?

2 2
_xc -1 x° —4
)y_ x_2 B}y_ xz 1
2 2
) Gl | X
C)y = D)y = —
)y x2 -4 (x = 1)?
2
X< +4
E)y = —5—
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Sekilde grafigi verilen fonksiyonun denklemi
agagidakilerden hangisidir?

My:ﬁﬁ%? ”y=uf12
Cly = xx-:1 Dy= xx~f1
(x:—2‘1)2_

5 . y$ :
/N

Sekilde grafigi verilen fonksiyon agagidakilerden
hanagisi olabilir?

2 2
X© -2 x2 -4
AY =3 BY =<7
2
xc -9 x< -8
C)y= — D)y=__+_8__
2
x< 1
E)y=

Sekilde grafigi verilen fonksiyon agagidakiler
hangisidir?

x2 -1 )17
)y (x+1)? )y [X+1]_

2

X —1 X~2
C)y= D)y=_""%.
)y X2 —4 ) (x+1)2

28. ANTREN#4

g
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L%
o,f

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun denklemi
- agagidakilerden hangisidir?

g x2+3
(x—1)2

egrisinin grafigi agagidakilerden hangisidir?

meederabecncomc e
a
)
.
.
.
.
.
v
s

eelacecuccacs

L]
-
N

Sekilde grafigi verilen‘fonksiyon agagidakilerden
hangisidir?

Y= o v=[325]
C)y= [ : ;13]2 )y= (::)12
JE=
1)

Xx—2

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi-
dir?

B)
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Bir kitap bir aynadar. Ona bir esek bakacak
olursakars mnda ellrette bir evliya gévimes.
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BELIRSIZ INTEGRAL

INTEGRAL

Tirev alma kurallarini bilenler igin kolay bir konu.
Onun igin tiirev alma kurallarindan unuttuklariniz var-
sa tekrar hatirlayarak baslasaniz hig de fena olmaz.
Kesinlikle tiirevden daha kolay bir konu. Yeter ki
adam gibi ¢aligin.©

Turev alma igleminin tersi olan bir iglem integral al-
- ma.Ya da soyle sdyleyeyim.
~ Integral, tiirevi belli olan fonksiyonu bulma igle-
. midir.
Burada size bi belirli bi de belirsiz integral diye iki
integralden bahsetcem.

Belirsiz integral

“ Integralin sekli su:I

" Simdiki olayimiz bu sembole yiiklenen anlam. Ama
" énce sunlari bi dinleyin bakalim.

f(x) = sinx fonksiyonunun tiirevi cosx idi dyle degil

* mi? Bunu biliyorsunuz.

.+ §imdi size "Neyin turevi cosx tir?” diye sorsam he-
. men sinx in diyemez misiniz?©

Eger diyebiliyorsaniz Icosxdx = sinx+c oldugunu

- da biliyorsunuz demektir.
- Iste buradaki olay bu. Yani, tiirevi verilmis olan fonk-

"~ siyonu bulma olay.

Isterseniz bunu daha genel ifade edeyim.

f(x) fonksiyonunun tiirevi f ’(x) olsun diyelim. O
zaman tiirevi f '(x) olan fonksiyonun belirsiz
integrali f(x) tir.

Biliyorum. Anlar gibi oldunuz. Amma...©

Omek vereyim.

f(x)=eX in tirevi f'(x)=e* oldugunu biliyorsaniz.

Jex dx = e* + ¢ sdyleyebilirsiniz

'Veya f(x) = x? Uin tiirevi f '(x) = 3x2 oldugunu biliyor-
saniz J‘3x2 dx = x3+c oldugunu da sdyleyebilirsi-
:'niz.

Baska bir 6mek daha vereyim.

;f(x) = Inx in tirevi y' =% oldugunu biliyorsaniz.

.J%dx =Inx+c oldugunu da sdyleyebilirsiniz.

Anlasildi mi?

Biliyorum. Su dx ler ¢ ler de neyin nesi diyorsunuz.
Onlari da s6yleyeyim.

Once c den bahsedeyim. Ama énce size gok basit bir
soru.

Agagidaki fonksiyonlarin tirevi nedir?
y=x3, y=x3 +2, y=x3—5, y=x3+61 ) ee-

Simdi de guna cevap verin.

Hangi fonksiyonunun tiirevi 3x? dir. ©

Biliyorum. y = x3 4. gibi bir sey diyorsunuz.

Iste gordiiniiz. Tiirevi 3x? olan bir siril fonksiyon var

ve bunlarin hepsi de x 3 ludir. Ama ya yanindaki sa-
yi. Iste onu bilmeniz imkansiz.

Onun ign bilemediginiz o sayilara ayip olmasin diye
hepsini temsilen ¢ (integral sabiti) kullanilir.

3

Dolayisiyla j 3x2dx = x2 + ¢ olur ki buradaki c reel

sayisina integral sabiti diyoruz. Ve biitiin belirsiz
integrallerde muhakkak ki bir ¢ sabiti vardir. Bilginiz
olsun. Yani, ¢ siz belirsiz integral sonucu olmaz.
Gelelim dx olayina.

Hatirlayin. Tirevde de vardi.

_d_[fa(x_lz f'(x) idi. Iste buradaki dx.
X
Takip edin beni©

Bu esitlikten d[f(x)] = f ‘(x)dx yazilmig. Bu kadar. Ge-

risi kolay©

J.d(f(x))=-[ f'(x)dx = f(x)+c

Simdi olay: biraz daha netlestireyim. Aslinda sabah-
tan beri anlatmaya ¢aligtigim seyin 6zeti gu.

iﬁtegrali

/—\
I f'(x)dx = f(x)+c
R

tarevi

Nasil 6zet ama®©

Ornek Soru
J x-f(x)dx = x%+2x3

olduguna gore f(x) in esiti nedir?
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Cozelim®©

Esitligin sag tarafinin tirevi integral isareti ile dx ara-
sindaki ifadeye yani, x.f(x) e esitolacak. Onun ign
sag tarafin tirevini alirsaniz

xf(x)=5x* + 6x 2 bulursunuz. Ve buradan da

f(x)=5x3 +6x Vi elde edersiniz artik©.

Nasil amma?®©

Sunu biraz daha agayim.
I d(f(x))= j f'(x)dx = f(x)+¢
Ornek vereyim.

Id(sinx) =Icosxdx =sinx+c
| d(x?e* +2)= x?ex +c di.

Var mi bi zorlugu?©

Ayni mantikla sunlari yapin bakalim.

Id(x:" +5x2+2)
Id(x2+tanx)
[dzz)
Id(x—ZInx)

4.1(.3’t cosx)

1)

d[x- 3x—2)

I d(arcsin(x + 1))

Peki, bir fonksiyonun énce integralini sonra da tirevi-
ni alsaniz?

Ne olacak. Ayni fonksiyonu elde edersiniz.

Ornegin
-d- ( 2 -x-sinx)dx:x
dx

2 _x.sinx tir.

d—i-[(x‘e" )dx= x-e*
d—‘;- _[ (x2 Ax))ax = x2 100
Sunlari da siz yapin®

9. %I (x-tanw/;)dx
10. d (i]dx
dx Inx

1. di’x_ J'(x2+f(2x-1))dx

12. i_[ (zx_ajdx
dx X+5

Tirev alma kurallarini unutanlar igin. Burada 'Iéz_l;m C
olacak olanlar yazaym. Biliyorsaniz sikinti yok. Ge- - . ;
cebilirsiniz® '
y=a" ise y=g*
y = Inx ise y'=l

X

y =sinxise y ' = cosx

y =cosxisey'=-sinx
y = tanx ise y'=1+tan2x= 5
cos“ x
y = cotxise y'=—(1+cot2 x) =- 1
sin?x

y =arcsinxise y'=

y =arctan xise y'=
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m

If(x)dx =x* +2x? +3x

olduguna gore, f(x) in egiti nedir?

2x
I f(x)dx = 'eT +X

" olduguna gore, f(x) in egiti nedir?

J"-gﬁdx=2$inx+c
X

-"'olduguna gore, f(x) in esiti nedir?

I(f(x)+ xz)dx =x3 +2x2

olduguna gére, f '(2) degeri kagtir?

5. J'(f(x)+ x)dx=x* +3x?

olduguna gore, f(2) degeri kagtir?

6. J‘f(x)dx=x3 +2X+C

olduguna gore, f fonksiyonunun x = 1 apsisli nok-
tasindaki tegetinin egimi kagtir?

7. f(x)=J.(x2+2x—5)dx

olduguna gore, f '(x) in esiti nedir?

8. f(x):J-(x2 —6x+8)dx

olduguna goére, f fonksiyonunun x =3 apsisli
noktasindaki tegetinin egimi kagtir?
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9. Ixf(x)dx=3x4 +3x2 13. ij(xf’ +2x2 ) dx
dx
olduguna goére, f fonksiyonunun yerel ifadesinin egiti nedir?

ekstremum noktasinin apsisi kagtir?

10. f(x)=J‘(x2 +2x-5)dx 14. d—i-‘[(ex +lnx)dx

olduguna gére, f fonksiyonunun déniim (bii- ifadesinin esiti nedir?
kiim) noktasinin apsisi kagtir?

15, 4 [_1
dxJd14+x2

d .
11. — J x —sinx)dx
dx (cosx-s ) ifadesinin egiti nedir?

ifadesinin egiti nedir?

16. f(x)=iI(1+tan2x)dx

d 1 dx

12. _I[e*+—)dx
dx X

olduguna gore, f [%) degeri kagtir?
ifadesinin esiti nedir?
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integral Alma Kurallan

Integral, tirevin tersi bir islem olduguna gore, tirevi
verilen fonksiyonu tahmin ederek® bu isi halledebilir-
siniz.

) Belki de en fazla kargilagacaginiz kural su

0+

- Ixndx - xn 1

#¢ (n#-1igin)

Yani, iis artiyor ve boliim olarak geliyor.

Ix‘dx

jﬁxzdx

jaxsdx

jax“" dx

3
9 3—§—dx
to. [4U
3

Bazen s ve kok bilgisine ihtiyaciniz olabilir®

m
ln =x"" ve Yx™ =xn olarak yazilabiliyordu. m
X
ve n yi kag verirlerse siz de ona gére yazarsiniz ar-
tk®©

1. f:—’;
12. _J'&dx

13. je%/?dx

14. _[ 3x? ax

15. I 2 d4x

16, I[x2+2x—_3) dx



% BELIRSIZ INTEGRAL

3. ANTéEhJ M AN

' -
17. I[’FT_ax3+zx~5]ux

Carpma bdlme filan varsa dnce onlari halledin.©

18. I(x—1)(x+1)dx

19. J‘(x+1)(x2 -—x+1)dx

20. J._x(&; 2)dx

22, I3X+2dx
x

2
23. J X~ =2X 4x
X

2
24. J.')'(_iqu
X+1

3
25, I—:——1dx
X< +x+1

26. I 3dx +jZdy

27, J. 3x3dx +j 4yddy

28. I 10uSdu- Iexzdx
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s

Bir fonksiyonun tirevi belli iken aslini (tirev alinma-
dan 6nceki halini) bulmak istiyorsaniz integralini al-
manizlazim. Omek iizerinde izah edeyim.

Ornek Soru
f"(x) = 6x + 2 olmak uzere,

f'(1)=4 ve f(0) = 2 olduguna gore, f(1) kagtir?

v Gozelim®

) ) Fonksiyonun ikinci tiirevi verilmis. Ama istenen f(1).
- Yani, fonksiyonun kendisi lazim bize. Bunu da ancak
" tirevi alinmadan 6nceki halini bularak yani integralini
_ alarak elde edebiliriz.
_ Peki, bulalim bakalim. Nelerle kargilasacaz.

" |kinci tlirevin integrali‘bize birinci tiirevi verir.

..;: J(Bx +2)dx = f'(x) tir. Buradan f'(x)=3x2 +2x+c,

. diyebilirsiniz. Di mi?
. Buradaki ¢, i bulmak igin verilen f'(1) =4 esitligini

':.'kullanmak lazim, Zaten baska tiirli de bulamazsi-
- niz® ¢, =-1i buldunuz mu?

", Artik f fonksiyonunun birinci tiirevini biliyorsunuz.
Ama bize f nin kendisi lazimdi. Onun igin hi¢ iigen-
meden bunun da integralini alip f nin kendisini bul-

* maniz lazim.

 Bulalm. I(3x2 + 2x—1) dx=x3 +x2 -x+c, Iste bu

bize lazim olan f(x) fonksiyonudur. Ama burada da bir
colay var. Onu da f(0) = 2 esitligini kullanarak
bulcaz. Bulalim. c, = 2dir.

Artik sonunda f(x) i yazabilir ve sonra da f(1) i bulabi-
lirsiniz.

f(x) = x3 + x2 - x+ 2 den (1) = 3 tir.

Biraz uzun. Ama yapacak bagka bir sey yok®

fi(x)=4x+2
f(1)=2
olduguna gore, f(0) kagtir?

2,

3.

4,

S.

f'(x)= 3x2 +2x +1
f(1)=7
olduguna gére, f(0) kagtir?

f fonksiyonunun grafigi A(2,6) noktasindan gegmek-
tedir.

f'(x)= 3x2+2 olduguna gore, f(1) kagtir?

f*(x) =3x2 -1
f(2)=8
olduguna gore, f'(1) kagtir?

f'(x)=6x+2
f'(1)=f(1)=6
olduguna gore, f(0) kactir?
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f'(x)=12x
f'(1)=0
f(-1)=10
olduguna gére, f(0) kagtir?

Aslinda belirli integralin ne demek oldugunu da verip
devam edersem daha mantikli olacak. Dinleyin baka-
lim. Kesinlikle daha mantikli ve faydali.

Integral igaretinin altina ve lstiine say: yazilirsa yani,
integralde sinirlar verilirse ne yapmaniz lazim? On-
dan bahsedeyim. Tabii ki drnek Gzerinde®

Ornek Soru

2

I3X 2dx belirli integralinin degeri kagtir?
1

Cozelim®©
Bu gibi bir soruda ilk 6nce sinirlar yokmus gibi disu-
nerek integralin egitini bulun.

I3x2dx =x3 +¢ idi. Ama burada ¢ yi yazmayin. Ne-

denini daha sonra izah ederim®©

Daha sonra da sunu yapin.

2

Iszdx = x3'|12 =2%-13 =7 yani, buldugunuz ifade-
1 .

de dnce istteki sayiyr (st sinin) sonra da alttaki sa-
yiyi (alt simin) yazin ve farkini alin.

Bunu genel olarak sdyle ifade edelim.©

B
‘[f'('x')dx =f(x)| : =f(b)-f(a)

Anlasildi mi?
Bu kadarcik bir seyi de yaparsiniz artik©®

4
7. J 3dx
-2

integralinin degeri kagtir?

2
8. (4x —3)dx
|

integralinin degeri kagtir?

1
9. {x2 -1)dx
l

integralinin degeri kagtir?

1
10. I ((on2 —2x) dx
-1
integralinin degeri kagtir?

4. ANTRENM 2y
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5. ATRENMAN

: Asagldakl iﬁiegféllér}h hey'é' .'é"sit:'ol.d'u'g“;.ilhﬁ o
erilen ifadelerin hangi fonksiyonun tirevi-" -
Iduklarini diigiinerek bulabilifsiniz. .~ ...

“integralinin esiti nedir?

I(sex +2)dx

tegralinin esiti nedir?

3. I [J_ —%de

integralinin esiti nedir?

4 _[ (x? +3x)dx
’ X

integralinin esiti nedir?

4

5. I (4x+%») dx

2
integralinin degeri kagtir?

2 .
6. I [3x2 +-1-) dx
X
1
integralinin degeri kagtir?

7. J (2cos x—sinx) dx

integralinin esiti nedir?
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5. ANTRENMay

NE

8. J-(Zcosx— sinx)dx
0

integralinin degeri kagtir?

9. I(4sinu—3)du

integralinin esiti nedir?

10. I(Z+oosx)dx

integralinin esiti nedir?

m
1. J‘(2+sinx)dx
0

integralinin degeri kagtir?

12. I(sz +2sinx)dx

integralinin esiti nedir?

43. I[e‘+x2)dx

integralinin esiti nedir?

14, I(e" ——2~)dx
X

integralinin esiti nedir?

integralir_lin degeri kagtir?

16. J.(axz—g)dx
X

integralinin esiti nedir?

17. I(2x—e‘ +1)dx

‘integralinin esiti nedir?
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J(3cosx_+ sinx)dx

integralinin egiti nedir?

2, Isin(g’zﬁ-— x]dx

- integralinin esiti nedir?

L
I cos(?+ x]dx

integralinin egiti nedir?

cos(-@zﬁ- + x]dx

S |

integralinin degeri kagtir?

2
X X
I (smi cosi) dx

'ih_tegralinin esiti nedir?

6. J' sin2xdx

cOos X
integralinin esiti nedir?

2x . 2X
7. I(cos 3 sin Ejdx

integralinin egiti nedir?

8. I 2(1+tan2x)dx

integralinin esiti nedir?

(2+tan2 x)dx

©
ot—n|g

integralinin degeri kagtir?

10. I (1+cot2 x) dx

integralinin esiti nedir?
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6. ANTRENMay

1. J-(Z—tanzx)dx

integralinin esiti nedir?

12. j (cos4 X _sin4 ijdx
2 2

integralinin esiti nedir?

13. Usinlu
I (cos 25m 2)du

integralinin egiti nedir?

14. I(3x2 +cosx)dx

integraiinin egiti nedir?

15. I (3e" —%+ mex)dx

integralinin egiti nedir?

16. Iz* JIn2dx

integralinin egiti nedir?

2dx

7. |[—==

J1-x2

integralinin egiti nedir?

(N

18. J. 6 > dx
2 1-x

integralinin degeri kagtir?

19. J‘ dx
2+2x2

integralinin egiti nedir?

1

20. I 8 _ax
o 1+x?

integralinin degeri kagtir?
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::j:.: . 2
1- dx
1 J [ 1+ x2 ]

- integralinin esiti nedir?

L 3
'y 3x2 +2x- )dx
2 J( 1+x2

*  integralinin egiti nedir?

2-J1-x2
J1-x2

*- integralinin esiti nedir?

dx

![a—tanz [%—x]]dx

integralinin egiti nedir?

f 2
H”%_ dx
1-x

integralinin esiti nedir?

S5dx

6. —
Ja—ax2
integralinin egiti nedir?

7. I (f'(x)~g(x) +g'(x)- f(x))dx

* integralinin esiti nedir?

8. J-(f(x)+x~f'(x))dx

integralinin esiti.nedir?

x.f(x)—f(x
9. J. J—;z—(—)-dx

integralinin esiti nedir?

10. J‘f(x)—x-f'(x) I
f2(x)

integralinin egiti nedir?
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INTEGRAL ALMA YONTEMLERI

Simdiye kadar anlattigim integrallerin sonucunu ne-
yin turevi olduklarini kolaylikla tahmin edip bulabili-
yordunuz.© Ama bazi sorularda kiglk ayarlara ge-
rek duyulabilir. Verilen ifade lzerinde bir iki ufak de-
gisiklik yapip daha basit gérinumli bir hale getirebili-
riz. Zaten bagka isimiz yok. Bir sekilde gbzcez artik©

Degisken Degistirme Yontemi

integral aima yéntemlerinden en énemlisi budur. Ya-
ni, degigken degistirme yéntemidir.

Ne kadar 6nemli oldugunu bu yéntemi anladiginizda
daha iyi anlayacaksiniz.

Ve bir suri yerde kullanildidina sahit olacaksiniz.
Onun igin adam gibi 6grenmek lazim bunu.

J"'[f'(x)]" : fi(x).d'x 'big-ifniridék-i inte'graiierde.

(())

f(x) u dersemz f(x) tenf (x) dx du

olur Bu durumda mtegral

e T s
Iu du=——r-c blglmlne gellr .

Bundan sonra ise U yerine degerlnl yazarsmlz

Ornek Soru
j 6x2 (x3

Cozelim®

Bu tiir sorularin gogunda lissii ahnmig olan pa-
rantezin igine u denilerek parantez diginda du
aranir.

Bakalim.

+ 1)3 dx integralinin esiti nedir?

x3 +1=u ise 3x2dx =duolur. (Unutanlar igin, fonksi-
yonun tiirevi garpi dx esittir du idi©)
Artik integrali u ya bagl olarak ifade edebilirsiniz. -

J'ze (x3 + 1)3 dx =IZ.(x3 +1)3 3x2dx =
U du

4 4
J‘2u3du=2-“T+c=“7+c

' Artik sonucu u yerine de x3 +1 yazip

olarak bulursunuz.

11. I(x~1)3dx

integralinin esiti nedir?

12, sz(x2+2)adx

integralinin esiti nedir?

13. J- (xz-x+1)4 (2x-1)dx

integralinin esiti nedir?

14. J (x+1)*dx

integralinin degeri kagtir?
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" integralinin degeri kagtir?

1
1
J x2 (x3 +1)5 dx

0

" integralinin degeri kagtir?

|
Jx~Jx2+1dx

0
- integralinin degeri kagtir?

(JI+2fdx
|

ntegralinin -egiti nedir?

integralinin esiti nedir?

6. . J‘ 6)‘<dx__
(-ef

integralinin egiti nedir?

2
7. J‘ x“ dx
(x*+2)°

integralinin egiti nedir?

8. IJYIhx

integralinin egiti nedir?
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9, JJ3x—2dx

integralinin esiti nedir?

10. I 3(x-2)2 dx

integralinin esiti nedir?

4
11. IJ2x+1dx

integralinin degeri kagtir?

12. Jx x2 +1dx

integralinin esiti nedir?

13. J'x-:\’/3x2 -2 dx

iﬁtegralinin egiti nedir?

14. J(4x3+1)-3x4+x—1dx

integralinin esiti nedir?

15. J' ax+2__ 4y
\/x +XxX+1

integralinin egiti nedir?

integralinin esiti nedir?

8. ANTRENN
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. Tabii u diyeceginiz ifade her zaman polinom tipi bir
ifade olmayabilir. Bazen logaritmik, bazen trigono-

¢ " metrik, bazen Ustel ya da ters trigonometrik bir ifade
" de olabilir. Ona gére®

I cos? x-sinxdx

o : integralinin esiti nedir?

sinxcos? xdx

!\3
O |

_;3_ integralinin degeri kagtir?

sin?x

integralinin esiti nedir?

J‘ cos xdx

‘[ costsinx dx

- integralinin esiti nedir?

5. Icosz x-sin2xdx

integralinin esiti nedir?

6. J‘ _sinx_ g4,
Jeosx

integralinin egiti nedir?

tanx'(1+tan2x)dx

[N}
ot—w|=

integralinin degeri kagtir?

In3
8. J e"(1+e")2dx
In2
integralinin degeri kagtir?
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En

Y
9. (arcsinx) dx
V1-x2

integralinin esiti nedir?

10. J' arctanx 4.
14+ x2

integralinin esiti nedir?

2
1. J'('"_x)_dx
X

integralinin esiti nedir?

o2
12. I —ax
x(Inx)?2

]

integralinin degeri kagtir?

1

13, Ia(xi* +1)2d(x3)

0
integralinin degeri kagtir?

14. Isin:’xd(sinx)

integralinin egiti nedir?

n
2

15. j‘oosxisinzxdx
0

integralinin degeri kagtir?

-]
16. I(1+Inx)3d(lnx)
1

integralinin degeri kagtir?
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j .f_(f%).?_". bigimindeki mtegrallerde Z
2) (). - _ _ .

_::'f(x) =u dersenlzf (x)dx- du olur.. B
::.;-:; Bu durumda verilen integral.

duu In u +C olur

ntegralinin esiti nedir?

[ 2

integralinin egiti nedir?

f(1+2)o

integralinin esiti nedir?

T'a'bii ki isl'e'mlerin' ‘Sonunda u yerine f(x) i yazmayl

o

3dx
3x -1

integralinin esiti nedir?

~ax_
3x-5

integralinin esiti nedir?

3dx
4x -

integralinin egiti nedir?

4dx
2x+3

integralinin esiti nedir?

10 ANTRENWAN
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10. l;_C\'NTRENMAr.g

3

8. dx_

X+3
L]

integralinin degeri kagtir?

(1]
ae——
XN )a
+ X

-

integralinin degeri kagtir?

1
2
10. I 3 o
5 X% +x-+1

integralinin degeri kagtir?

2 2
1. J‘(3x _ﬁ)dx

integralinin esifi'nedir?

1 2

integralinin esiti nedir?

3 2
13. I[X_z——x_1)dx

integralinin egiti nedir?

14, _(2)( —3)dX_
x?-3x+3

integralinin esiti nedir?

1
15. J‘[x+ 22)( ]dx
0 X +3

integralinin degeri kagtir?
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sin2xdx
1+sin2 x

o——n|4

J‘ xdx
x%-2

integralinin esiti nedir?

J' -xz dx_
x3-2

- integralinin esiti nedir?

integralinin degeri kagtir?

x2 - x)(2x-1)dx
I( J2x-1
(x2 —x)2 +3

. integralinin esiti nedir?

-1[ x(x2+1]2dx
0 (x2+1)3+1

integralinin degeri kagtir?

J x(xz +2)2 dx
(x2 +2)3 -5

integralinin egiti nedir?

I COSX 4,
sinx

integralinin esiti nedir?

_Sinx_dx
1-cosx

integralinin esiti nedir?
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9. 1+sin2x

X +sin?x

integralinin esiti nedir?

sin2xdx_

10. —
1+cos2x

INEL e S ]

integralinin degeri kagtir?

X
1. Iliz_dx
X +e*

integralinin esiti nedir?

12, _9x_
xInx

integralinin esiti nedir?

13. J tanx dx

integralinin esiti nedir?

14. J 3cotxdx

integralinin esiti nedir?

15 x‘cos(x2 +1)dx

integralinin esiti nedir?

16. J dx

cosZ x-(1+tanx)

integralinin esiti nedir?

11, ANTRENM Ay
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2. ATRENHAN |

: I ef("‘)"f-(x)'dx big’irﬁihdeki 'inié'gr'éhie'rde_ L
e f(x) u dersek f (x)dx = du olur
Bu durumda rntegral B

udu = e ¢ olarak bulunur

I 2e3% dx

integralinin egiti nedir?

J. 2e2X+1 dX

_' integralinin esiti nedir?

2
J' (2x +1)-e* ** dx

integralinin egiti nedir?

J- cosxeSi"* dx

integralinin esiti nedir?

In2

integralinin degeri kagtir?

1
6. f e3x ~1dx
i}
integralinin degeri kagtir?

1
Jx
7. Je dx
02&

integralinin degeri kagtir?

tanx
e S—dx
Cos” X

fad
o'—.gl:’

integralinin degeri kagtir?
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12. ANTREN

iA f\‘ i

earclanx
9. I ——zdx
1+x

integralinin esiti nedir?

1
10. j(2x—ex *1)dx
0
integralinin degeri kagtir?

integralinin egiti nedir?

dx
12. e2x--1_

integralinin esiti nedir?

13. I(e"+1)2 dx

integralinin esiti nedir?

14. I sin2xe’ *SIN7X gy

integralinin esiti nedir?

In2
15. I e"-(e"+2)2dx
0
integralinin degeri kagtir?

1
16. J' 2**1.1n2.dx
0
integralinin degeri kagtir?
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CYE]

4. Ioos4xdx
- bigimindeki jntegré[!e{de 9(x) = u ve dolayisiy 0

. dag'(x )dx=du d|y erek J‘f(u)d ; integralinin degeri kagtir?

5. ISsin(x—S)dx

integralinin esiti nedir?

I
2

J (sinx — cos x)dx
0

'_ integralinin degeri kagtir?

6. J e cos(e" + 1)dx

. integralinin esiti nedir?
‘[ sin2xdx

tegralinin esiti nedir?

I(4+Sinx)dx 7. Ixsin(xz +1)dx

tegralinin esiti nedir? integralinin esiti nedir?
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8. J 2cos(4x —1)dx

integralinin egiti nedir?

9, I—x-sin(x2—1)dx

integralinin esiti nedir?

10. J(sinx—40052x)dx

integralinin esiti nedir?

1. J (sin2x - sinx)dx

integralinin egiti nedir?

12, Jx-cos(3—2x2)dx

integralinin egiti nedir?

13. J.(x+1)cos(x2 +2x+3)dx

integralinin egiti nedir?

14. I sin(1;—1-)dx

integralinin esiti nedir?

1 n(A
15. J‘x—z--sm(x)dx

integralinin esiti nedir?
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cos? x

integralinin egiti nedir?

J‘ sin(tanx) dx

J‘ siny/x dx
2Jx

integralinin egiti nedir?

Icost+zidx
Jx+2

integralinin esiti nedir?

X

J‘ cos(Inx) dx

.integralinin esiti nedir?

in{1
J‘ sin{1+Inx) dx
X
integralinin esiti nedir?

J' sin(cos2 x)sin2x dx

integralinin esiti nedir?

J. 12 -sin3x -cos3xdx

integralinin esiti nedir?

J (sinzx -cos? x )dx

integralinin esiti nedir?
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9. j(sinx—wsx)zdx
0
integralinin degeri kagtir?

10. Icosx~(1+sinx)2 dx

integralinin egiti nedir?

™
1. Isinx~(2—wsx)3dx
m

2
integralinin degeri kagtir?

12. .[ x tanx? dx

integralinin esiti nedir?

16.

Su ilk soruda doniigiim monlsim yok.©
Diger lg soru igin temel olsun diye yazdim, Son iig
soru tanx in kuvvetlerinin integraliyle ilgili. HepS|
ayni yontemle ¢ézmeye galigmayin tabii.

13. J(1+tan x)dx

integralinin esiti nedir?

14. J’tanx‘(1+tan2x)dx

integralinin esiti nedir?

15. (tan2 x+tan* x)dx

oe—aix

integralinin degeri kagtir?

(tanx + cotx)2 dx

ojdt——a|d

Integralinin degeri kagtir?



14+ x2
-integralinin esiti nedir?

dx
1+x2

ntegralinin degeri kagtir?

J1+(::¥

ntegralinin esiti nedir?

I a*dx
14 02%

integralinin esiti nedir?

J' xdx
1+(x2 +2)2

integralinin esiti nedir?

J‘ cos x dx
1+ sin?x
integralinin esiti nedir?

I35

integralinin esiti nedir?
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8. —dx_
1-(x-5)?

integralinin esiti nedir?

J.\/1 2x+1)?

integralinin egiti nedir?

10. I e¥dx__

\/1e

integralinin esiti nedir?

1. —0x
I th ~{Inx)?

integralinin egiti nedir?

‘12. I _cos(arctanx) dx

14x2

integralinin egiti nedir?

. __dx_
13 I x-(1+ln2 x)

integralinin egiti nedir?

14. J'—ﬁ—
x2 +2x+2

integralinin esiti nedir?

15. J' 2x+1 4,

x2 +1

integralinin esiti nedir?

15. ANTRENfA,
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/_"'

: Kismi (Pargah) Iintegral Yontemi

_ " Garpim seklinde olup da degisken degistirme yonte-

~ - minin bir ige yaramadigi bazi sorularda blyiik bir ola-
- silikla su yontem iginizi gérur. Denemekte fayda
var.© '
- Tabii ki 6nce bunun ne oldugunu bilmek lazim.
" Kisaca izah edeyim. ispatina gerek yok.©

_:Ud\'r"'=d-v'—j‘ vdu dur.
Ama Ivdu nun integrali Iudv nin integralinden

daha zor olacaksa boyle bir sikintiya girmeye de ge-
- rek yok bence.©
.- lyi de nereden bileceksiniz bunu. Oyle degil mi?©
.~ Eee... Biraz da tecriibe lazim elbette.© Onun igin bi-
raz antrenman yaparak en azindan hangi sorularda
* kullanildigini gériin.
- Bu arada, bir de neye u, neye dv diyeceksiniz?

En 6nemilisi de bu zaten.
~ Séyleyeyim. Once u yu segeceksiniz. u yu dogru se-
gince geri kalanlann hepsine (dx ile beraber) dv de-
. mek zorundasiniz zaten.

u nun segiminde 6ncelik sirasi

1) (L) Logaritmik fonksiyon (Inx, In(x +1),....)

" 2) (A) Ters trigonometrik fonk. (arctanx,...)
: ~3) (P) Polinom fonksiyon (x. x3, (x2+1)‘...)

- 4) (T) Trigonometrik fonksiyon(cosx, sinx,...)

5) (0) Ustel fonksiyon (e".e("2 )..)

= Kismi integral yontemi dedikleri bu yéntemle gézilen
_ sorularda logaritmik fonksiyon varsa u odur.

Ve lstel fonksiyon varsa bu higbir zaman u ola-

. maz.Yani Ustel fonksiyona u deniimez.©

- Ok.©

Tabii ki bir fonksiyonu goriince lstel mi, logaritmik mi
: oldugunu anlarsiniz herhalde ©

O kadarini da bilin yani.©

_ Ornek Soru
J(Zx +1)e*dx

integralinin esiti nedir?

Cozelim®©

e Ussti bir geyler gériince insan hemen Usstin tirevini
ariyor. Bakiyor ki yok. O zaman anhyor ki bu ig 6yle
kolay pabug birakacak gibi degil. Belki ondan sonra
aklina bu yontem geliyor. Yani kismi integral yéntemi.
Bu yéntemin en dnemli ayadi u nun segimidir. Iki tir

fonksiyon var burada. Biri iistel (e* ), digeri polinom
(2x + 1) fonksiyon. Ustel fonksiyona u demeyecegini-
zi biliyorsunuz.©

O halde 2x + 1 = u ve geri kalan e*dx =dv dir.
Simdi formili hatirlayin.

Iudv =uv —Ivdu idi. Bu formildeki u ve dv yi bili-

yoruz.-Ama du ve v yi?

Onun igin du ve v yi bulmak lazim.

du yu bulmak kolay. u = 2x + 1 ise du = 2dx olur. (An-
ladiniz mi1 bunu? Diferansiyel olayi®©)

v yi bulmak biraz daha mesakkatli. e*dx = dv esitli-
ginde her iki yanin integrali alinarak v bulunur.

J.e"dx=Jdv ise e* =v olur.

Gerisi bulunan degerleri formilde yerine yazmak.
Iudv =uv- '[vdu
I(2x+ ) e*dx = (2x+1)e* —IZe"dx

(2x+1)e* —2e* =(2x-1)e* +c olarak bulup rahat-
layabilirsiniz.
Ohh beee...

Jlnxdx

integralinin egiti nedir?
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2, I In(x+1)dx

integralinin esiti nedir?

3. J. (2x -Inx)dx

integralinin egiti nedir?

1
4, J In(x + 3)dx
0
integralinin degeri kagtir?

I x-Inxdx

integralinin esiti nedir?

sz-lnxdx

integralinin esiti nedir?

Su sdyleyecedim sey iginize yarayabilir.
JP(x)~e"dx =e* (P(x)—P'(x)+P"(x)—P"'(5()

seklindedir.
Mesela

Jx:’ -e*dx = e* (x3 -3x2 +6x—6)+c

sz -eXdx = e"(x2 —2x+2)+c dir.

Boyle yaparsaniz 15 saniye. Obiir tirli dﬁsﬁnﬁ_r_s.
vaktiniz gok olmall®
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1

Jx-e"dx

i}
integralinin degeri kagtir?

I (x+2)e" dx

integralinin esiti nedir?

-[ x2e* dx

integralinin esiti nedir?

‘[(xz +x)-e" dx

integralinin egiti nedir?

I x-{1—e")dx

integralinin esiti nedir?

I x-cosxdx

integralinin esiti nedir?

17. ANTRENMAN
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Rasyonel Fonksiyonlarin integrali
Ve Basit kesirlere Ayirma Yontemi

Once iyi bildidiniz birkag seyi slze tekrardan hatirla-
tayim.

U _jnyuse

u
—du—2=ar0tanu+c
1+u

I du _ ju" "du =...idi.
Un

Dolaysiyla rasyonel bir ifadenin integralini alirken
bakacaginiz ilk husus paydanin tiirevinin payinda
olup olmadigidir. Eger varsa maceraya girmeye hig
gerek yok... Sip sak... Cevabi logaritmik olarak bu-
lun.© Ok.

dax
X-2

integralinin esiti nedir?

J ._ZM__ dx
X°+x-5

integralinin egiti nedir?

’
4x
dx
j x2+5
0

integralinin degeri kagtir?

10- I(x 2 41 X]

integralinin degeri kagtir?

Eger paydanin tirevi payinda yoksa o zaman baké

cagimiz ikinci durum paydanin 1+ u? gibi yazilip
yazilamadigidir. Eger yazilabiliyorsa b|||yorsunuz ki
du

1+u

7= arctanu +c idi.

1. J' 3dx
14+ x2

integralinin esiti nedir?

12. J__ﬂ“
1+(x=2)?

integralinin esiti nedir?

6dx

13. —_—

1+(2x-5)

integralinin egiti nedir?
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integralinin esiti nedir?

) J'_d_x
o 1+(x2 +2x+1

integralinin esiti nedir?

Eger payda u" bigiminde olursa. Onu da biliyoruz.

[5ie

integralinin esiti nedir?

dx

(2x-3)3

integralinin esiti nedir?

i3

5. J'__.Q.E__._
x2 - 2x+1

integralinin egiti nedir?

6. I_d"_
x3 +3x2 +3x +1

integratinin-esitinedir?

7. I__de
4x2 4 4x+1

integratininesitinedir?

8. I ~ dx
X< +6x+9

integralinin esiti nedir?
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Paydanin tiirevi ustte (payinda) yok ve payda 1+ u?
gibi de yazilamiyorsa... Dedikten sonra...
Devam edeyim.

P(x) ve Q(x) polinom fonksiyonlar olmak uzere,
P(x)
Q(x)

paydanin derecesine bakin.

dx integrali hesaplarken ilk 6nce pay ve

‘[ g&)) dx integralinde,

Payin derecesi paydanin derecesinden kiigiik ve
payda garpanlarina ayrilabiliyorsa bu tiir
integraller de basit kesirlere ayirma y6ntemi kul-
lanilir.

Biliyorum...
$imdi basit kesirlere ayirmanin ne oldugunu da
aciklamak lazim simdi©

Basit kesir meselesi gu
A __Ax+B_
ax+b ' ax? +bx+c

seklindeki ifadelere basit kesir denir.

Ama buradaki ax? +bx+c in garpanlarina ayrtima-
yan bir ifade olmasi lazim.

Ama 3x+1 x+2 gibi paydasi garpanlarina

x2-4' x%2ix-6

ayrilabilen ifadeler basit kesir degildir. Guinki bunla-
rin paydalari garpanlarina ayrilabiliyor.

Sorularda karginiza nasil gelecegini de sdyleyeyim.
Asagidaki esitliklerin sol tarafindaki ifadenin integrali
soruldugunda bu rasyonel ifadeler esitligin sag tara-

findaki ifadeler gibi dusuntlerek basit kesirlere ayrilir.

Sonra integralleri hesaplanir.

2x+3 A B
= +
x2 +x—2 X+2 x-1
4 _ A, B
X2 +4x+3 Xx+1 x+3

Bu esitliklerdeki A, B, C degerleri gerekli islemler ya-
pilarak bulunur.

Nasil bulacaginizi da bana sormayacaksiniz degil
mi?©

Polinom esitligiyle. Ya da...

18 ANTRENMAY

olmak uzere,

3x+3  __2 + 1
(x+2)(x-1) x-1 x+2

3x+3 . .o eqs .
—9X*9 __ dx integralinin esiti nedir? .
(Xx+2)(x-1) X 9 S ’

2

10. I.E:Ede
X° +X

integralinin egiti nedir?

1. I__Ji__dx
X2 +X—6.

integralinin esiti nedir?
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J 2x-5 4,

X2 +x-2

integralinin egiti nedir?

integralinin egiti nedir?

2x -8
—dx
x? -4

" integralinin esiti nedir?

5

J' 21 dx

3 XT+X
integralinin degeri kagtir?

3

3x-1. dx

x2 -1

integralinin degeri kagtir?

2x—-12
——= dx
J x2-9

integralinin egiti nedir?
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P(x)
Q(x)
derecesinden biiyiik veya esit ise ilk 6nce payi
paydaya baliin.
Sonra ne yapacaginiza karar verirsiniz artik.©

- dx integralinde payin derecesi paydanin

SNER

integralinin esiti nedir?

2
8. I ﬂ_ﬁdx
X

integralinin esiti nedir?

9. .[ X+2vdX
X+1

integralinin esiti nedir?

10. 2x+3 4y
x-1

integralinin esiti nedir?

X
11. Iﬁdx

integralinin esiti nedir?

1
12. J- .2)(_—1. dx
x+1
0

integralinin degeri kagtir?

19. ANTRENw,y [I8




2
x_dx
x+1

_Integralinin esiti nedir?

2
I -2x dx
x=-1

integralinin esiti nedir?

2_
jx_m.dx
x-2

ntegralinin degeri kagtir?

2
J. 2X_+1dx

X% +1

integralinin esiti nedir?

! 2
x_ dx
X+1

0

integralinin degeri kagtir?

2
I X2 —x+2 4
x-1

integralinin esiti nedir?
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2
7. Ié_igi:idx
x—2

integralinin egiti nedir?

1

2
8. j—x *3X gy
x+1
0

integralinin degeri kagtir?

.
(x+2)? -3

dx
X+4

integralinin degleri kagtir?

f 4x2 -6
X< —6Xx
. —=dx
10 .[ 2x+1
1
integralinin degeri kagtir?
! 3
X
. —d
" J.x+2 X
0

integralinin degeri kagtir?

1
X+3 x+2
12. :OIEX+2 x+1;

integralinin degeri kagtir?

_?D.'ANTRENT\-‘IMJ
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Integralde déniigiim yapma muhabbeti

Aslinda degdigken degistirerek goziilen integrallerde
yaptik bunu. Hatta orada neye u diyeceginize bile siz

karar vermek zorundaydiniz. Oysa burada yapacagi-

nmz doniisiim bile hazir veriliyor. ©

Tek mesele dedisken donlisimiini yapabiimek.

Kesinlikle gok kolay©®

Ama aklinizda olsun©

Kokli ifadeleri integral altinda gorirseniz ilk iginiz k6-
kiin ortadan kalkacagi basit dénustimleri distinmek
olmal.

Gergi sinavlarda bu tir sorularda gogu kez hangi do-
nisglimu yapacagdinizi veriyorlar. Onun igin burada
yeni bir bilgiye gerek yok. Ben de vermiycem zaten©
Yalniz doniisiim yaparken dx i ve sinirlan (varsa
tabii ki) donistiirmeyi unutmayin.

s Ornek Soru
Ixz Inxdx

integralinde Inx = u doniisiimii yapilirsa hangi
" ifade elde edilir?

Gozelim©
- lik 6nce x in esitini bulaim. Inx =u ise x =e" dur.
* (Hatirlayin. Logaritmadan®)
dxide bulalim. x =e" ise dx = edu olur.

¢ xvedxiintegralde yerine yazip olayi bitirelim. Baka-
;.. m neye dénusgiyor.

2 e
J‘(e” ) u-e’du= Iu~e3“du elde ediliyormus.
Var mi bir zorlugu? ©

J.xz-(xa +1)dx

#  integralinde x3+1=u donilisimii yapilirsa hangi
~ ifade elde edilir?

J (sin3 X+ sin x) -cosxdx

integralinde sinx = u déniigiimi yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

I(Bz“ +1)-e" dx

integralinde u=e* déniisimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

I e** dx

integralinde e* =t déniigiimii yapilirsa hangi ifa-
de elde edilir?
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§, J(e“"-e")dx

integralinde e* =u déniisimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

6. J.%-(Inxﬂnz x)dx

integralinde Inx =-u doniisimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

1

’ .[ x-(1’+ln2 x) o

integralinde Inx = u déniiglimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

9. J(cosx-sinx)dx

_2cos.x5__ dx
sinx+sin“x

integralinde sinx =t doniigimii yapilirsa hang|
ifade elde edilir?

‘integralinde t=1-x doéniigimii yaplllrsa han
ifade elde edilir? :

10. Isin(arccosx)dx

integralinde t = arccosx doniigiimii yaplhrsa
hangi ifade elde edilir?
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I(x-l- x+2)dx

integralinde vx +2 = udoniigiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

2 xeV* dx

integralinde x = t2 doniigiimii yapilirsa hangi ifa-
~ de elde edilir?

Imdx

- integralinde x = sint doniigiimii yapilirsa hangi
Ifade elde edilir?

4.

JX\JQ—X2 dx

integralinde x = 3sint doniligiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

J \/;f_ dx

X2

integralinde x = sint doniigiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

IJ4+x2 dx

integralinde x =2tant déniigiimii yapilirsa hangi
integral elde edilir?
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22. ANTRENWMAy

7. '[1dx

1+ xZ

Integralinde tant = x doniigiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

8. I;%%;dx

integralinde u= Jx doniisiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

9. I—“‘:‘ dx

integralinde X+1= u? doniigiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

0, [

integralinde x =1- ~u? doniigiimii yapilirsa han
ifade elde edilir?

x+J dx
Jx 1

integralinde x-1= u? doéniigiimii yapilirsa han
ifade elde edilir?

1.

12. J'x/x+1+\/x+ dx
1+¥x+1

integralinde x+1= u® doniigiimii yapilirsa han i
ifade elde edilir?
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Bu son konu. Artik ANTRENMANLARLA MATEMA-

TIK yolculugunun sonuna geldik.®

Bu sette elbette ki size 14z1m olan konular| vermeye

calistim. Ama daha gok 6zgliven ve cesaret vermeye
L caligtim. Ve israrla sunu vurguladim. Kararli ve sa-
birli bir sekilde planh ve programl gahgirsaniz
kesinlikle basarabilirsiniz. Unutmayin ki matematigi
¢ok iyi olanlan digerlerinden ayiran en énemili fark
sabirli ve planh galismig olmalaridir. Yoksa zekalar:
filan degil.
Isteyin. Basarill olmayi isteyin. Ve unutmayin ki gii-
zel bir geyi 1srarla isterseniz ona eninde sonunda
ulasirsiniz. Cinkd O “Vermek istemeseydi (bize)
istemek (duygusunu) vermezdi.” Demek ki vermek
istiyor©

Neyse... Konuya baglayallm®
Aslinda daha dnce belirli (sinirh) integralin ne oldu-
gundan bahsettim. Ama yine ifade edeyim. Belirli
integralin ne oldugundan kastim sinirlari olan
integral. Belirsiz integral olayin: halledenler igin belir-
lisi daha kolay. Belirli integralin de 6zellikleri filan var.
~ Fakat iginizi zorlagtiracak cinsten degil kesinlikle.
'j. Soguk tanimlar gok sevmediginizi de biliyorum. Ama
kigucik bir tanim yapalim yine. Ne dersiniz?

(a,b) araligindaki bitin x degerleri igin

b
If'(x)dx =f(x) +c ise, If'(x)dx ifadesine f '(x) fonk-

_ siyonunun a dan b ye kadar belirli integrali denir ve

J' Fr(x)dx = f(x) : =f(b)-f(a) dir.
i '

- |ste. Bu integral hesabinin birinci kuralidir. Baska bir
sey de yok aslinda.

Yani, belirli integral sorularinda ilk 6nce belirsiz
=" integrali bulun, sonra buldugunuz fonksiyonda
iist sinir degerini yerine yazarak elde ettiginiz de-
gerden, alt sinir degerini yerine yazarak bulaca-
giniz degeri gikarin. Tamam mi?©

Bazi 6zel sorular harig ama®©

O zaman sunu anlamig olmaniz lazim. Eger belirsiz
integrali hallettiyseniz burada bir problem yagamaya-
caksiniz. Ama halledememigseniz sikinti kaginil-
maz.©

Bir de, belirli integralde c sabiti sadelegeceginden
bunu yazmaya gerek yok. Bilginiz olsun.

Olayin derinliklerine dalmadan su soruma cevap ve-
rin bakalim. -

2

J 2xdx integralinin degeri ile

0
sekildeki y = 2x ve x = 2 dog-
rulari ile Ox ekseni arasindaki
alan esit midir?

Peki diyelim ki egit gikti.

Oyleyse her fonksiyon igin béyle bir durum séz konu-
su mudur?

Var mi bir fikriniz?

Ne dersiniz?

Siz bu sorularin cevabin| ararken©©® ben gergegi
sbyleyeyim. “Sadece bu soruda degil her zaman esit
Gikar.”

Demek ki belirli integral egri ile x ekseni arasin-
daki alani veriyor. Ama bu kismiyla simdilik
ilgilenmiycez. ’

Ornek Soru
1

J(sz +4x-2)dx
0
belirli integralinin degeri kagtir?

Cozelim®

Goreceksiniz gok kolay.

llk dnce sinirlan yokmus gibi davranip integralin egi-
tini bulun. Sadece sonuna c yi yazmayin.

Bunu nasil ifade ettigime dikkat edin.

1 3 2 1
J(3x2 +ax-2)dx=3-2-+4. X _ox

3 2 .
0

Yani, belirsiz gibi digiinip sonucu buldum. Sonra
sag tarafina gizdigim gizginin sag altina integralin alt
sinirim stine de st sininni yazdim®

Sonra?

Sonrasina da bakin©®
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x3 +2x2 2x| (13+212 2.1)- (o3+2.02—2.o)

Once iist sinin yazdim. Sonra da alt siniri. Ve ikisinin
farkim aldim.

Ve sonucu 1 buldum.

S$aka gibi.© Kolaymig yaw®

Baska bi tane daha yapayim.
Ornek Soru
2 2
I X _dx
x+1
1
ifadesinin degeri kagtir?

Cozelim®

Aslinda sorularin belirli integralle ilgili kismi kolay. Siz
yeter ki belirsiz kismini adam gibi halledin.©

Bunda da odyle.

xxj 1 kesrinin i ntegralini bulcaz.
Hatirlayin. Kesirli bir ifadenin integralinde sirayla ne-
ye bakiyorduk?

llk 6nce paydanin tiirevi payda var mi?

Yok®

Bir kesrin yani,

lkinci olarak ifade p du2 gibi yazilabiliyor mu?
+u

Hayir®©
Ugiincii olarak payin derecesi paydadan bilyiik veya
esit mi?
Blyiik veya esit ise polinom béimesi yapiyor ve de-
vam ediyorduk.
Bu soruda bu durum var.
Ama digerini de sdyleyeyim. Payin derecesi payda-
dan kiigik ve payda garpanlarina ayrilyorsa basit
kesirlere ayirma yéntemini kullaniyorduk.
Devam edelim.
Polinom béimesi yaparak

2

X< 1
x+1 * 1+x+1

oldugunu goriin ve ifade edin.

3
2
X dx=I (x—1+L)dx ola-
+1 X+1
1 1

3
Daha sonra da I "

rak yazip integralin degerini hesaplayin.
Hesaplayalim.

3

3
2
I(x—n 1 )dx=xT—x+|n(x+1)

X +1
1

Gerisini biliyorsunuz©®

1

Once 3 ii sonra da 1 i yerine yazip gikariyoruz.

[T—3+ln(3+1)]—{—2——1 +In(1 +1)]

Bu islemin sonucunda da 2 + In2 yi bulursunuz artik;
Gordiigiiniiz gibi. Buradaki olayin zorlugu |ntegral
belirli kisminda degil belirsiz kisminda.
Onun igin tekrar tekrar séyliyorum. Liitfen beI|r5|z

integrali adam gibi 6grenin. Yoksa her sefennde ol-
masa bile baya bi yamulursunuz.©

Belirli integralin Ozellikleri

If(x)dx 0

Gayet mantikh zaten. Agiklamaya bile gerek yok bu-
nu. Ginki belirli integral egri ile x ekseni arasmda i
alan idi. Ama a dan a ya kadar alan olmaz ki® -
2 )
Ornegin I(xs +Inx)dx = 0 dir. Herhalde gidip
2 .

x% +Inx in integralini hesaplayip da yapmazsmn

bunu. Degi mi? © :

Simdi sunu yapin bakayim.

61 g

J(Zx + Ix ]dx ifadesin degeri kagtnr”
X+2

61

Sifir buldunuz degil mi?

Aferin. Siz sipersiniz yaw®
Neyse diger 6zellikleri de verip gegeyim.

b

a
If(x)dx = —‘!f(x)dx tir.

Bu da gayet mantikli. Oyle degil mi?
Cunki f(b) - f(a) = - [f(a) - f(b)] dir.

Bir de sunlar var.©.
b b

J' c.f(x)dx = cJ.f(x)dx
a o
Fonksiyonun dniindeki kat sayiyi digar gikarmakt
hig bir sakinca yok. Gerekli olduguna inaniyorsaniz
gikarabilirisiniz. Miisaade ediyorum®©

b

J[f(x) +9(x)]dx = If(x)dx +Jg (x)dx
2 .
Toplam fark blglmlndekl fonkswonlarda fonksulonla"'n _
ayn ayn integralleri hesaplanabilir. : o
Bu da gok mantikli bence.©
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2

I (3:2 +2x)dx

0
Integralinin degerl kagtir?

0

J (2x+1) dx

-2

integralinin degeri kagtir?

i(x2+4ﬁx

integralinin degeri kagtir?

1
4, J- (6x—a)dx=1
0

olduguna gore, a kagtir?

m
5. j (2mx+1)dx =7

1

olduguna gore, m kagtir?

olduguna gore, a kagtir?

j;ANTRkNMAN 1

b
6. I(Zx—1)dx=24 veb-a=3
a
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7. a # 0 olmak Gzere,
a a
I 6xdx = Ixzdx
i i
olduguna gore, a kagtir?

8. a # 0 olmak izere,

a 2 a
J- xdx =J-3x2 dx
0 0

olduguna gore, a kagtir?

9. n # m olmak Uzere,

n
'2xdx

n-m

=12
m

olduguna gore, n + m toplami kagtir?

Hatirlayin. J-df(x) =f(x) + c idi.
2
10. I d (x2 + 2x)
0

integralinin degeri kagtir?

1 -
1. J d‘(3x3—x+1)
0

integralinin degeri kagtir?

x+4

. f(x)=——
12 (x) x-2

3 o
olduguna gore, J d(f'1(x)) degeri kagtir?
2
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-1 2x+1 2

o s f(2x02)o
2 1

olduguna gére, J‘ d(f(x)) degeri kagtir? integralinin degeri kagtir?

1

n

t . 5. J(2+_ﬁ_)dx

I (2cosx -sinx)dx ° x+1

0

integralinin degeri kagtir?

" integralinin degeri kactir?

cos xdx
(1+tan? x)dx

-} SE— ]
o
ot——o(d

; integraiinin degeri kagtir?
“integralinin degeri kagtir?




>
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(cos2 x —sin? x)dx

N
O'—.U’l:l

integralinin degeri kagtir?

1
8. J _Q__
1+
0

integralinin degeri kagtir?

9. a > 0 olmak Uzere,

a

I(4 -x)dx

0

integralinin alabilecedi en biiyiik deger kagtir?

10. a > 0 olmak Uzere,

a

J'__4.
2

0

integralinin alabilecegi en kiigiik deger kaqﬁn:-

11. m > 0 olmak Uzere,

[ -sp

integralinin alabilecegi en kiigiik deger kagﬂr"? .

12.m> 0 olmak Gzere,

m

I(—x2+x+2)dx

0

integralinin alabilecegi en biiyiik deger kaqtlf?-: .
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=
‘Belirli integralin sonucu bir sayr ve bir sayinin tiirevi 4
de sifir olduguna gére© 4 iJ’ x2 +2 dx
TodxJ x+3
2 1
ij (3x2 +4x- 1)dx ifadesinin degeri kagtir?
1

ifadesinin degeri kagtir?

1
5 3
5. j (x+1)" dx
_‘lj (x4+x3+x2+1)dx 0
-2

ifadesinin degeri kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?

) 2
g (e?-x —e"‘)dx | s J (2x—1)3_dx
1

ifadesinin degeri kagtir? ifadesinin degeri kagtir?
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1

2
7. j x(x2 +1) ax
0
ifadesinin degeri kagtir?

(x2 +X+ 1)2 (2x+1)dx

®
oh—._;

integralinin degeri kagtir?

0. [(2+v)ox

e

ifadesinin degeri kagtir?

3. ANTRENI A,

5
10. J-\/3x+1dx
0

ifadesinin degeri kagtir?

1
11. I X x?+1dx_
0
ifadeginin degeri kagtir?

1
12. I 3x2.3x3 +1dx
e

ifadesinin degeri kagtir?
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2

J. 2 dx
x-1

1

ifadesinin degeri kagtir?

4
dx

] Va-x

" ifadesinin degeri kagtir?

_x_._dx

4
'! \/x2+9

ifadesinin degeri kagtir?

]
4. VX -(x=1) dx
|

ifadesinin degeri kagtir?

In2

2
5. je"-(1+e") dx
0
integralinin degeri kagtir?

6. .[ (I_n))(()_z dx
1

integralinin degeri kagtir?
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2
. ® 10. 0<0 <1 olmak iizere,
7. I _Odx 2

x(Inx)?

3
ifadesinin degeri kagtir? (tan X+ tanx)dx =1

Al —

olduguna gore, 8 kagtir?

sin3 x- cosxdx 2

1. J _dx
4x +1
4]

(]
o —N]=

integralinin degeri kagtir? integralinin degeri kagtir?

2

dx  _
tanzx-(1+tan2x)dx 12. ,[2x+1 =lnp

1

Ot—— |

integralinin degeri kagtir? olduguna gére, p kagtir?
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3
xdx

x2 -1

integralinin degeri kagtir?

2x +1
= _dx
J X2+ x+2
o

integralinin degeri kagtir?

3

J 2 dx =1In5
2x -1

m

olduguna gore, m kagtir?

4. k >0 olmak tzere,

2x

> dx =3in 2
X< -4

Oty x

olduguna goére, k kagtir?

1

(xz +x+1)2 -1

ifadesinin degeri kagtir?

el
6. J dx
x-Inx
e

integralinin degeri kagtir?

5. j- (2x+1)(x2 +x+1)dx_
0
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integralinin degeri kagtir?

SIE

J‘ _sin2xdx

3+sin?x
0

integralinin degeri kagtir?

In4

X
9. J‘e dx
2+eX

integralinin degeri kagtir?

ind
10. j e*dx
nz

integralinin degeri kagtir?

1
1. Jx-exz*1dx
0

integralinin degeri kagtir?

12. cosx -5 dx

O Sy o

integralinin degeri kagtir?




4
q J' x+2dx
x—1
2

integralinin degeri kagtir?

“xX+1
0

1
%;:;iz J X242

ifadesinin degeri kagtir?

2
X
——dx
J X+1
0
integralinin degeri kagtir?

de

xX+1

A —w

integralinin degeri kagtir?

3
2
dx
I x2 -1
2

integralinin degeri kagtir?

integralinin degeri kagtir?
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4

7. I 2’;*'5. dx
x< -1

2

integralinin degeri kagtir?

1
8. I x-eXdx
0
integralinin degeri kagtir?

1
9, j.(x+2)-e"dx
0

integralinin degeri kagtir?

2
10. j x2.eXdx
0
integralinin degeri kagtir?

a
1. jlnxdx
1

integralinin degeri kagtlr?'

¢ ;
d .

—| | sinZxdx | |dt
dt ,!

12.

or—, e

ifadesinin degeri kagtir?
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Belirli integralde doniigim olay

Bastan sdyleyeyim de.© Belirli integralde degisken
degistirirken sinirlari ve dx i degistirmeyi unutmayin.
Unutursaniz yamulursunuz walla.©

Gerisi kolay.

Bir 6rnek vereyim.

Ornek Soru

integralinde v2x —1 = u déniisiimii yapilirsa
hangi integral elde edilir?

" Cozelim®
S llk 6nce elde edeceginiz integralin yeni sinirlanini be-
. lirleyin. Blyilk bir olasilikla gtklardan ikisi veya lgi
. - gider. (Gergi bunda ik mik yok. Ama yine de akliniz-
' da olsun®)
Bakalim neymis yeni integralin sinirlari. llk integralin
sinirlan x in deg@erleridir. x in bu degerleriigin u nun
degerlerini bulmak lazim.

S Altsinirx = 1 iciny2.1-1 =1 ve Gstsinirx = 5 igin

J2.5-1 =3 imis.

3
Demek déniisimden sonraki integral I gibi ola-

1
cak. Sinir olayini hallettikten sonra x li olan bitiin ifa-
~ deleri u tirinden yazin.

Bu da sdyle oluyor.

J2x=1 =u ise 2x-1=u? ve x = (u2+1) ve bu-

1
2
radan da dx = udu olur.

Burayi (su dx i bulma meselesini) bi daha izah ede-
yim. Sdyle yaptim. “sol tarafin x e gére tiirevi garpi
~dx egittir sag tarafin u ya goére tiirevi carpi du®”

- Anladiniz mi gimdi?

$imdi bu degerleri ilk integralde yerine yazarsaniz
3 1

4.5(u2 +1)+1
Jet

1

udu elde edilir. Ve bunu da dii-

Uzun uzun anlattim. Olayin temel mantidi bu iste.

: 3
* zenlediginizde J(Zuz + 3) du integralini elde edersiniz.
' 1

1+

Jx -

By

dx

-

B e 0

integralinde Vx =u doniigiimii yapilirsa hangi
integral elde edilir?

1-x2 dx

integralinde x = sint doniigiimii yapildiginda elde
edilen integral nedir?

sin(arccosx)dx

= L

Integralinde t = arccosx déniigiimii yapilirsa han-
gi integral elde edilir?
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1 In3
Ix
4. sz(x3+1]dx ke J (e "—e")dx
o' ' In2
. linde x° +1 déniisiimi | hanai integralinde e* =t doniigiimii yapilirsa hang|
integralinde x° +1=u doniigiimii yapilirsa hangi integral elde edilir?
integral elde edilir?

In4

n
2 . 8. J' 63X dx
5. J(sm x+smx)cosxdx 2
0
integralinde sinx = u déniisiimii yapilirsa hangi integralinde e* =t déniigiimii yapilirsa hang
integral elde edilir? ifade elde edilir?
In3 e? 1
2 Ll 2
J(e x+1)exdx 9. J x(lrlx+|n X) dx
0 (-]
integralinde e* —u déniisiimii yapilirsa hangi integralinde Inx = u doniisiimii yaplllrsa hang

ifade elde edilir?
integral elde edilir?
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a3

1
J; X (1+ln2 x) o

integralinde Inx =u dﬁnﬁsﬁr_nﬁ yapilirsa hangi
" ifade elde edilir?

2cosx__ 4

- ) X
sinX+sin“ X

o—ni=g

integralinde sinx = t doniigiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

(sinx—cosx)dx

S

integralinde t = w - x doniigimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

sin (arccosx)dx

Ot N |2

integralinde t = arccosx déniigiimii yapilirsa
hangi ifade elde edilir?

cos(arcsin x)dx

ot——ﬁwhn

integralinde t = arcsinx donligimii yapilirsa
hangi ifade elde edilir?

4
J sin(arctan x)dx
0
integralinde t = arctanx doniligiimii yapilirsa
hangi ifade elde edilir?
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x+Jx+2

N
N '—.‘-4

integralinde u?-2=x déniigiimii yapilirsa han-

gi ifade elde edilir?

4
8. x'e‘E dx
1
integralinde Jx =t doéniigiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

5 .
9. Jx-\/Q—xz dx
0

integralinde x = 3sint doniigsiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

10.

X
J1-x2

Iy I S

integralinde x = sint doniigiimii yapilirsa '_ha'
ifade elde edilir?

2
1. JJ4+x2 dx

integralinde x = 2tant doniigiimii yaplllrsa hang
integral elde edilir?

]
12. J —17dx
5 \/1+x

integralinde tant = x déniigiimii yapilirsa han
ifade elde edilir? '
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Integralinde u=+x déniisiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

3
J'\/x+1 dx
X

0

integralinde x+1 =_u2 doniisiimi yapilirsa han-

gi ifade elde edilir?

| A

-3

integralinde x=1+ u? donisiimii yapilirsa han-
gi ifade elde edilir?

4.

Su soruda x + 2 = u demek lazm. Niye ki?
5
J. f(x)dx =8
/)
3
olduguna gore, J f(x + 2)dx ifadesinin degeri
-1
kagtir?

"

Sunda 2x + 1 = u demek lazim.
5
J- f(x)dx = 20-

1
2

olduguna gore, J f(2x + 1)dx ifadesinin degeri
0

kagtir?

Sunda 3x = u demek lazim.
6
J‘ f(x)dx =12

3
2

olduguna gére, ‘[ f(3x)dx ifadesinin degeri

1
kacgtir?
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2
7. J.f(3x—1)dx -8
1

5
olduguna gore, J. f(x)dx ifadesinin degeri kag-
2

tir?

3
8. J‘f(x2+1)dx=18
0

1

o

olduguna gore, | x-f(x)dx ifadesinin degeri

N S

kagtir?

Kokl ifade olunca kékli ifadeye u demek 1azim.

3
9. ILidx
: Ix+71
0

integralinin degeri kagtir?

10.

12.

integralinin degeri kagtir?

5
ez_dx

4 J2x-1

integralinin degeri kagtir?

X
) 3x+1

integralinin degeri kagtir?
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6. ANTRENVIAN

Pargah Fonksiyonun integrali 1 ) { 4, x <0 ise
. X)=
Pargali fonksiyon integralinin higbir 6zelligi yok. 2x+3, x20ise
Sadece suna dikkat edin. Pargali fonksiyonun 2
integrali hesaplanirken fonksiyonun kritik degerleri olduguna gére, I f(x)dx integralinin degeri
(sinir deg@erleri) integralin sinirlan arasinda ise bu -2
degerlere gore integral pargalanir ve iki (parga sa- kagtir?
yisina gére ig te olabilir.)farkh integralin toplami bi-
giminde yazilir. Gerisi bildiginiz gibi©
Ornek Soru
4x-2, x<1ise
f(x) =
2x+3, x=1ise
3
olduguna gore, J‘ f(x)dx integralinin degeri
-1
kagtir? 2x-3, x>1ise
. 2. f(x)=
Cozelim®© 3x2+1, x<1ise

Integralin simirlan —1 ve 3. Ve verilen fonksiyonun
kritik degeri 1. llk bakmaniz gereken kritik degerin
sinirlar arasinda olup olmadigidir. Ki bunda stnirlar
arasinda. Dolayisiyla bu durumda integralin iki fark- kagtir?
I integralin toplami bigiminde yaziimasi lazim.
Yazip toplayalim bakalim.

Once tablo iizerinde nerede hangi pargayi kullana-
cagimzi goriin isterseniz.

2
olduguna goére, I f(x)dx integralinin degeri
0

-1 1 3
4x -2 2x+3
Alt kritik Ust
sinir deder sinir
$Su sekilde;

2 .
3. f(x)=[6x , x > 1ise

3 1 3
I f(x)dx =J (4x—2)dx+J (2x +3)dx 8x-10, x<1ise
-1 -1 1

3
Bunu hesaplarsiniz arttk© olduguna gére, I f(x)dx integralinin degeri
Ama problemi olanlar igin bir defaya mahsus goste- e

reyim yine. kagtir?
1 3

.[ (4x -2)dx +I (2x +3)dx = 2x? —2x|11 +x2+ 3x|:
-1 1 B

gerisini hesaplayin artik©

Cevap kag?

10 gikiyor di mi?
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4- 2j
" f(x)={ X, x<2ise

2x+3, x2>2ise

3
olduguna gére, J- f(x)dx integralinin degeri
0

kagtir?

2x -1, 1i
5. f(x)={ X x<1ise

-x+3, x21ise

olduguna gére, | (x+f(x))dx integralinin de-

O ey,

geri kagtir?

2-X: 1i
6. f(x—1)={ X x<1ise

2x+1, x21ise

2

olduguna gore, J‘ f(x)dx integralinin degeri
1

kagtir?

7.

9.

sy

x<0ise

3-x,

x>0 ise
2
olduguna gore, If(x +1)dx integralinin degeri
-2 ; L

kagtir?
-2x+1, x<-1 ise
f(x) = 3x2+1, -1<x<1ise
2x+3, x>1 ise
2

olduguna gére, If(x)dx integrallnin degéri
b .

kagtir?
-sinx, x>ise
f(x)= }
cosx, X< T ise
3
r

2
olduguna gore, I f(x)dx Integralinin degeri
0

kagtir?
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Mutlak Deger Fonksiyonunun Belirli integrali

Mutlak deger fonksiyonunun integralinin zor bir tarafi
yok. Ama ilk 6nce mutlak deger fonksiyonunun isaret
tablosunu yapmak lazim. (ki mutiak degerin hangi

araliklarda eksi hangilerinde arti agildigini goresiniz.)

Mutlak deger fonksiyonunun belirli integralini hesap-
larken kritik deder(ler)in integralin verilen sinirlari
arasinda olup olmadigina bakin. Eger sinirlar arasin-
daise bu sinirlara gére integralin sonucu iki veya du-
ruma goére (g farkh integralin toplami bigiminde yazin
ve dyle hesaplayin.

Aslinda olayin 6zeti tek ciimleyle su®©

Kritik noktalarda integrali pargalara ayirin|

Ornek Soru
3
I | 3x2 - 6x | dx
-1

integralinin degeri kagtir?

Cozelim©
Sonra hoca kolaylari ¢dziip kaziklari bize birakiyor
demeyin diye kazik olani ben ¢dziiyorum.©
"+ Mutlak degerli fonksiyonlarin integralinde en 6nemli

. olay kritik degerler ve bu degderlerin sinirlar arasinda
olup olmadiginin tespitidir.
Onun igin ilk adim bu.
Buradaki kritik degerler (mutlak degerin igini sifir ya-

-~ pandegerler) 3x2 -6x=0 danx=0vex=2dir.Bu
B degerlerde integrali pargalara ayircaz.

Ikinci olarak diger bir &nemli husus da mutlak degerin
. nerede arti nerede eksi agilacaginin tespitidir. Bunu
i~ datablo yaparak gércez.
Tabloyu yapalim. (Tablo yapmay bilmeyenler litfen
esitsizlik konusunda bu kismi tekrar galigsinlar. Bi
" zahmet®)
Tabloda kritik degerlere ve integralin sinirflarina dik-
kat edin. '

x | 1 0 2 3
i......-.. L T TSP _E
| 3 6x| + 0+ - - + 0+
alt  kitik kritk st
sinir  deger deger smr

Simdi integralin degerini hesaplayabiliriz. - 1 den 0 a
- kadar mutlak degeri arti, 0 dan 2 ye kadar eksi, 2 den
3 e kadar arti agip sonucu bulcaz.
Bu durumda verilen integralin son hali s6yle olacak.

0 2 3
J(sz —6x)dx+J‘(-—3x2 +6x)dx+.|‘(3x2 —6x)dx
-1 0 2

Artik bundan sonrasini hesaplarsiniz.

Sonug 12 galiba®

Anladiniz mi?

Ozetlersek; mutlak deger integralinde sinirlar arasin-
da kritik deger varsa bu degerlerde sinirlar degisiyor.
Bir de mutlak degerin nerede arti nerede eksi agila-
cagini gérmek igin tablo yapiliyor.

Ozeti bilem uzun®

2
J [ x |dx
oY

integralinin degeri kagtir?

3

le—1|dx

1

integralinin degeri kagtir?
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3
3. I|2x—4|dx
1

integralinin degeri kagtir?

2| x +1|dx

»
H—— =

integralinin degeri kagtir?

2

5. J. x| x—1]dx

0

integralinin degeri kagtir?

2
.sz—1|dx
0

integralinin degeri kactir?

1

j. | 2x—1|dx
Q

integralinin degeri kagtir?

3
J" | 2 —2x|dx
1

integralinin degeri kagtir?

1 1_:,1,:/(NTREN MAN
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1
I-(|4x|+|—2x|)dx
2

integralinin degeri kagtir?

2

J‘ (4x2|x—1|)dx

0

integr.é'linin\ degeri kagtir?

(3x2+| 2x—2|)dx

O Sy N

integralinin degeri kagtir?

2
J“'3|x2 —2x|dx
-1

integralinin degeri kagtir?

4
J|x2—2x—3|dx
0

integralinin degeri kagtir?

2
J. |—x2—4x+5 dx
-2

integralinin degeri kagtir?
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| sinx| dx

N
Oty N |

integralinin degeri kagtir?

n
8. I | cosx |dx
0
integralinin degeri kagtir?

m
9. J‘ sin| x| dx
-7

integraliinin degeri kagtir?

10. | cosx — sinx |dx

O'—-.-h':l

integn:alinin degeri kagtir?

Su iki soruda ilk 6nce cos un yanindaki 1 yok"edi:

m
1. I J1-cos2x dx
0

integralinin degeri kagtir?

”
12. I J1+cos2x dx
0

integralinin degeri kagtir?
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INTEGRAL YARDIMIYLA
ALAN HESABI

Bu kadar belirli integral antrenmanindan sonra bu
acayip kolay gelecek size. Hatta burada 6yle soru-
lar var ki “Bu kadar kolay seyler de sorulur mu?” fi-
lan diyeceksiniz. © Ama soruluyor iste.

Alan hesabinda gok basit bir iki seyi bilin yeter.
Adim adim vereyim.

lik 6nce

Egri ile x ekseni arasindaki alanin nasil bulun-
dugunu 6grenin.

y = f(x) egrisi Ox ekseninin ist tarafinda (+y tara-
finda) ise taral alan y = f(x) fonksiyonunun a dan b
ye kadar belirli integraline egittir.

Neyi kastettigimi 6nce taslak bir sekil (izerinde go-
rin.

Buradaki en 6nemli sey integralin sinirlari. Sinirlar
verilmigse problem yok.

Ya hesaplanacak alanin sinirlarn verimemigse?
Oturup bulacaksiniz artik.© Ama merak etmeyin.
Nasil bulacaginizi séylicem.

Bir de su var tabii. Fonksiyonun grafigi her zaman
gizili olarak verilmeyecek. Onun igin bazi 6nemli
(Gok soruldugu igin 6nemli.®) fonksiyonlarin grafik-
lerini gizebilmek lazim.

Peki, ya fonksiyonun grafigini gizemezseniz?

O zaman yandiniz iste.® $aka saka.©

Panik yapmayin. Grafigi gizmeyi beceremeseniz bi-
le yine de istenilen alani bulabilirsiniz.

Ama 6nce grafigini gizdigim fonksiyonlarda alan
bulma olayini kavrayin bi.

y= x2 +2 egrisi ve x =—1, x =1 dogrulan ve x
ekseni ile sinirh alan kag birim karedir?

y= 3x? egrisi ve x = 2 dogrusu ve x ekseniyle
sinirh bdlgenin alani kag birim karedir?
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y= (x—2)2 egrisi, x ekseni ve y ekseniyle sinirh
bélgenin alani kag birim karedir?

y=(x -2)2 egrisi, x = 4 dogrusu x ekseni ve y
" ekseniyle sinirh bélgenin alani kag birim kare-
dir?

_senini kesim noktalarini bulmak igin y =0 venp bu

y=4-x°

y=4-x?egrisivex=-1, x=1 dogrulan Vex
ekseni ile sinirl alan kag birim karedir?

Eger hesaplayacaginiz alanin sinirlari belli deﬁils'_e
sinirlan siz bulacaksiniz demektir. Hatirlayin x ek-

luyorduk. Ornedin, alttaki soruda sinirlar
4-x2 =0 dan 2 ve - 2 dir.

y=4- x? egrisi x ekseni ile sinirh alan kaq bi
rim karedir? :



y= x2 egrisi ve x = 2 dogrusu ve x ekseniyle si-
nirh bolgenin alani kag birim karedir?

y= ax3 egrisi ve x =1 dogrusu ve x ekseniyle
sinirh bdlgenin alani 3 birim kare olduguna gore
a kagtir?

y= 2\x egrisi x = 1dogrusu ve x ekseni ile si-
nirh alan kag birim karedir?

y =v/x egrisi x = 1, x = 4 dogrulan ve x ekseni
ile sinirh alan kag birim karedir?
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5. 7.
y= «/;2e9n51, x = a, x = 9 ve x ekseniyle sinirl y =%e§risi, x ekseni, x= e ve x=e3 doéru[
5 : ~ . T
alan 3 birim kare olduguna gore, a kagtir? riyla siirh alan kag birim karedir?
8.
6.
y =% egdrisi, x ekseni, x = 2 ve x = 6 dogrulany- y=e" egrisi x =0, x = In2 dogrulari ve O_i_(g
la sinirh alan kag birim karedir? senl ile simirh alan kag birim karedir? -




1

y=e* edrisix = -1, x = 2 dogrulan ve Ox ek- y=
seni ile sinirh alan kag birim karedir?

3 egdrisi, x ekseni, x =—1 ve x =1 dog-
X< +
rulanyla sinirh alan kag birim karedir?

y = Inx egrisi, x ekseni, x = e ve x = e? dogrula-

kild figi verilen =1 egrisiile ek-
Sekilde grafigi verile Vs ‘/7 J riyla sinirh alan kag birim karedir?

senler arasindaki alan kag birim karedir?
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Egri Ox ekseninin altinda olursa...

Higbir gey fark etmez.

En fazla islem sonucu eksi ¢ikabilir. Ki bu da prob-
lem degil. Sonucu eksi ile garpar bunu da artiya
dénistirirsiiniz© Alan negatif olacak degil ya.

Bu tiir alan hesaplarinda sekil soyle olabilir mesela.

Egri x ekseninin altindaysa, tarah alan, fonksi-
yonun a dan b ye kadar belirli integralinin eksi-
lisine esit olur.

Anladiniz mi? ©

Yani bu durumda tarali alan

o b'..- R b PO

A= []#60]dx = [ <fx)dx olur.

Aslinda soyle de yapabilirsiniz. Alam normal

sekilde bulun. Eger eksi gikarsa mutlak degerini
abin olsun bitsin.©

y= x2 -1 egrisi ile x ekseni arasindaki alan
kag birim karedir?

y =-3(x -1)2 egrisi, x ekseni ve y ekseniyle's
nirh bélgenin alam kag birim karedir? '

y =x2 -4 egrisi, x ekseni, x = -1 ve x = 1 dog-
rulanyla sinirh alan kag birim karedir? '
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y =x3 egrisi, x = — 2 dogrusu ve x ekseniyle si-
nirli bdlgenin alani kag birim karedir?

y=- % egrisi, x = 1, x = edogrulan ve x ekseni

ile sinirli bélgenin alam kag birim karedir?

Simdi de size grafigi verilmeyen egrilerle x ek-
seni arasindaki alani bulmayi vereyim.

Fonksiyonun grafigi ¢izilmemigse istenilen alani bul-
mak sanki zor mus gibi. Ama aslinda gayet kolay.
Goreceksiniz. Yeter ki dediklerime dikkat edin.

Eger egri ile x ekseni arasindaki alan soruluyorsa
once egrinin x eksenini kesim noktalarini bulun.
(Bir egrinin x eksenini kesim noktalari y = 0 vererek
bulunuyordu. Hatirlayin.®)

Sonra buldugunuz degerlerden kigiik olani alt sinir
blyiguni de st sinir olarak alin ve verilen fonksiyo-
nun belirli integralini hesaplayin. Sonug eksi ¢ikarsa
artiisini alin. Ama egri x eksenini tig farkll noktada
kesiyorsa? O zaman asagida yaptigim gibi yapin©
Ook®

Ornek soru

y=X— x3 egrisi ile x ekseni arasindaki sinirh
bolgenin alani kag birim karedir?

Cozelim®©

Soruda grafik mirafik verilmemig©®

Olsun. Problem degil. Grafigi gizmeden de yapabilir-
siniz. Ama ilk 6nce verilen egrinin x eksenini kesim
noktalarini bulun.

34+x=0 danx=-1,x=0ve

Egri, x eksenini —x
x = 1 de kesiyor.
Iste bu x degerleri integralin sinirlari olacak.
Integralin sinirlari ilkinde bu degerlerden en kiigigii
ile ortancasi, ikincisinde ortancasi ile en biyiigi ola-
cak. Iki integralin degerini de ayr ayri bulun. Ama
sonucun eksi gikma ihtimaline kargi da mutlak degder-
lerini alin ve toplayin.

Bu kadar basit iste. ©

Demek istedigim suydu.
0

IstenenAlan = .[ (—xa'-'+ x)dx + I(~x3 +x)dx
-1 0

+

1 |1 ,
'—Z 4|— > birim karedir.

Ama verilen egrinin grafigini taslak olarak gizebilirse-
niz ne ala.
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3.

4.

Ornek soru

y= -x2 +x+2 egrisi ile x ekseni arasindaki si-

nirh bélgenin alani kag birim karedir?

Cozelim®©

Bu soruda da grafik gizilmemis. (Genelde giziimez
zaten.) Olsun. Problem degil. Dedim ya grafigi giz-
meyi beceremeseniz de ¢6zebilirsiniz.

Séyle yapin. llk dnce egrinin x eksenini kesim nokta-
larimi bulun.

Yani, -x2

+x+2=0 danx=-1, x=2yibulun.
Iste bu degerler belirli integralin sinirlan olacak.

Sonrasi kolay.
2

IstenenAlan = J (—xz +X 4+ 2)dx
-1

Hesaplarsiniz artik. % yi buldunuz mu?

y =4 -x? egrisiile x ekseni arasindaki sinirli

bolgenin alani kag birim karedir?

y= x2 -1 egrisi ile x ekseni érasmdaki sinirh
bolgenin alani kag birim karedir?

5.

y= x3 ~4x egrisi ile Ox ekseni arasindaki alan '
kag birim karedir?

= -3x2 +12 egrisi x =0 ve x = 1 dogrular ve'x_f'_-:_:.' _
ekseni arasindaki alan kag birim karedir? i

y= x2 egrisi, x = 2 dogrusu ve x ekseniyle sinrl .
alan kag birim karedir? '
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K/

1.  y=-x° egrisi, x ekseni, x=- 1 ve x = 1 dogru- 4. vy =% egrisi x = 2 ve x = 4 dogrulanyla sinirh

il i bélgenin alani kag birim karedir?
su ile simirli bdlgenin alam kag birim karedir alan Kag birim karedir?

g . 5. y=cosxegrisi,x=0, x = dogrulari ve x
- 2. a>0olmak uzere, 2

y=ax3 egrisi, x ekseni ve x = 1 dogrusu ile si-
nirlialan 3 birim kare olduguna goére, a kagtir?

ekseni arasindaki alan kag birim karedir?

_ . ) 6. y=tanx egrisi, x ="‘0, x = dogrular ve x ek-
- 3.  y=e* egrisi,x=0, x = In3 dogrulari ve x ekseni 6

arasindaki kapal bélgenin alani kag birim kare- seniyle sinirh bolgenin alani kag birim karedir?
dir?
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Hesaplanacak alanin bir kismt x ekseninin al-
tinda bir kismi Gstiindeyse...

L e

Sekildeki gibi eder (a, c) araliginda egrinin bir kismi x
ekseninin altinda (- y tarafinda) bir kismi Ustiinde (+
y tarafinda) ise o zaman taral alan

Yani, bgnun Ozeti su; edri ile x ekseni arasindaki
alan; Egri x ekseninin istinde ise belirli integralle
ayn\, altinda ise belirli integralin eksilisine esittir.

Ve asil sunu unutmayin. Integralle alan hesabinda
egrinin x eksenini kestigi noktalar muhakkaka bu-
lunmal. (kesiyorsa tabii ki)

Bu noktalar belirli integralin sinirlaridir. Ve bu
degerlerde integral pargalanir ve sinirlar ona gore
diizenlenir. .

Ornek soru

y=4-x?

y= 4 - x2 egrisi x = -3 ve x = 0 dogrulari ve x

ekseni arasindaki alan kag birim karedir?

Cozelim® _

Bu soruda grafik veriimeyebilirdi de. Egeri x eksenini
x=—2 ve x = 2 de kesiyor.

Bu durumda istenen alan bulunurken — 3 ten 0 a ka-
dar degil. Once — 3 ten — 2 ye kadar sonra da — 2 den
0 a kadar olan kisim ayri ayri bulunmasi lazim.

Yani,
-2 0
IstenenAlan = I(4—x2)dx + I(4—x2)dx
-3 -2

Hesaplarsiniz arttk©

y =x2 ~4x egrisi, x =2 ve x = 5 dogrulan ile x -
ekseni arasindaki alan kag birim karedir? -

8. y=x?-2x edrlsi, x ekseni, x =1 ve x = 3 dog-
rulariyla sinirli alan kag birim karedir?
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1

C 2.

y= x3 egrisi, x =—1ve x = 2 dogrulan ve x
ekseniyle sinirh alan kag birim karedir?

y= x3 -x2 egrisi, x ekseni, x =0 ve x = 2 dogru-
laniyla sinirh alan kag birim karedir?

Iki egri arasindaki alan nasil bulunur?

Once taslak bi sekil gizeyim.

Iki egri arasindaki alani hesaplarken éncekilerden
farkh bir sey yapmayacaksiniz.

Mesela yukaridakisekilde tarali alani bulurken f(x) ile
x ekseni arasindaki alandan g(x) ile x ekseni arasin-
daki alani gikarmak lazim.

Bunun da integralle ifadesi su:

A = [[ )= g0 ]dx tir
a’L o

Iki egri arasindaki alani bulurken daima isttekinden
alttakini ¢ikarin.©

Ama grafik gizilmemis ve hangisinin listte hangi-
sinin altta oldugunu bilmiyorsaniz o zaman kafa-
niza gore takilin© Yani, birinden digerini gikarin
ve sonucu bulun. Eger eksi gikarsa gaktirmadan
arti yapin. Olsun bitsin.©

Fakat simir minir verilmemis ve iki edri arsindaki alan
sorulmussa o zaman sinirlan siz bulacaksiniz de-
mektir.

Peki, sinirlari nasil bulacaksiniz?

Hatirliyor musunuz? -

Hatirlatayim. y leri birbirine esitliyorduk.

Mesela y=4- x2 paraboli ile y = 2x + 4 dogrusu-

nun kesim noktalan 4-x2 =2x+4 esitliginden
x=0vex=2dir.

Buradaki en 6nemli hususlardan biri kesim noktalarin
apsislerini dogru bulabilmek. Bu gok 6nemli. Ona gé-
re. Ginkl bu noktalar integralin sinirlan olacak.
Olayin 6zeti bu yani.
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3. 5.
\l’
5]
y= 1-x%
Sekildeki taral alan kag birim karedir? Sekildeki parabol ile dogru arasinda kalan aklan
kag birim karedir?
6.
4,
y= Ix, y= 2J%x edrileri ve x = 4 dogrusuyla nmirh kapah bélgenin alani kag birim karedir?
sinirl alan kag birim karedir? :
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y=2- x2 parabolii ile y = 1 dogrusuyla sinirh
kapali bolgenin alani kag birim karedir?

y=1- x2ve y= 4-4x2 egrileriyle sinirh bél-
genin alam kag birim karedir?

X

y=e*, y=e~* egrileri ve x = In2 dogrusuyla
sinirh alan kag birim karedir?

y= x2 -6 egrisi ve y = x dogrusu ile simirli bél-
genin alani birim karedir?
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5. y=x2+x+2 egrisive y=2x+4 dogrusuyla 7. y=2-x? egrisivey =x dogrusuyla sumrlana,',_
sinirlanan alan kag birim karedir? alan kag birim karedir? :

6. y= x? egrisi ve y = x + 2 dogrusuyla sinirlanan
alan kag birim karedir?

y=x%ve x= y? edgrileri ile simirlanan alan ka

birim karedir?




BELIRLi INTEGRAL

y2 =4x 3.
y= 2x?
egrileriyle sinirli bélgenin alani kag birim kare-
dir?
y= x3 egrisi ve y = x dogrusuyla sinirh (sonlu)
bélgenin alani kag birim karedir?
2
=2
X ) y 4, y-= -x3 egrisi ve y = —4x dogrusuyla sinirh
y©=2x (sonlu) boélgenin alani kag birim karedir?

egrileriyle sinirlanan bodlgenin alani kag birim
karedir?
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S. y=x2+x
y=-x?+x+8

égrileriyle sinirlanan bodlgenin alani kag birim
karedir?

6. y=2x2 -1
y=x?

egrileriyle sinirlanan bélgenin alani kag birim
karedir?

7. _y=x3

y=x?

egrileriyle sinirlanan bdlgenin alani kag birim
karedir? :

8. y= -)2(— egrisi ve y = 3 — x dogrusunun sumrlady

alan kag birim karedir?
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y=e*, y=4e™™ edgrileriile x=In2 ve x = In4
dogrulartyla sinirlt alan kag birim karedir?

Eger fonksiyonlar asagidaki sekildeki gibi kesisiyorsa
taralh alani iki ayn integralin toplami seklinde yazarak
bulun.

Kesim noktalarinda sinirlan degistirin. (Demek ki ilk
once kesim noktalarini bulmak gerekiyor®)

Daima iisttekinden alttakini gikarin. Ya da her se-
ferinde mutlak deger alin.

Ustteki sekillerde ki tarah alanlar su sekilde hesap-
lanir.
c

b
A +A, = I[g(x)—f(x)]dx+j[f(x)—g(x)]dx
a b

Dikkat ettiniz mi?

Iki egri arasindaki alani hesaplarken egrilerin x ekse-
ninin altinda veya iistiinde olmasinin higbir nemi
olmuyor.

Onemili olan hangisinin iistte oldugu.

y =x +2dogrusu, y = x? egrisive x =1 ve
x = 3 dogrulariyla sinirli kapah bolgenin alani

kag birim karedir?

Sekildeki y = x?-2x egrisiiley=xvex=4
dogrusu ile simirh tarah alan kag birim karedir?
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4, y=x? parabolij, =-} egrisi, x ekseni ve

x = 3 dogrusuyla sinirhi alan kag birim karedir?

5. y=4-x2, y=x>-4 egrilerivex=1,x=3
dogrularniyla sinirh alan kag birim karedir?

Yukarida verilen tarali bélgelerin alanlari snras Vi
S, ve S dir.

jf(x)dx =7ve, S, =10 birim kare-

olduguna gore, S1 kag birim karedir?
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22, ANTRENMAN

Sekilde y =f(x) fonksiyonunun grafidi verilmigtir.

— 2 _ 2 _ 2
A1-5br s A2-3br , A3—7br

§
olduguna gore, I f(x)dx kagtir?
-2

Sekilde f(x) fonksiyonunun grafigi verilmigtir.

5 2
If(x)dx:&, If(x)dx=13.
-3 -3

olduguna gore, B alani kag birim karedir?

c(z.0) D(E.O)\ > X
fix)

Yukaridaki sekilde y = f(x) in grafigi verilmigtir.
) O ekseriinin, AB yayi ile sinirladigi bélgenin
alami 14 birim kare, BC yayi ile simirladigi bol-
genin alani 11 birim kare, CD yayi ile simirladigi
bélgenin alani 16 birim kare olduguna gére,

8

Jf(x)dx degeri kagtir?

-5

Yukarida verilen taral bélgelerin alanlari sirasiyla
a, bvecdir.

6
Buna gére, J|f(x)| dx- Jf(x)dx degeri nedir?
0 0
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Sekilde f(x) fonksiyonunun grafigi verilmigtir.
6 3

8
J. f(x)dx =10, J- f(x)dx =2, Js-f(x)dx=6

-7 -2

8
olduguna gére, ‘[ |f(x)|dx kagtr?
7

Sekilde f(x) fonksiyonunun grafigi verilmigtir.

5
Buna gére, J. f(x)dx kagtir?
-4

Sekilde f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafikleri veril
mistir. t

b b
If(x)dx =20, Ig(x)dx =6
a a

olduguna gére, A — B farki kagtlr?

Sekilde f(x)ve g(x) fonksiyonlarinin grafigi
verilmigtir.

2 2
If(x)dx=12, Jg(x)dx=10,
-3 -3 .
olduguna gére,
dir?

A - A2| farki kag birim kare-
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Bir egri ile y ekseni arasindaki alan nasil bu-
lunur?

Edriile y ekseni arasindaki alandan neyi kastetti-
gimi asagidaki sekle bakarak anlayin.

T x=ew)

o

Aslinda bir egri ile y ekseni arasindaki alanin hesa-
bi da éncekiler gibi.

Yalmz burada fonksiyonu y tiiriinden yazmaniz

ldazim. (yani, x i yalmz birakmaniz lazim.)

Ornegin Ustteki gekildeki taral alan

n
A= J' g(y)dy dir.

m o
Géreceksiniz zaten. Higbir zorlugu yok. Oncekilerin

aynisi.© Ve bir sey daha.
Neyse... Vazgectim®©

y= Jx egrisi, Oy ekseni ve y =1 ve y = 4 dogru-
laniyla sinirh alan kag birim karedir?

x 2 0 olmak uzere,
y= x? egrisi, Oy ekseni ve y =1 ve y = 4 dogru-
lariyla simirh alan kag birim karedir?

O

—

y =Inx egrisi, y = 1, y = 2 dogrulari ve y ekseniy-
le sinirh alan kag birim karedir?
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4.

5.

y= x? +1 egrisi ve y = 2, y =5 dogrulanyla
sinirh alan kag birim karedir?

y=e* egrisi, y = e’ dogrusu ve y ekseni ile
sinirh alan kag birim karedir?

0

Sekilde grafigi verilen bire bir ve érten

f : [2,6] — [3,8] fonksiyonunun tersi f~" dir.

) 6 8
Buna gore, J. f(x)dx + J. f 7' (x)dx toplam kag-
2 3 '

tir?

Egri y eksenini kesiyorsa...

Yani, hesaplanacak alanin bir kismi y ekseninin : '
sadinda (+x tarafinda) bir kismi solunda (—x tara-:
finda) ise

Yine ayni mantikla Ustteki sekilde verilen tarali alan-

n P
Ay+A, =J—9(Y)dY+Ig(y)dy dir.

Yani, + x tarafindakini aynen aliyor, — x taraflndak
nin eksilisini aliyor ve topluyoruz.
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1.

2

y= x3 egrisi, y=—1, y =1 dogrularive y ekse-
niyle sinirh alan kag birim karedir?

y= x3 +1 egrisi, Oy ekseni, y =0 ve y = 9 dogru-
lariyla sinirh alan kag birim karedir?

4,

y2 = x egrisi ve x =y + 2 dogrusu ile sinirli alan
kag birim karedir?

y2 =x egrisi, y =x -2 dogrusu ve y ekseniyle

sinirh alan kag birim karedir?
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Dairede alan bilgisi yardimiyla daha kolay
goziilebilen integral sorulari.

Herhalde aranizda dairenin, daire diliminin ve daire
kesmesinin alanini hesaplayamayan ¢tkmaz®©
Var mi1 yoksa?

Dairede alan bilgisiyle ¢dziilen sorularda karginiza
yanm gember denklemleri gikacak. Onun igin dnce

.yanm gember denkleminden neyi kastettigimi

aciklayayim.

Merkezi orijinde M(0,0) ve yarigapi r olan gember
denklemi, x2 + y2 =r2idi. Bu denklemde yyi

yalniz birakirsaniz, y = +v r2-x? olur.

Burada, gemberin x ekseninin Ustilinde kalan yari

pargasinin denklemi, y = VrZ2 —x2 dir.

y
C Ly TR

- OI r

x ekseninin altinda kalan yari pargasini denklemi

ise y= —\/r2 -x? dir.

y= TR

Bu iki yarim gember birlesince tam gember oluyor.

Ama bu x? +y2 =r2 denkleminde x i yalniz

= i\/rz —y2 olur.

Mesela y = V4 - x2 denklemi merkezi orijinde, ya-
rigapi 2 birim olan asagidaki yarim gemberdir.
y

birakirsaniz  x

Z 0 7 X

Sorularda ne demek istedigimi daha iyi anlayacak-
siniz.

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen tara
alanin integral yardimiyla ifadesi nedir?

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen tara
alanin integral yardimiyla ifadesi nedir?

B(0,2)

C, )

0 AM20)

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen . :-
ceyrek gember ile dogru arasindaki tarali alan
integralle ifadesi nedir?
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L ——

1. y4 4.

WA

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen
gember ile dogru arasindaki tarali alanin
integral yardimiyla ifadesi nedir?

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen taral
alanin integralle ifadesi nedir?

5. vh
2. ¥
1 yEx
i?‘.‘:‘?
ke
; - <4
4
-1 Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen tarah

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen taral alanin integralle ifadesi nedir?
alanin integral ile ifadesi nedir?

y=-x Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen tarah ?ember ile dogru al:asmd?ki ta.rall alanin
alanin integral ile ifadesi nedir? integral yardimiyla ifadesi nedir?
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Tabii ki her zaman sekil hazir verilmez. Cogu zaman
yarim gember denklemini tanimaniz ve sekli sizin
gizmeniz gerekebilir. Bi zorlugu yok. Ama bilmeyince
de ¢o6ziilmiyor iste®

2
7. I«/4—x2dx
‘0

ifadesinin degeri kagtir?

6
8. I\/ﬁs—xz dx
0

ifadesinin degeri kagtir?

0
9. J«/w-x'z dx
e

ifadesinin degeri kagtir?

1
10. J V1-x2 dx
-1

ifadesinin degeri kagtir?

7
1. J(m—x)dx

integralinin degeri kagtir?

12,

(\/ﬁ—xj dx

ot—m7 .

integralinin degeri kagtir?
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P

1. J‘(\/4—x2 —x]dx

integralinin degeri kagtir?

N

2
2, j(ﬂ-x? —(—x+2))dx
0
integralinin degeri kagtir?

(\/9—7+x—3)dx

w
(= X2

integralinin degeri kagtir?

4, j{[[JZ—xz —x)dx

integralinin degeri kagtir?

(m —ng) dx

o
O Gy N [

integralinin degeri kagtir?

(*/1——X_2 —%x] dx

o
o‘—,mlé‘

integralinin degeri kagtir?
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INTEGRAL YARDIMIYLA HACIM HESABI

Hacim hesablyla alan hesabindaki temel mantik ay-
nidir. Sadece burada fonksiyonun karesi aliniyor. Ve
sonug T ile garpiliyor o kadar.

Bir egri ile Ox ekseni arasindaki alanin Ox ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle olugan cismin hacmi:

Tv

y = f(x) egrisi, x ekseni, x = a ve x = b dogrulariyla si-
nirli alanin x ekseni etrafinda déndiriilmesiyle olusan
doénel cismin hacmi,

=

b b
V=Tl.[ fz(x)dx =nj y2dx seklinde hesaplanir.
A

y= 24/x egrisi, x =1 dogrusu ve x ekseni ile
sinirh alanin x ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan cismin hacmi kag birim kuptir?

o

y = Vx egrisi, x = a, x = 4dogrulari ve x ekseni """
ile siirh alanin x ekseni etrafinda déndiiriilme: - -
siyle olugan cismin hacmi 6 m birim kiip oldu- ..
guna goére, a kagtir?

/‘2

y= x3 egrisi, x ekseni ve x =1 dogrusuyla si- -
nirh alanin Ox ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle:”
olusan cismin hacmi kag birim kiiptiir? :
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e

1. 3.

y=2- x2 parabolii x = — 1, x = 1 dogrulari ve x y = (X -1)2 paraboliiniin eksenlerle olusturdugu
ekseniyle sinirh alanin x ekseni etrafinda don- sinirh alaninin x ekseni etrafinda déndurtlme-
diiriilmesiyle olugan dénel cismin hacmi kag bi- siyle olusan cismin hacmi kag birim kiiptiir?
rim kiptiir?

7o v

y=1-x2

Sekilde grafigi verileny =1- x2 paraboliiniin x

ekseniyle olugturdugu sinirli alaninin x ekseni y= 1 egrisi, x = 1, x = 2 dogrulari ve x ekseniy-
etrafinda dondiiriiimesiyle olugan cismin hacmi X
kag birim kiiptiir? le sinirh alanin Ox ekseni etrafinda déndiiriil-

mesiyle olusan cismin hacmi kag birim kuptir?
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e |
y = e* egrisi, x ekseni, x =0 ve x = In2 dogrusu - .-. .

Y .
ile sinirl bélgenin x ekseni etrafinda dondiiriil. . -
mesiyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptiir?. - B

o]

X

Sekildeki verilen y = e™" egrisi, x ekseni, y ek-
seni ve x = In3 dogrulariyla sinirh alanin x ekse-
ni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin
hacmi kag birim kiiptiir?

8. y=tanx egrisi, Ox eksenive x = % dogrulary-

la sinirl alanin Ox ekseni etrafinda déndiriil- - - .
mesiyle olusan cismin hacmi kag birim kiiptiir? - "

Sekildeki verilen y = e* egrisi, x ekseni,
x = — 1 ve x = a dogrulariyla sinirl alanin x ek-
seni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin

hacmi g-(ea +4 —e“z) birim kiip olduguna gére,

a kagtir?
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Iki egri arasindaki alan x ekseni etrafinda dén-
dirdlurse...

Buda basit.
Usttekinin olugturdugu hacimden alttakinin olusturdu-
dunu gikarirsin.

y = f(x), y = g(x) egrisi, x ekseni, x=a ve Xx=Db
dogrulariyla sinirli alanin x ekseni etrafinda déndii-
rilmesiyle olusan dénel cismin hacmi,

b
V= TTJ. [f 2(x)-g? (x)]dx seklinde hesaplanir.
a

y=2{x

Sekildeki y = 2Vx ve y= Jx egrilerive x =1
dogrusuyla sinirh alanin x ekseni etrafinda
doéndiiriilmesiyle olugan cismin hacmi kag birim
kiiptiir?

794 N v

Sekilde verileny =2 - 2x2 ve y=1- x? parabol-

i

leri arasinda kalan sinirh alanin x ekseni etra-
finda dondiiriilmesiyle olugan cismin hacmi kag
birim kiiptir?

y=2-x%2vey =4-2x2 egrileriile x=-1ve

x = 1 dogrulanyla sinirh alanin Ox ekseni etra-
finda déndiiriilmesiyle olugan cismin hacmi kag
birim kiiptiir?



¢ BELIRLI INTEGRAL

4.
Sekilde verileny =e* ve y =e™ egrileri ve
x = In2 dogrusuyla sinirh alanin x ekseni etra-
finda dondiiriilmesiyle olugan cismin hacmi kag
birim kiiptiir?

5.

y=4-x2

Sekilde verileny =4 - x2 parabolii vey = x + 2
dogrusuyla sinirh alanin x ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmi kag birim
kiiptir?

y=4- x2 parabolii ve y = 3 dogrusuyla sinirlt _'
alanin x ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olu- - "
san cismin hacmi kag birim kiiptiir? -

u]

y=x2 ve x =y2egrileriyle sinirli alanin x eks"e-:

ni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan cismin
hacmi kag birim kiiptiir?
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Egri ile y ekseni arasindaki alan y ekseni et-
rafinda dondiirilirse...

x=gly)

ol

x = g(y) egrisi, y ekseni, y =m ve y = n dogrulariy-
la .sinirli alanin y ekseni etrafinda déndiriimesiyle
olusan cis_min hacmi

n n

V= TTI g?(y)dy= 'ITJ' x2dx seklinde hesapla-
m m

nir.

y ekseni etrafinda donduriiyorsaniz verilen denk-
lemde x i yalniz birakmaniz lazim. (yani, x in y ta-
rinden degerini bulmaniz lazim.)

\'x

2

1
0

Sekilde verileni y = 2x? egrisiy=1vey=2
dogrular ve y ekseniyle y ekseni etrafinda don-
dirilmesiyle olugan cismin hacmi kag birim
kiiptir?

2.

y=x> egrisi, y ekseni, y =1 dogrusuyla sinirh
alanin y ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olu-
san cismin hacmi kag birim kuptir?

y =Inx egrisi, y =1, y = 3 dogrular ve y ekseniy-
le sinirh alanin y ekseni etrafinda dondiiriilme-
siyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptiir?
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y= x3 egrisi, y ekseni, y = 1 ve y = 8 dogrula-
nyla sinirli alanin y ekseni etrafinda déndiiriil-
mesiyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptiir?

iki egri arasindaki alan y ekseni etrafinda
dondiriliirse...

A
YT x=00y) x=fy)

x = f(y), x = g(y) edrisi, y = m ve y = n dogrularyla
sinirh alanin y ekseni etrafinda dénddriimesiyle
olusan cismin hacmi:

n
V=T _[ [fz(y)—gz(y)]dy seklinde hesaplanir.
m

Aslinda biitiin alan ve hacim hesaplamalarindaki
temel mantik ayni. Sadece kiigticik bir formili
bilmek yetiyor®©

Sekilde verileni x = y2 egrisivex =y +2 dog'ru;;
lariyla sinirh alanin y ekseni etrafinda déndii- -
riilmesiyle olugan cismin hacmi kag birim kiip: - -
tur?

6. y= Jx egrisi ve x = 1 dogrusuyla siirh alanin y
ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olugan cismin -~
hacmi kag birim kiiptiir? e
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18. Antrenman
Sayfa 139 - 140

6. e

8. ¢
9. ¢?
10. ¢
11.¢
12, ¢

13. &3
14, &

19. Antrenman
Sayfa 141 - 142

1.4
2,3
3.-1
4.4
5.0

6. ©
7.6
8.2
9.5 M
10. e®
11.3
12, 3
13.6
14.2

20. Antrenman
Sayfa 143 - 144

o vh w N ¢
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21, Antrenman
Sayfa 145 - 146

25
.14
16x=
36
Brn+16
. 36V3
43

3
8. 3241642
9.72
10.12x

oonpwNpe

22. Antrenman
Sayfa147 - 148

1.5
2.0
3.4
4.3
5.3
6.1
7.13
8.~-14

23. Antrenman
Sayfa149-150

1.8
2.-9
3.6
4.4
5.1
6.2
7.2
8.5
9. 3
10.2
11.3
12.1
13.-2
14.5

24. Antrenman
Sayfa 151 - 152

18

2.1
3.(5.»)

4. (-».2)
5.R

6. R - {0,2}

7.[5,4;)
8.27

9,11

10.9
11. (a.5)

12. [-5,-2) v (1=)
1. (-w.-3)u14)
14. [-2,5)

15. (v, -1]u (5]
16. (4.)

TUREV ALMA
KURALLARI

1, Antrenman
Sayfa 155 - 156

1. ax?
2.1
3.3
4.%
5. 2x®
6.15x*

7. 12x7

15 4
2 X
14. -6x

13.

24.10t
25. 1292
26. -6m
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2. Antrenman
Sayfa157 - 158

1. 6x-2
2.15x?% - 4x

3. 4x% -5x* -4
4.3

1
5. 2x +—=
Jx

6.2x% - 4x°
7.8x3 —10x +3

2
8.6x%+ <
X2

9.612-4
10.312-12t-3
11.6x2 + 2x
12.x3 + x2

13. -18x°% + 30x*
14. 80

15.1

16.5

17.4

18.3

19.2

20.5

3. Antrenman
Sayfa 159 - 160

1.1

2.0

3. 16

4. -1

5. 18

5.

7.2

8. 11

9.2

108
(3x+1)?

11,1
(3x+2)?

12, X - 2x-1

(x-1?

13, 8-3<

(x2 + 2)2-

14. _ 2!2 +2x+2

(-

15.3
2

16.3

17.-2

18. -4
3

193

4. Antrenman
Sayfa 161 ~ 162

1.10
2.1
3.16
4.5
5.-4
6.2

5. Antrenman
Sayfa 163 - 164

1. a)1l
b)3
2.-1ve2de
3.4
4. Yoktur
-4
20

6. Antrenman
Sayfa 165 - 166

1.-12
2.5

3. 8
3

4.6

5. 25

3
6.21

7. 12x(x2 —3)2

g 2
3
9. 4
10.2
11.10
12.16

13. 8(2x-1)°
14.3(x? - x)2 {2x-1)

15. 10(>(2 ~ 2%+ 3)4 (x=1)
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7. Antrenman
Sayfa167 - 168

-3

1. -12)((3)(2 —1)
8 2

2.-5(4x+3) 3

3. -12(2x-5)"
4._12x+63_

(x2+x)

1

T 2x+1

3_
2Jax -2
_3x+2_
T2kt

1
8.
2

9. 2x+L

6.

22+ x+1
3x2-2
2x® - 2x
3 S
11. —5(2x+1) 3

12, 1

10.

3
3
13.—
8

14.-3

15. 54
16.12

17. 2438
18. 3600

8. Antrenman
Sayfa 169 - 170

Noe

w
]
wiN Wl N
-
»|o

9. Antrenman
Sayfa171-172

1. 1200
2.-30
3.52
4.-280
5.-120

6. =
2

12
7.2

5
3.5
9.7
10.2

21
11, —
r

10. Antrenman
Sayfa173-174

1, _2y+4
.2x-3

© 5x+3
10x + 2y
. —9y2+2x
3y-4
" 4y -3x

_6x—2y3+1
—6xy? +3

6.—-1

4

5.

11. Antrenman
Sayfa 175 - 176

1. cosx-sinx

2.2 +1an? x 4+ cot? x
3. 3x2+3sinx

4, sinx + X COs X

5. tan®x

X.COSX —Sinx

x2

6.

2x.cosx + x? sinx
cos? x

7.

8. 4(1 + tan? 4x)

9. -3sin(3x +1)
10. 4cos(4x+2)

11. —(2x—5)(1+cot2 (xz —5x))
12, 55sin(3 - 5x)

13.2(1+ tan? (2x- 1))

14. —2x(1+col2(x2 + 2))

15. cos (1+ cosx).(- sin x)
16. -2sin2x
17.-4sin4x

18. 8sin8x

19. cos2x

20. 5c0s5x

21. -3sin3x

22.sin2x
23. 4(1+sin2x)cos2x

24. ~3cos? x.sinx

12. Antrenman
Sayfa 177 - 178

.-1000s* (2x+3).sin(2x + 3)

[

2. 2sin(4x~2)
CoS X
2:/sinx
cos?x
_ gosx.
sin? x

3.

2sinx
cos® x
7. 4sin8x

8 8

10. 8
11. 12
12, 1

13. ——
14, -1

15. —

16. -—

17. -1
18. 0

19. 38

13. Antrenman
Sayfa179-180

1 —
J1—(x +1)?
2
Vi—ax?
2x
) 1+ X

2.

3

4

1

4, —=———
2Jx (1+x)
2
1+ (2x-1)?
N
1+(x+2)2
2

x2 +4
2

x2+4

1
> ;}1—(1- x)2

1
(x+1)V2x+1

-2

- :;1-(2x—1)2

-2x
2

6

7.

8.

12.
1- (x + 1)2

1

13—
&(1+4x]

14. -1

15. -1

16. 5%«/_'3_

17.-1
4-n
8

18.

14. Antrenman
sayfa 181- 182
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2x+3.
x2 +3x

1n 50—
X< +3x+2
12. zim_-n-_L_
X< 4x-2
13. col x

1+tan? x
tanx

15. 1

xInx
—4
(4x-1)In2
ﬂ_

In3

—_2X4+2
(xz +2x)|n2

19, 3!mx)2_

20. 2(x + Inx)(1+ i—)

14.

16.

17.

18.

15. Antrenman
Sayfa183 -184

1
xin? x

1 -

6. - —tan x
4

7.7
2x2 +5x-3

X

8. xlnx+=

n +2

9.3Inx +3

1-2Inx

10
xInx

= sin(Inx)

R T

12 X (1+ln2 x]

_ylxy+2)
13. S

14, 8

15.3

16. Antrenman
Sayfa 185 - 186

Loe*eo*
2.3e*
3. 223
4. cos xeS"* 2
5. ﬁe‘ﬁ

N

6.5 +1

Jx
7.6 4271 (25 1. 2)

8. (2x + 1)e?**
elanx

0052 X

9.

10. 1 _ garclanx
1+ x2

11, (2x+ 3)eX *3x1

12. —ge ¥

13. (x? + 2x).e*

14. e* (xz + 4x)
15.sin2x.eS™ *

16. (1 +tanx + tan? x)e"

xe*

17.
(x+ 1)2

X
18 ¢ _
NER

e* (ln x-1 '
19. X

21, '—'._—_e__

2
(-9
22, e*(sinx +cosx)

23. X (In X+ 1)
x

2x—x2)
=

25, 8" *%

24,

1+¢*

26. _
x +e*

27. —ex.sin(e" + 1)

28.2¢2% (1 + tan? (e""‘ ])

29, 4 €os 4x.1nJ
2x :
30. 2.e“" +sin2x

e?* +sin? x

17. Antrenman
Sayfa 187 - 188

1. x? +3x?
2. cos x —sinx
3.5
4.1
5. 2e
6. 8
7.2

8. 4e®
9.262 +Se+3
10.3

11.2e

12.0

13.0

14, 4cos1

18. Antrenman
Sayfa 189 - 190

1. =
2

2.-3

3. 216

4.8

5. x* +6x? + 6x
6. -4cos2x
7.32cos8x
8.16

9. ~36

10.6

11. 8

12. -sinx+cosx
13. 6!

14, 61!
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1. Antrenman
Sayfa 195 - 196

1.1
2.3
3.1
4.(2,17)
5.1
6.1
7. 45°

11.-1

12.2
3

13.-1
14. m =1
Sy =2

15.3
16.3

2, Antrenman
Sayfa 197 - 198

1.6

2.2
3.(-1,-8)
4. (21)

5.7

6.2

7.-6

8. Birbirine paraleldir
9.-3
10.-9
11.(-2,-6)
12.0

3. Antrenman
Sayfa199- 200



9. y=x-1
10.y=x-5
4, Antrenman
Sayfa 201 - 202

3
1. yo=ox—2
y=-x-3

2, y=3x-7

3.y.L+3

2
4.y=3-x
5.2
6.y=3x+3-3In3

Box,

B
26" a

7. y=-~

3
8.y=—>x+9
y 4x+

9. (0,~ 16)

21
. 10,—=
10 ( > )

11.(2,0)

25
12. | =—,0
(3 J

13. (0, 8)

7T
10.(0-2)

15. [EOJ
3

5. Antrenman
Sayfa 203 -204

1.7
2.0
3.6
4.3-23

S
5. -
3
6.2

7. -2
2

8 -1
2

6. Antrenman
Sayfa 205 - 206

Ola WwiNn

N -

Ll
Hiw

7. Antrenman

Sayfa 207 - 208

1.0, Vi, v
2.1, v, v, Vi
3.1, 0L,V
4., Vv, vI

8. Antrenman
Sayfa 209 -210

10, 1LV, VI
2.cd

3.c

4.b,d

5.d, e

6.a

7.avec
8.a,¢ce

9. Antrenman
Sayfa211-212

1. (2,w)
2. (-w,0)u(2,)
3.(9.@)

4. (-2,4)
5.(-4,4)
6.(-2.2)
7. (-3.4)
8. (-11)
9.(-2,2)
10. (3,»)
11. (--3,3)
12, (-2.w)

10. Antrenman
Sayfa213-214

1.2
2.2
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5.—-29

4
6. 3
7.-25
8. -1
9. (4, 6)
10. (1.4)

11. Antrenman
Sayfa 215 ~ 216

1.-9
22

2
3.0
4., 1, \v
5.E
6., I, 4, IV
7., IV, V.V
8.2
9.E

12. Antrenman
Sayfa217-218

1.4
2. 16
3. 242
4.2
5. 4
6.v2
7.8
8 4
9, 1200

13. Antrenman
Sayfa 219 - 220

1.32
2.52
3.2
a8
5.50
6.-2
7.2
8.5
9.5
10.4
11.-1
12.50

14. Antrenman
Sayfa 221 - 222

13
2.(10)

8
-
5

a.22
5. V2
6.1
7.800
8. 2400
9.2
10. 16

15. Antrenman
Sayfa223-224

1.32
2.5

3.12

4.2

S. 4+4\/5'
6.2
7.2V

8. 242

16. Antrenman
Sayfa 225 - 226

[
Nl

17. Antrenman
Sayfa 227 -228

1 =

2.1

3.2
4.-5
5.(1,7)
6.-1

7. (—?0,1)
8. (-1.1)



18. Antrenman
Sayfa 229 ~ 230

1.5

2.-15

3. (-6.~-18)
4.1

5.3) (-c,1)
b) (1,0)

c) (1.1)

i)
(=3

1
C)E

7.3)(0.2)

b) (-=,0)u (2,=)
co , 2

8.1

9. 4

10.3

11. (;m,1)u(4.w)
12. (1,4)
13. 2

14. (-w,2)
15.D
16.8B

17. A
18.A

19. Antrenman
Sayfa 231 -232

1.4

2.2

3.0ve3

4. (-»,-1)u(2,5)
5. (-1.2)v (5.m)
6. (-=,0)u (3.@)
7. (0.3)

8. D

9. D
10.D
11.D
12. E
13. D

20. Antrenman
Sayfa233-234

21, Antrenman
Sayfa 235-236

22. Antrenman
Sayfa237-238

7.2

YN

CEVAPLAR

23, Antrenman
Sayfa239-240

1.6
2,12
3. 2e

B

5.-6
6. 20
7.15
8.35
9.19

Fonksiyon Grafikleri

24, Antrenman
Sayfa 241 -242

1a)-8
b)~2

c)a

2. a)~1lve?2

b} x = 3 te teget, x=1

c)x=-2deteget, x=1
ve x = 4 de keser

3.a) x ekseninix=-1 de
keser, x = 2 de teget,
y ekseniniy =4 te
keser.

b) x = 0 da x eksenine
teget, x = 3 te keser, y
ekseniniy =0 da
keser.

c) x ekseninix=-3,x =
3vex =-2de keser, y
ekseniniy = - 18 de
keser.

d) x ekseninix=-1,x=1
ve x = - 4 te keser, y
ekseniniy=3te
keser.

4.E
5. E
6.0

25. Antrenman
Sayfa 243 -244

1.8
2.8

3.0
4.C
5.C
6.8
7.C
8.8

26. Antrenman
Sayfa245- 246

1.A
2.3
3.8
4.6

27. Antrenman
Sayfa 247 - 248

1. a) x = - 2 dugey asimptot
b) x = 2 diis. as. (baca var)
x = - 3 dusey asimptot
¢) x = - 1 diigey asimptot
2. 3) x = 2 dugey asimptot
y = 4 yatay asimptot
b)x = 2vex =-2 diusey
asimptot
y = 3yatay asimptot
c)x = -2 dusey asimptot
{baca var)
y = 0 yatay asimptot
d) x = 1dugey asimptot
{baca var)
= -2 dlisey asimptot
y = 1yatay asimptot
3.4
4.(2,3)
5.(-1,3)
6. 4
7.-3
8.3)x = 2 digey asimptot
y = x+2 egik asimptot
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b) x = 3 ve x = -3 digey
asimptot
y = x egik asimptot
¢) x= -2 diigey asimptot
y= x2 -2x +4 egik
. asimptot
d) x = - 2 diigey asimptot

y= x2 egri asimptot
9.(3,6)
10.-4
11.0

28. Antrenman
Sayfa249-250

® N WA WNPE
mmomm>»P O P O >

29. Antrenman
Sayfa 251 —252
1.C
2.A
3.8
4.A

BELIRSiZ
iNTEGRAL

1. Antrenman
Sayfa 255 - 256

1. x3+5x2 +¢
2.x2+tanx v ¢
tanx

3. +C
x2+1

4. x-2Inx+c
5. e*cosx+¢
f(x
6 (x) e
7. x3x-2+¢
8. arcsin(x +1)+c
9. xtan x
oX
“Inx
11 x2 +f(2x-1)

2x-3
x+5

10

12,

2. Antrenman
Sayfa 257 - 258

1. 4x3 +4x+3
2.e?* ;1

3. 2xcosx
4.12

5. 42

6.6

7. x2+2x-5
8.-1

9.0

10.-1

11.cosx -sinx

12.e* +1
X

13. x5 +2x2
14. e +Inx
1
) 1+x2

16.4

15

3. Antrenman
Sayfa 259 - 260

4
13. 2% 4 c
2
5
14. 3xA-rc
5
15. 4x}é+c
3
16. X, x2_3x+c
3
9 4
12,5 3% .2 _sx+c
36 4

3
18. X _x+c
3

4
19.%+x+c

%
2
20. 2L—+x2 +C

2
x< 2
21, — -~
3 x+c

3 1
22. ZXA 4-4)</2 +C

2

23. %—2»5»0
2

24.%—3x+c
2

25.%—x+c

26. Ix +2y +¢
27.x% +y* + ¢

28. %ua -2x3 +¢

4. Antrenman
Sayfa 261 -262

S. Antrenman
Sayfa 263 - 264

1.4Inx+2x+c¢

2.36% + 2x + ¢

x2
3. —2——2x+lnx+c

4.§+3x+c

S. 24+in2
6.7+In2

7. 2sinx +cosx+cC

32
== -1
8=

9. -4cosu-3u+c
10. 2x + sinx + ¢
11. 2z + 2

12, x® - 2cosx+¢
X3

13. e*+ 24 ¢
3

14. e* -2Inx+c

15.e-1
2

16. x¥ ~5lnx+¢c

17.x%2 ~e* +x+¢

6. Antrenman
Sayfa 265 - 266

l.3sinx-cosx+¢
2. _sinx+c¢

3. cosx+¢

4,

3+1
2

S. x+cosx+c
6. ~2cosx+c
7.sinx+¢c

8. 2tanx +c

9.%41
4+

10. -cotx+c
11. 3x -tanx+c

12.sinx + ¢
1

13. -—co c
3 su+

14, x3 ¢ sinxrc

15. 3eX -2Inx+sinx+¢C
16. 2% +¢c

17. 2arcsinx + ¢

18. =
19, %arctan X+C

20. 2¢

7. Antrenman
Sayfa 267 - 268

1. x-2arctanx +c
2.x* +x? -3 arctanx t ¢
3. 2arcsinx ~x+c¢
4.4x+cotx+c

5. arcsinx +c

5 .
6. Earcsm X+C

7. 1(x).g(x)+e
8.x.r(x)+¢c

9.m+c
b3

X
10. -—+C

f(x)

4
11 (’"Tﬂ.»fc
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8. Antrenman
Sayfa 269 - 270

7.1
e(x3 +2)2 "

8.§(x+1)% +c
9.§(ax—2)% +C
10. %(x-Z)% +c
11.§

3
12%( 2 +1)% +e
13, %(3X2 —2)% +C
14. %(x"+x —1)‘}/3 +C

15.3(x2 +x+1)% +C

16. %(x2 +1)% +c

9. Antrenman
Sayfa 271-272

q, ZCOSTX o
3
2L
24
1
- C-t¢
sinx

4. %(sin x)% +C

COS4 X

2

6.-2Jcosx +¢

S. +C

7.3
2

37
8=
3
)3
o (arcsamx) e

2
10, (aretanx)’

2

3
11 ('"T").+c

10. Antrehman
Sayfa 273-274

1.tn)f(x)|+¢c

2. 2in|x|+ ¢
3.x+2In|+c
4. n|3x-1+c

3x - 5|
5.%+c
3
6. Zln|4x—2|+c

7.2In|2x + 3|+ ¢

8. In2
InS

9. —
2

10. In3

11.x3 - 2In|x + 3| +¢c
12.injx - 1|+ 2In|x - 3|+ ¢
13.3(n|x - 2|- 2In|x -1|+¢

14. |n[x2 -3x+3|+c

15,102
2%"3

11. Antrenman
Sayfa275-276

1. In2
In’x2 -2|
2. T +C

In x3-2|
———+c

. In[(x2 —x}z + 3] ..

2

In9-In2
6

. |n((x’ + 2]3 —5]

6

3.

5.

+C

Z.in|sinx |+ ¢

8. In(1-cosx)
9.|n|x + sin? x|+c
10. - In2
11.In|x+ ex|+ c
12. Injinx|+¢
13. ~injcos x|+ ¢

14. 3injsinx|+c

15. %ln|1 +sin(x? + 1)| +C

16. Infi + tanx|+ ¢

12. Antrenman
Sayfa 277 - 278

1_2 Ix

~e’ic
3

2, e2%¢1 4 ¢

3. ex’ X +c

4,05 4 ¢

5.3

o2 _ g1
3

7.e-1

8.e-1

9. 9brctann

6.

+C

10. —e2 +e +1

11, —e% +C

-2X+1
12, -

+C

er
13.T+ 2" +x+C

14. et+sin®x , ¢

37
15. —
3

16.2

13. Antrenman
Sayfa 279 - 280

1.0

2 _COS2x
2

3. 4x-cosx+c

al
3

5. -5cos(x-5)+c

[

6. sin(e" +1)+ c

2

8. sm(4x—1)+c
2
2
cos(x —1)
9, -———+c
2 +
10. ~cosx -2sin2x +¢c
11-—¥+cosx+c
sin(3—2x2)
12, ———+c

4
sin(x2 +2X + 3)'
2

x+1
14. -2 ——
cos( 2 J

+C

15. cos1 +C
X

14, Antrenman
Sayfa 281 - 282

1. _cos(tanx)+c
2. —cosvx +c

3. 2sinVx+2+¢
4.sin(Inx)+c

5. —cos(1+Inx)+c

6. <:os(cos2 x) +cC

7.-cosbx+c
sin2x

+c
9.
(1+sinx )3
10. UESINX) e
3
11.—
—lnlcosx2|

2

13.tlanx+c¢

12. +C

tan? x
4
2

15.1
3

14 c

16. V3- L

&

15. Antrenman
Sayfa 283 -284

1. 2arctanx +c

2. %
"4

3. arctan (x + 2)+c
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4. arclane® + ¢
arcl‘an(x2 +2}
2

6.arclan(sinx)+ ¢

+C

7.arcsinx + ¢
8. arcsin(x -5)+c

g, arcsin (2x+1)

10. arcsine® +c
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